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机动安定定理在路面结构安定分析中的应用

张吉庆，王端宜，吴文亮，陈　强
（华南理工大学 土木与交通学院，５１０６４０广州）

摘　要：为了准确评价路面结构的承载能力，基于机动安定理论提出一种应用于路面结构的上限安定分析
方法，计算分析荷载分布方式、路面厚度、路面材料内摩擦角及结构层间模量比对路面结构安定上限荷载影

响，并与弹性极限、塑性极限及安定下限解进行对比分析．结果表明：单轮轴载下安定上限荷载随反映荷载的
分布形式的ａ／ｒ值增大而减小，双轮轴载下安定上限荷载随ａ／ｒ值增大而增大；安定上限荷载随路面结构层
厚度、材料内摩擦角增大而增大，并在面层厚度与荷载当量半径比 ｈ／ｒ＝２５处开始趋于稳定；安定上限荷
载随上下层弹性模量比Ｅ／Ｅ０的增加而减小，且在Ｅ／Ｅ０为１０时安定上限荷载可取得最大值；路面结构安定
上限荷载要大于弹性极限和安定下限荷载但小于塑性极限；安定上限荷载能较好地反映路面结构承载力，可

为路面结构设计提供参考．
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　　简单加载条件下运用极限分析理论可直接有
效预测出路面结构的极限承载能力，但在实际工

程中，路面结构承受的荷载十分复杂，其作用方

向、幅值及作用位置和作用时间是无法准确估计



的．分析复杂荷载下的结构精确响应属于安定问
题的范畴［１］，安定理论是解决这类问题的有力工

具．从１９３８年Ｍｅｌａｎ提出经典静力安定定理（下
限定理）到１９５６年 Ｋｏｉｔｅｒ提出机动安定定理（上
限定理），再到我国刘信声、徐秉业、冯西桥对定

安进行了推理并建立了相关的表达式，安定理论

经历了早期的只能用来寻求一些典型、简单结构

的解析解到现在的可以用来求解复杂问题的数值

方法的过程［１－７］．但在路面结构中应用较少，最早
设想把安定极限荷载作为路面结构设计的基本参

数的学者是 Ｓｈａｒｐ和 Ｂｏｏｋｅｒ，他们认为在最早进
行的ＡＡＳＨＯ道路试验的成果中就包含有安定的
概念［１］，而后国外的一些学者相继发表了安定理

论在路面结构中的应用成果．目前，国内的研究者
开始把安定理论用来对路面结构进行分析，孙阳

等［８］应用下限安定定理和能量法对路面结构的

安定极限荷载进行求解，并分析了荷载作用方式、

路面结构形式、材料性质变化对路面结构安定下

限的影响．
从工程应用的角度来说，如何计算路面结构

安定荷载是最关键的问题，因为安定荷载划分了

能安全工作和最终破坏的荷载界限．但没有上限
解就不能够准确估计下限解离真实安定极限有多

近，因此有必要对所要分析的结构进行机动安定

性分析．本文基于机动安定定理对路面结构进行
安定分析，研究不同荷载作用分布方式、路面材料

性质和结构层变化对路面安定上限荷载的定量影

响，并与基于下限定理求解值和弹性极限及塑性

极限进行对比分析．

１　机动安定定理
１１　安定理论简述

结构安定是指结构在复杂加载条件下产生的

塑性变形有可能导致应力场的重新分布，形成稳

定有利的残余应力场，使得在后续的荷载循环下

结构完全处于弹性状态，结构整体达到了一种稳

定的极限状态［９］．经典安定定理由 Ｋｏｉｔｅｒ机动安
定理论（上限定理）和 Ｍｅｌａｎ静力安定理论（下限
定理）组成．
１２　强形式机动安定定理及在路面结构的应用

在路面结构中，可应用极限上限分析方法，来

评价变值荷载条件下结构的安全性［１０］，这里的安

全性主要是指路面结构不发生结构型破坏和不影

响行车安全的功能型破坏，这是因为构造机动许

可的速度场比构造静力许可的应力场容易很多，

只要采用的适当的优化方法，得出的上限解可以

和真实解接近，能够满足工程设计的要求．与之相
比，进行机动安定分析就比静力安定分析更有意

义．机动安定分析的困难来源于经典 Ｋｏｉｔｅｒ安定
定理是一种弱形式，如果采用它的强形式（Ｓｔｒｏｎｇ
ｖｅｒｓｉｏｎ），即要求荷载循环过程中任意时刻的外力
功率都小于塑性内能耗散率，那么就可以把机动

安定分析写成与机动极限分析相对应的形式［１１］，

从而利用极限分析中对应的破坏机制，求解安定

问题．
在路面结构问题中，假设存在一个机动允许

的塑性应变率εｐｉｊ循环，与其关联的速度场ｖ
ｐ和塑

性应力场σｐｉｊ．假设σ
Ｒ
ｉｊ为作用在路面的荷载所产生

的应力场，σｅｉｊ为变化的外荷载产生的纯弹性应力
场，这是１个虚设的应力场．在变化循环荷载作用
下如果路面结构能安定，则必然存在１个自平衡
的残余应力场ρｉｊ，使得总应力为

σｉｊ＝σ
ｅ
ｉｊ＋σ

Ｒ
ｉｊ＋ρｉｊ． （１）

　　因此，由理想弹塑性材料的最大塑性耗散功
率假设，对于一定的机动许可塑性速度场，真实应

力所耗散的功率最大表达式为

σｐｉｊε
ｐ
ｉｊ＝Ｄ

ｐ（εｐｉｊ）≤（σ
Ｒ
ｉｊ＋σ

Ｒ
ｉｊ＋ρｉｊ）ε

ｐ
ｉｊ．（２）

　　将上述两式对作用区域Ｖ积分，有

∫ＶσｐｉｊεｐｉｊｄＶ≥∫Ｖ（σｅｉｊ＋σＲｉｊ＋ρｉｊ）εｐｉｊｄＶ． （３）
　　自平衡的残余应力场ρｉｊ与零外载平衡，由虚
功率原理可知

∫ＶρｉｊεｐｉｊｄＶ＝０． （４）

　　所以有

∫ＶσｐｉｊεｐｉｊｄＶ≥∫Ｖ（σｅｉｊ＋σＲｉｊ）εｐｉｊｄＶ． （５）

　　如果违反了不等式（５），那么，路面结构在载
荷作用下就不能趋于安定．由于恒定的外荷载就
是体积力，在体积力作用下的路面结构满足平衡

方程

σＲｉｊ
ｘｉ
＋γｉ＝０． （６）

式中：γｉ为路面结构受到的体积力．分离变量积分
后将σＲｉｊ代入式（３），得到 Ｋｏｉｔｅｒ机动安定定理的
强形式为

∫ＶσｐｉｊεｐｉｊｄＡ≥∫Ｖ（σｅｉｊεｐｉｊ－γｊｖｊ）ｄＡ． （７）

　　如果荷载循环过程中的任意时刻，外力功率
都小于塑性内能耗散功率，则结构安定．如果违反
这个不等式，即荷载循环过程中的某一时刻，外力

功率大于塑性内能耗散功率，那么，路面结构不安

定．采用Ｋｏｉｔｅｒ机动安定定理的强形式避免了采
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用Ｋｏｉｔｅｒ机动安定定理弱形式分析时对时间积分
的困难，使复杂结构的安定分析成为可能．

２　安定分析方法
２１　安定屈服准则

路面结构层材料可适用于 ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ准
则，ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ准则在π平面上的屈服轨迹通
常为六角形，如图１所示，它在主应力空间的屈服
面存在尖顶和棱角，给数值计算带来困难，容易导

致数值计算不收敛．
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图１　ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ六角形屈服面及等圆屈服面

　　若π平面上的屈服轨迹为圆形，则在程序的
编制上更容易实现点，而且不存在尖顶处的数值

计算 问 题．本 文 采 用 文 献 ［１２］提 出 的
ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ等面积圆屈服准则代替传统的准
则，该准则要求在π平面上的ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ不等
边六角形面积与其所表示的圆面积相等，对平面

应变情况有

ｆ（σｘ，σｙ，σｘｙ）＝αＩ１＋ Ｊ槡２ －ｋ＝０．
式中：Ｉ１、Ｊ２分别为包含σｘ、σｙ、σｘｙ的应力张量第１
不变量和应力偏张量的第２不变量；α、ｋ分别为与
材料内摩擦角 和粘聚力 ｃ有关的常数，
ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ等面积圆屈服准则时，有

α＝ 槡２３ｓｉｎ

槡２３π（９－ｓｉｎ
２槡 ）
；

ｋ＝ 槡６３ｃｏｓ

槡２３π（９－ｓｉｎ
２槡 ）
．

２２　基于上限定理的安定分析方法
假定作用在路面上的荷载为 λｐ（ｘ，ｙ），其中

λ为安定乘子，因此本文的主要工作是要找到１个
对应于结构安定性的安定荷载的临界安定乘子

λｃ，则临界安定荷载可以表述为
ＰＳＤ ＝λｃＰ．

　　根据式（５）可得

λｃ≤
∫ＶσｐｉｊｅｐｉｊｄＶ
∫Ｖ（σｅｉｊ＋σｐｉｊ）ｅｅｉｊｄＶ

．

　　若λ＜λｃ，路面结构在重复荷载作用下首先
表现为弹性阶段，并最终能够趋于安定，若 λ＞
λｃ，在重复荷载作用下，路面结构将产生永久应变
至结构发生破坏．

作用在路表的荷载在ｘ轴方向不会发生变化
（车轮前进方向），任何作用机制对与 ｘ这个变量
是无关的，因此，在平面应变条件下，机动安定定

理在滚动接触情况下的安定乘子主要由结构层厚

度ｚ决定［１３］，如图２所示，于是式（７）可表述为

λｃ≤
ｃ

｜σｅｘｚ｜－σ
ｅ
ｚｚｔａｎ

． （８）

式中：在给定路面分析模型参数下弹性应力场

σｅｘｚ、σ
ｅ
ｚｚ可由ＢＩＳＡＲ３０程序计算得出，ｃ、分别为

路面结构层材料的粘聚力和内摩擦角，于是可求

出在考虑各种影响因素下的安定上限荷载乘子．

!

!

""

（ａ）平面应变

!"#$

!!

"

#

$

（ｂ）三维模型

图２　机动安定定理容许机制

３　路面结构安定计算分析
本文分别考虑荷载作用方式、路面厚度、路面

材料内摩擦角和弹性模量比的变化对路面进行安

定分析，计算分析各因素对路面结构安定荷载的

影响．
３１　路面作用荷载分布影响分析

本文分别分析单圆荷载和双圆荷载作用下的

荷载分布对安定极限荷载的影响，并考虑不同结

构材料属性的影响．图示 ａ／ｒ比值反映的是路面
作用荷载的分布形式，计算结果如图３、４所示．从
计算结果可以看出荷载分布形式对安定上限荷载

在路面材料摩擦角较大时有显著的影响，单轮轴

载下安定上限荷载随 ａ／ｒ增大而减小，双轮轴载
下安定上限荷载随 ａ／ｒ增大而增大，材料摩擦角
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较小时的安定极限荷载趋于稳定．
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图３　路面荷载分布对安定极限的影响（单轮轴载）
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图４　路面荷载分布对安定极限的影响（双轮轴载）

３２　路面结构层厚度影响分析
图５给出了不同结构层厚度情况下的路面结

构安定极限荷载，图示结果表明路面结构的安定

极限基本随内摩擦角增大而增大，内摩擦角 在
３０°以下的安定极限波动幅值较小，在３０°之上其
安定极限随路面厚度增加到一定值后趋于稳定，

因此内摩擦角变化对安定极限改变有限．在考虑
经济性前提下改变表层厚度可明显提高路面承载

力，因此从使路面结构趋于安定性角度来讲有１
个合理的结构层厚度，本文分析的工况在 ｈ／ｒ为
２５时为最佳，在最佳经济性上满足了结构储备
安定性要求．

!!"#!

!!"#!

!!##!

!!$#!

!!$#!

%#

$#

&#

"#

!!'##()*+ "!#,&

"!-# .)*+ !

#

#,/$

$

%

!

#

!0#()*+"

#

!#,'$

"

#

!"$.)*+ !

#

&-#!

# " - & '

#'$

#

"

%

"
!
$

-

图５　路面表层厚度对安定极限的影响

３３　路面材料内摩擦角影响分析
由图６可知，路面的安定极限在计算的３种不

同结构层厚度工况下均随内摩擦角增大而增大，

内摩擦角增大，结构承载力增大，由Ｋｏｉｔｅｒ上限定

理知在结构承载力增大情况下，结构的残余应力

场ρｉｊ与零外载平衡时的安定极限值也增大，但内
摩擦角对安定极限的改变幅值不大．
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图６　内摩擦角对安定极限的影响

３４　结构层模量比影响分析
图７为表层厚度ｈ和弹性模量比Ｅ／Ｅ０变化对

安定极限的影响曲线，由图可知在层间模量比一

定情况下，随着表层厚度的增大安定极限显著增

加．这是因为表层直接承受外荷载的作用，在路面
破坏模式不变的前提下，整个路面结构承载力将

随表层厚度的增加而增加．在表层厚度一定情况
下，两层路面结构模量比呈倍数增大，路面结构的

安定极限线性减小，在 Ｅ／Ｅ０ ＝１０时，安定极限
可取得最大值．

!"#!

!

"

!!!!#$!%!"&

$%'! ()*$ "

%

&

!

%+!,)*$ !

!

%!"-.

$

!

%/.()*$ "

!

''!!

%(!%!".

%(!%/"!

%(!%/".

&!

'!

/!

!

! '!! &!! -!! .!! #!!

#

)

"

)
!
!

'

#(#

!

图７　面层和基层结构模量比对安定极限的影响

４　基于下限定理和上限定理极限荷
载对比

　　路面结构在单调加载作用下，弹性极限 ｐｏｅ、

塑性极限ｐｏｐ和下限定理求解安定极限 ｐ
Ｍｅｌａｎ
ｏｓ
存在

如下关系［９］：ｐＭｅｌａｎ
ｏｓ  ［ｐｏｅ，ｐｏｐ］．基于下限定理和

上限定理的求解值都属于完全安定极限的近似

值，本文对比分析考虑路面表层厚度和材料内摩

擦角时的在不同求解方式的安定极限，如图８、９
所示，由图可以看出基于强形式的机动安定理论

基础上并结合ＢＩＳＡＲ求解的安定极限 ｐＫｏｉｔｅｒ
ｏｓ
要大

于ｐＭｅｌａｎ
ｏｓ
，即弹性极限及塑性极限关系式：ｐＫｏｉｔｅｒ

ｏｓ
＞

ｐＭｅｌａｎ
ｏｓ ［ｐｏｅ，ｐｏｐ］，这也符合安定定理对弹塑性结
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构体在循环加载情况下的结构响应的描述，即由

只产生弹性变形到伴随有残余应力场的永久变

形，继续加载情况下到安定或增量破塑性破坏．因
此，本文简述的基于机动安定定理的路面结构安

定极限求解方法是可行的．
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图８　不同求解方式下路面表层厚度对
安定极限的影响
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图９　不同求解方式下内摩擦角对安定极限的影响

５　结　论
１）提出的基于机动安定上限定理对安定极

限荷载的求解方法较静力安定定理，在计算方面

有较多优势，结合 ＢＩＳＡＲ路面计算软件，该方法
可以避免常用的数学规划方法，具有计算效率高，

可以应用于路面结构的安定分析．
２）路面材料的性质（主要考虑内摩擦角）、结

构组成形式、表层结构厚度和荷载作用分布方式

对结构的安定极限有显著影响，通过优化这些参

数可改善路面结构承载能力，提高结构层整体性

能，在路面的设计与分析时要综合考虑这些参数

的影响．
３）对于受到重复性荷载作用的路面结构来

说，Ｓｈａｋｅｄｏｗｎ原理与其设计有很好的相关性，但
是基于Ｓｈａｋｅｄｏｗｎ原理的模型要成为模拟路面长
期行为的模型，以及路面设计参数之间量化关系

还需进一步研究．
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