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复杂结构振动响应预示的能量方法

赵　阳，王　坤
（哈尔滨工业大学 航天学院，１５０００１哈尔滨）

摘　要：针对复杂结构的振动响应分析，利用弹簧质量系统对模糊结构进行建模，建立了带有附加模糊结构
的杆和梁的运动控制方程，在此基础上，进一步推导了能量密度的控制方程，以能量密度为输出响应进行了

结构振动的仿真分析．仿真结果显示，模糊结构对结构振动能量密度响应的影响在其固有频率附近最大，这
种影响通过模糊结构产生的随频率变化的等效质量实现，在模糊结构固有频率以内的低频域，等效质量为

正，降低了结构振动的能量密度响应，在高于固有频率的频域内，等效质量为负值，使得结构的能量密度响应

增大．
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　　各种工程结构的振动响应分析一直是很重要
的问题，有限元法作为成熟的技术，在振动分析领

域得到了广泛应用．由于有限元法的计算成本会
随着频率的升高而增大，因此并不适用于高频领

域．为解决高频域的声振预示问题，Ｌｙｏｎ［１－２］提出
了新的振动分析方法———统计能量分析．自此，基
于能量的振动分析方法得到了长足发展，Ｎｅｆｓｋｅ
和Ｓｕｎｇ［３］在分析梁结构的振动时，利用能量密度
作为变量得到了结构振动的另一种形式的控制方

程———能量密度控制方程，此方法经过 Ｂｏｕｔｈｉ

ｅｒ［４－５］和Ｃｈｏ［６］等人的推广，通过与有限元技术
结合，发展成为实用的能量预示方法，被称为能量

有限元法．ＸｉａｏｙａｎＹａｎ针对复合材料层合板结
构推导了能量密度控制方程［７］．ＳｕｎｇＭｉｎＬｅｅ则
利用能量有限元法与周期理论相结合，计算了旋

转体结构的响应并进行了实验验证［８］．与有限元
技术的结合使其可以得到比统计能量分析更为精

细的结果，另一方面，由于以平均化的能量密度为

变量，大大减小了计算成本．此预示方法在结构振
动分析领域具有很好的应用前景与实用价值．

针对实际结构进行声振响应分析时，结构的

建模面临着一些困难．这是由于实际工程结构一
般比较复杂，在主结构之外还有许多附加结构，这

些附加结构在一定程度上改变了主结构的振动响



应，但由于难以建立精确模型，传统的处理方法经

常忽略这些内部结构，或者作为固结的附加质量

处理．为了研究附加结构对主结构振动响应的影
响，Ｓｏｉｚｅ［９］将可建模的主要部分称为主结构，与
主结构相连的附加结构定义为模糊结构，研究了

模糊结构对于主结构的阻抗特性．Ｐｉｅｒｃｅ等［１０］在

对Ｓｏｉｚｅ的理论进行简化的基础上，从声振角度分
析了附加结构的影响．本文将模糊结构理论引入
能量预示方法，从振动响应的能量密度出发，以杆

和梁结构为研究对象，研究了带有附加模糊结构

的杆和梁振动的能量密度响应的特点．

１　杆结构的振动建模
模糊结构的精确建模是一个十分复杂的问

题，从动力学角度来看，模糊结构的组成要素为质

量、刚度和阻尼，因此可以利用弹簧质量系统进行

建模．由此，图１所示的杆结构满足的动力学方程
为［１１］
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式中：Ｆ为杆内力，ｊ为虚数单位，ｘ表示杆的坐
标，ω为激振频率，ｍ′表示弹簧质量系统的质量，
ω０表示弹簧质量系统的自然频率，Ｅ为杆的弹性
模量，Ｓ为截面积，ｖｓ表示杆振动的速度．

图１　带弹簧质量系统的杆或梁

　　由方程（１）和方程（２），以速度为变量的杆的
运动控制方程
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式中：Ｕ（ｘ，ｔ）表示位移，ｔ表示时间，Ａ和Ｂ为待定
系数，由边界条件确定．
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式中：ν＝ω／ω０为激振频率与主结构杆的固有频
率之比，ｋ０为主结构杆的纵向振动波数．

杆运动的势能和动能分别为
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则杆运动的总能量为

ｅ＝Ｖ＋Ｔ．
杆内力的功率
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　　对变量进行平均，可以得到功率与能量密度
的关系式
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　　利用能量平衡方程［４］，可以得到带模糊结构

的杆的能量密度控制方程为
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式中：ｃ为杆结构的波群速度，η为阻尼系数，ｅ为
杆中时间和空间平均的能量密度．此控制方程在
形式上与文献［３］中无附加结构杆的能量密度控
制方程相同，需要注意的是，由于此控制方程在推

导过程中考虑了附加模糊结构的影响，式（５）中
的波速不同于文献［３］中的波速，它引入了附加
模糊结构的质量，并直接影响到了能量密度响应．

２　梁结构的振动建模
同样利用图１所示结构，梁受到模糊结构的

作用力为

Ｆ＝ｊωｗＺ．
式中：ｗ为梁的横向振动位移，Ｚ为弹簧质量系统
的基础激励阻抗．

则运动方程变为
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式中：ｋｂ０为主结构梁的弯曲振动波数．
代入

Ｚ＝－ｊω
ω２０（１－ｊ２ζω／ω０）
（ω２０－ω

２－ｊ２ζωω０）
．

得到带模糊结构的梁的运动控制方程：
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式中：ζ＝ω／ω０为激振频率与主结构梁的固有频
率之比，等效波数
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Ｒｕｓｓｅｌ给出了具有以上形式的运动控制方
程，并指出梁结构与板结构的运动方程具有相同
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形式［１２］．本研究针对梁结构，在此运动方程的基
础上推导能量密度的控制方程．

方程通解形式为

Ｕ（ｘ，ｔ）＝（Ａｅ－ｊｋｘ＋Ｂｅｊｋｘ＋Ｃｅ－ｋｘ＋Ｄｅｋｘ）ｅｊωｔ．
（８）

式中：Ａ、Ｂ、Ｃ和Ｄ表示待定系数，通过边界条件确
定．

梁中的功率为
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　　梁结构运动的势能和动能分别为
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　　同样利用能量平衡关系，对变量进行平均化，
可以得到功率与能量密度的关系式
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及带模糊结构梁的能量密度控制方程
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式中：ｃ为梁结构的波群速度，η为阻尼系数，ｅ为
梁中时间和空间平均的能量密度．

可以看到，带模糊结构的梁振动的能量密度

控制方程与带模糊结构的杆的能量密度控制方程

具有相同的形式．并且与简单结构的能量密度控
制方程相同的形式，这样，已有的能量控制方程的

解法可以直接得到应用．

３　仿真分析
针对附加模糊结构对主结构运动的影响，在

模糊结构质量与主结构质量之比为００１、００５和
０１０时，进行数值仿真，得到了杆和梁结构中点
位置波速和能量密度响应随频率的变化．杆弹性
模量Ｅ＝５０００Ｎ／ｍ２，长 Ｌ＝１ｍ，阻尼 η＝
００１，线密度 ρＳ＝２３００ｋｇ／ｍ梁的抗弯刚度
ＥＩ＝７２００Ｎｍ２，长Ｌ＝１ｍ，阻尼η＝００１，线密
度ρＳ＝３２００ｋｇ／ｍ．
　　图２和图３分别显示了带有模糊结构的杆的
波速与能量密度响应与频率的关系．由图２，由于
模糊结构的存在，杆结构波速ｃ在低频段减小，但
幅度较小，随着频率的升高，在接近模糊结构共振

频率ω０时，变化幅度变大，并在ω０附近发生急剧
变化，波速ｃ由极小值变为极大值，并随着频率的
进一步升高而降低，最终趋于无模糊结构杆的波

速ｃ０．图３显示杆的能量密度ｅ由于模糊结构的存

在，在低频段变大，并随着频率的升高而继续增

大，在模糊结构共振频率ω０附近由极大值变为极
小值，随后随着频率的升高而回升，逐渐趋向于无

模糊结构杆的能量密度响应值 ｅ０．模糊结构质量
分数大的杆，在达到固有频率之前，波速ｃ减小幅
值更大，能量密度ｅ的增加幅值更大，在固有频率
之后波速ｃ增大的幅值更大，能量密度ｅ减小的幅
值更大．
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图２　杆的波速随频率变化图
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图３　杆的能量密度随频率变化图

　　图４和图５是带模糊结构的梁的波速和能量
密度响应随频率变化情况．跟杆结构的趋势相似，
梁结构的波速 ｃ在低频域因模糊结构影响而减
小，在频率到达模糊结构固有频率ω０前达到极小
值，随后急剧改变达到极大值，随着频率的进一步

升高，波速趋向于主结构梁的波速ｃ０，梁的能量密
度ｅ则是在低频域逐渐增大，经过ω０后变为极小
值，以后继续增大并趋向于ｅ０．模糊结构质量分数
大的梁，在达到模糊结构固有频率前，波速ｃ增加
的幅值更大，能量密度响应ｅ的减小幅值更大，在
固有频率之后波速ｃ减小的幅值更大，能量密度ｅ
增加的幅值更大．
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图４　梁的波速随频率变化图
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图５　梁的能量密度随频率变化图

４　结　论
通过对带有附加模糊结构的杆和梁的振动的

能量密度响应分析可以发现，模糊结构的存在引

起了主结构的运动控制方程参数的变化，其对杆

和梁结构能量密度响应的影响在固有频率附近最

大，这种影响通过对波速的改变来实现，结构波速

ｃ的增大降低了结构的能量密度响应ｅ，波速的减
小则增大了能量密度响应值．波速 ｃ的改变反映
的是结构等效质量的改变，因此，模糊结构对主结

构的影响实际是产生对主结构的等效质量实现

的．对于杆和梁结构，以带无阻尼模糊结构的杆为
例，利用前文得到的波数表达式，杆的波速为
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　　波速在模糊结构固有频率以内的低频域，随
着激振频率的升高，频率比 ν ＜１，因此
（ｍ′／ρＳ）／（１－ν２）项为正，且不断增大，对于波速
而言，这跟模糊质量ｍ′为正且不断增大产生的效
果相同，因此降低了结构振动的能量密度响应，在

固有频率之后，频率比ν＞１，在此情况下，模糊结
构项（ｍ′／ρＳ）／（１－ν２）为正，且绝对值不断减小，
对波速而言，等效于模糊质量ｍ′为负且绝对值不
断减小，这样，主结构振动的能量密度响应相应的

增大，随着频率的继续升高，等效质量逐渐减小直

至趋近于零．此等效质量作为振动频率的函数，其
具体形式是一个难点，目前尚未见有深入研究，需

要在未来工作中作进一步探讨．
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