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柔性翼型的气动弹性建模与颤振特性分析

尹维龙，田东奎

（哈尔滨工业大学 复合材料与结构研究所，１５００８０哈尔滨）

摘　要：运用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理推导了柔性翼型的沉浮－俯仰－弦向弯曲三自由度运动方程，给出了考虑弦向
弯曲变形的平板薄翼作简谐运动时非定常气动力的解析表达式，建立了柔性翼型的气动弹性模型．在此基础
上，研究了柔性平板薄翼的颤振特性．结果表明：对于平板薄翼而言，单一的弦向弯曲运动是不稳定的．对于
给定的沉浮和俯仰振动频率，平板薄翼的颤振速度和其弦向弯曲振动频率有着很大关系．当弦向弯曲振动频
率小于俯仰振动频率时，发生颤振的是弦向弯曲分支，颤振速度远小于沉浮－俯仰经典模型的预测值；当弦
向弯曲振动频率为俯仰的２５倍时，弦向弯曲和俯仰分支同时发生颤振；当弦向弯曲振动频率大于俯仰的
２５倍时，发生颤振的分支转为俯仰；当弦向弯曲振动频率大于俯仰的５倍时，沉浮 －俯仰 －弦向弯曲模型
与传统二自由度模型的预测值几乎相等．
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　　气动弹性问题几乎伴随着航空飞行器发展的
全过程，尤其在现代飞机的设计过程中占有非常重

要的地位［１］．从早期的二元机翼－舵面系统［２］到今

天的大展弦比复合材料柔性机翼［３－５］，气动弹性问

题的分析方法越来越成熟，分析手段也越来越丰

富，但在气动弹性的分析过程中，研究人员一直沿

用“机翼剖面本身是刚性的”这样的一个假设条

件．对于传统飞行器而言，机翼的中央翼段和控制
面（包括副翼和前、后缘襟翼）沿着翼弦方向的刚

度是非常大的，这个假设条件是可以满足的．



近些年来，随着智能材料和柔性结构技术的

快速发展，机翼不但在翼展方向的刚度设计越来

越趋向于柔性化，而且在翼弦方向的刚度也越来

越低，如ＮＡＳＡ的任务自适应机翼［６］．柔性自适应
机翼主要依靠机翼翼面自身的变形来改变机翼弯

度和扭转角，以提供几乎理想的机翼弯度形状．该
机翼已安装在Ｆ－１１１上进行了多次飞行验证，效
果良好．随后，又出现多种不同结构形式的柔性控
制面［７－１０］．由于柔性控制面的引入，机翼弦向弯
曲刚度急剧降低，弦向的弯曲变形对机翼气动弹

性问题的影响愈来愈显著．传统的气动弹性模型
已不能适用于这类机翼了，不得不考虑机翼弦向

弯曲刚度的影响．Ｒ．Ｐａｌａｃｉｏｓ等［１１－１２］研究了弦向

弯曲变形对机翼静气动弹性变形的影响，但关于

考虑弦向弯曲自由度在内的柔性翼型和机翼的动

气动弹性问题的研究还比较少．本文主要建立了
柔性翼型（是指弦向柔性的翼型）的气动弹性模

型，进而研究弦向弯曲刚度对二元翼段颤振特性

的影响．

１　结构模型
柔性翼型的结构模型如图１所示．弦长为２ｂ，

来流速度为Ｖ．翼型的沉浮位移为 ｈ（向下为正），
俯仰角度为α（抬头为正），弦向弯曲形函数为ψ，
弯曲位移为 β（上弯为正），刚心距离位于翼弦中
点后ａｂ处．此结构模型包含沉浮和俯仰两个刚体
自由度和弦向弯曲自由度．
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图１　柔性翼型的结构模型

　　翼段上任一点的位移为
Ｚ（ｘ，ｔ）＝ｈ（ｔ）＋（ｘ－ａｂ）α（ｔ）＋ψ（ｘ）β（ｔ）．

（１）
　　整个翼段的动能变分为

δＴ＝∫
ｂ

－ｂ
珚ｍ（Ｚ

·

δＺ
·

）ｄｘ．

其中：

Ｚ
·

＝ｈ
·

＋（ｘ－ａｂ）α· ＋ψβ·，

δＺ
·

＝δｈ
·

＋（ｘ－ａｂ）δα· ＋ψδβ·．

　　整个翼段的势能包括拉伸弹簧储存的势能、扭
转弹簧储存的势能和弦向弯曲变形所储存的势能．

Ｕｈ ＝
１
２Ｋｈ［ｈ＋ψ（ａｂ）β］

２，

Ｕα ＝
１
２Ｋαα

２，

Ｕβ ＝
１
２Ｋββ

２．

式中：Ｋｈ为拉伸弹簧系数；Ｋα为扭簧的弹簧系数；
Ｋβ为等效的弦向弯曲刚度系数．

势能变分为

δＵ＝Ｋｈ［ｈ＋ψ（ａｂ）β］δ［ｈ＋ψ（ａｂ）β］＋
Ｋααδα＋Ｋββδβ．

　　气动力所作功的变分为

δＷ ＝－∫
ｂ

－ｂ
ΔｐδＺｄｘ．

　　运用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，推导二元翼段的运动方
程．Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的表达式为

∫
ｔ２

ｔ１
（δＵ－δＴ－δＷ）ｄｔ＝０． （２）

代入式（２），整理得到二元翼段的运动方程为

ｍｈ
¨
＋Ｓαα

¨＋ｍββ
¨＋Ｋｈｈ＋ψ（ａｂ）Ｋｈβ＝Ｑｈ．

Ｓαｈ
¨
＋Ｉαα

¨＋Ｓββ
¨＋Ｋαα＝Ｑα．

ｍβｈ
¨
＋Ｓβα

¨＋Ｉββ
¨＋ψ（ａｂ）Ｋｈｈ＋

ψ２（ａｂ）Ｋｈβ＋Ｋββ＝Ｑβ．
其中：

ｍ＝∫
ｂ

－ｂ
珚ｍｄｘ，

Ｓα ＝∫
ｂ

－ｂ
珚ｍ（ｘ－ａｂ）ｄｘ＝ｍｘａ，

Ｉα ＝∫
ｂ

－ｂ
珚ｍ（ｘ－ａｂ）２ｄｘ＝ｍｒ２ａ，

ｍβ ＝∫
ｂ

－ｂ
珚ｍψｄｘ，

Ｓβ ＝∫
ｂ

－ｂ
珚ｍ（ｘ－ａｂ）ψｄｘ，

Ｉβ ＝∫
ｂ

－ｂ
珚ｍψ２ｄｘ＝ｍｒ２β，

Ｑｈ ＝－∫
ｂ

－ｂ
Δｐｄｘ，

Ｑα ＝－∫
ｂ

－ｂ
Δｐ（ｘ－ａｂ）ｄｘ，

Ｑβ ＝－∫
ｂ

－ｂ
Δｐψｄｘ．

式中：Δｐ为压差．

２　气动模型
在机翼颤振分析时需要利用非定常空气动力
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模型．Ｔｈｅｏｄｏｒｓｅｎ在２０世纪３０年代末给出了二
元平板机翼作简谐振动时非定常气动力的解析表

达式，推导过程中假定翼型剖面本身是刚性的．
考虑弦向弯曲变形的影响，则二元平板薄翼

作简谐振动时旋涡对平板上任一点的诱导速度为

ｗ（ｘ，ｔ）＝ＶＺ（ｘ，ｔ）
ｘ

＋Ｚ（ｘ，ｔ）
ｔ

． （３）

　　将式（１）代入式（３），得

ｗ（ｘ，ｔ）＝ｈ
·

＋（ｘ－ａｂ）α· ＋ψβ· ＋Ｖα＋ｄψｄ( )ｘ．
　　由文献［１３］可以推导出沉浮 －俯仰 －弦向
弯曲三自由度二元平板薄翼作简谐振动时非定常

气动力的解析表达式．对于等厚平板薄翼，弦向弯
曲振动的形函数可取为２次曲线，即

ψ（ｘ）＝( )ｘｂ
２
－１３．

　　当机翼作简谐振动，即
ｈ＝珔ｈｅｉωｔ，α＝珔αｅｉωｔ，β＝珔βｅｉωｔ，

则非定常广义气动力为

　Ｑｈ ＝
ω２

μ
｛Ｌｈ

珔ｈ
ｂ ＋［Ｌα －（０５＋ａ）Ｌｈ］珔α－

１
１２＋

Ｃ
３ｋｉ＋

２Ｃ
ｋ( )２ 珔βｂ｝ｅｉωｔ，

　Ｑα ＝
ω２

μ
｛［Ｍｈ－（０５＋ａ）Ｌｈ］

珔ｈ
ｂ＋［Ｍα－（０５＋

ａ）（Ｌα＋Ｍｈ）＋（０５＋ａ）
２Ｌｈ］珔α＋

－１２ｋｉ－
１
ｋ２
＋Ｃ６ｋｉ＋

Ｃ
ｋ( )２[ －

ａ １
１２＋

Ｃ
３ｋｉ＋

２Ｃ
ｋ( ) ]２

珔β
ｂ｝ｅ

ｉωｔ，

　Ｑβ ＝
ω２

μ
［－ １

１２＋
Ｃ
３ｋ( )ｉ珔ｈｂ＋

ａ
１２＋

１
３ｋｉ－

０５－ａ
３ｋ Ｃｉ－Ｃ

３ｋ( )２ 珔α＋
１
３６＋

１
２ｋ２
－ Ｃ１８ｋｉ－

３Ｃ
ｋ( )２ 珔βｂ］ｅｉωｔ．

式中：μ＝ｍ／（πρａｂ
２）为质量比；Ｃ（ｋ）为 Ｔｈｅｏｄ

ｏｒｓｅｎ函数；ｋ＝ωｂ／Ｖ为减缩频率，Ｌｈ、Ｌα、Ｍｈ、Ｍα
分别为辅助系数［１５］．

３　分析方法
Ｖｇ法是颤振分析使用最广泛的方法之一．

在这个方法中，需要引入人工结构阻尼，即

Ｄｈ ＝－ｉｇｈｍω
２
ｈ珔ｈｅ

ｉωｔ，

Ｄα ＝－ｉｇαｍω
２
α
珔ｈｅｉωｔ，

Ｄβ ＝－ｉｇβｍω
２
β
珔ｈｅｉωｔ．

式中：ｇｈ、ｇα、ｇβ分别为人为引入的沉浮、俯仰和弦

向弯曲自由度的人工结构阻尼系数．
取ｇｈ ＝ｇα ＝ｇβ ＝ｇ，则有

－Ω２Ｍ

珔ｈ
ｂ
珔α
珔β




















ｂ

＋（１＋ｉｇ）Ｋ

珔ｈ
ｂ
珔α
珔β




















ｂ

＝Ω２Ａ（ｋ）

珔ｈ
ｂ
珔α
珔β




















ｂ

．（４）

式中：Ω２ ＝ω
２

ω２α
，Ｒ２ｈ ＝

ω２ｈ
ω２α
，Ｒ２β ＝

ω２β
ω２α
；Ｍ、Ｋ、Ａ（ｋ）分

别为质量矩阵、刚度矩阵和气动力矩阵．
求解式（４）的特征值问题，可以得出颤振频

率和颤振速度．

４　结果讨论
假定材料为各向同性材料，则平板薄翼的结

构系数为：ｍ＝２ｂ珚ｍ，ａ＝０，ｘａ ＝０，ｒ
２
ａ ＝１／３，ｍβ

＝０，Ｓβ ＝０，ｒ
２
β ＝４／４５．

对于平板薄翼，主要考虑３个自由度，即：沉
浮、俯仰和弦向弯曲．单个自由度的人工结构阻尼
系数为

ｇｈ ＝－
２Ｆ（ｋ）

（１＋μ）ｋ＋２Ｇ（ｋ）
，

ｇα＝ －１ｋ＋（０５＋ａ）１＋２Ｆ＋
２Ｇ
ｋ( )２ －２（０５＋ａ）

２Ｆ( )ｋ

　　 ｒ２ａ [＋ ３
８－（０５＋ａ）１＋２Ｇ－

２Ｆ
ｋ( )２( ＋

　　
（０５＋ａ）２ １＋２ｋ( )Ｆ ] )ｋ ，

ｇβ ＝－
Ｆ（ｋ）ｋ＋６Ｇ（ｋ）

ｋ２＋１８＋２ｋＧ（ｋ）－６Ｆ（ｋ）＋３６μｋ２Ｒ２β
．

图２为平板薄翼单个自由度的 Ｖｇ曲线．其
中，ｇ为无量纲阻尼系数．由图２可以看出，对于
平板薄翼而言，沉浮和俯仰运动是稳定的，而弦向

弯曲运动是不稳定的．
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图２　单个自由度的Ｖｇ曲线

　　由ｇβ ＝０，得出弦向弯曲运动的颤振临界减

缩频率和速度为
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ｋＦ ＝－
６Ｇ（ｋＦ）
Ｆ（ｋＦ）

，

ＶＦ
ωαｂ

＝６ｒβＲβ（μ／（ｋ
２
Ｆ ＋１８＋２ｋＦＧ（ｋＦ）－

　　　　　１２Ｆ（ｋＦ）＋３６μｋ
２
Ｆｒ
２
β））

１／２． （５）
式中：ｋＦ≈１０７．

由式（５）可知，平板薄翼弦向弯曲运动的颤
振临界速度是和其弯曲振动频率成正比的．

图３为由沉浮－俯仰气动弹性模型得到的平
板薄翼Ｖｇ曲线．可以看出，由经典气动弹性模型
所预测的平板薄翼无量纲颤振速度为２１８，发生
颤振的是俯仰（也称为扭转）分支．
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图３　平板薄翼Ｖｇ和Ｖω图（Ｒｈ＝０５）

　　图４为不同弦向弯曲刚度的平板薄翼颤振速
度随着弦向弯曲振动频率的变化曲线．可以看出，
当弦向弯曲振动频率小于俯仰振动频率时，机翼

的无量纲颤振速度是随着弦向弯曲频率的增加而

增加的．当弦向弯曲振动频率小于沉浮振动振动
频率时，沉浮－弦向弯曲模型与沉浮 －俯仰 －弦
向弯曲模型的分析结果很接近，此时俯仰自由度

可以忽略．
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　　图４　颤振速度随弦向弯曲振动频率变化曲线图
（Ｒｈ＝０５）

　　Ｖｇ图中的颤振分支在颤振点处的斜率反映

了颤振的突发程度，曲线斜率越大，表示颤振的突

发性越大．从图４中可以看出，当弦向弯曲振动频
率小于俯仰振动频率时，弦向弯曲分支在颤振点

处的斜率比较大，也就是说，发生颤振的突发性比

较大．
对于平板薄翼而言，如果要求弦向弯曲刚度

的降低不影响机翼的颤振速度（即由沉浮 －俯仰
两自由度模型所预测的结果）的话，那么弦向弯

曲振动频率不能低于扭转振动频率的２６倍（即
图４中实黑线与虚线交叉点的横坐标值）．否则，
由于弦向弯曲刚度的降低，机翼的颤振速度将随

之降低．因此，柔性自适应机翼的结构设计中要综
合考虑弦向弯曲刚度的影响．

４　结　论
１）对于平板薄翼而言，单一的弦向弯曲运动

是不稳定的，其颤振临界速度是和其弯曲振动频

率成正比的．
２）当弦向弯曲振动频率小于俯仰振动频率

时，发生颤振的是弦向弯曲分支，且该分支发生颤

振的突发性比较大；颤振速度是随着弦向弯曲频

率的增加而增加的．
３）当弦向弯曲振动频率接近俯仰振动频率

时，发生颤振的仍然是弦向弯曲分支，颤振速度急

剧降低，但颤振的突发性变小了．
４）当弦向弯曲振动频率高于俯仰振动频率

的２～３倍时，沉浮－俯仰－弦向弯曲模型所预测
的颤振速度略高于沉浮 －俯仰模型的预测值；当
弦向弯曲振动频率为俯仰振动频率的２５倍时，
弦向弯曲和俯仰分支同时发生颤振，但俯仰分支

发生颤振的突发性更大；当弦向弯曲振动频率大

于俯仰振动频率的２５倍时，发生颤振的分支转
为俯仰．
５）弦向弯曲频率大于俯仰频率的５倍时，发生

颤振的是俯仰分支，颤振速度逼近沉浮－俯仰模型
的预测值，可以不考虑弦向弯曲自由度的影响．
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