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分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换与新型时频滤波器设计

闫　格，刘开华，罗　蓬，吕西午
（天津大学 电子信息工程学院，３０００７２天津）

摘　要：为了无失真地恢复复杂噪声环境中的非平稳信号，提出一种新型分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换时频滤波器设
计方法．该方法先利用Ｇａｂｏｒ变换得到信号在时频域的分布状况，然后用支撑向量机（ＳＶＭ）分类算法结合图
像分割得到分离时频图像上信号和噪声区域所需的最优分类线，最后用此最优分类线方程确定时频滤波器

的阶数和传递函数．在信号和噪声时频域线性不可分的情况下，对ＳＶＭ分类曲线进行了全局最小二乘分段
线性拟合，然后根据拟合生成的方程构造并行多阶滤波器组．为满足实际应用中实时性的要求，对算法的计
算复杂度进行了优化．计算机仿真结果验证了该方法的有效性．
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　　现今非平稳信号处理是现代信号处理领域一
个重要分支，尤其是非平稳信号的滤波技术，一直

是学术界研究的热点．由于非平稳信号的频率分
布具有时变特性，因此无法单独在时域或频域上

对信号进行滤波处理．近年来，随着时频分析理论
的蓬勃发展［１－３］，尤其是离散分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换

（ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦｒＦＴ）在数字信号处
理中的应用，使得新型时频滤波器设计有了新的

解决方案．ＦｒＦＴ作为 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的广义形式，可
以描述为时频平面的旋转算子［４］在统一的时频

域上对信号进行分析．利用该特点，时频滤波器的
设计［５－６］中可以采用 ＦｒＦＴ技术实现对非平稳信
号的参数检测和估计及某些形式的干扰和噪声的

消除．在文献［７］和［８］中，提出了基于最小均方
误差准则的分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域最优滤波算法．在文
献［９］中，给出了分数阶 Ｗｉｅｎｅｒ滤波算子的离散
化求解算法．然而，这些算法是现代滤波器设计理



论在分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域上的延伸和推广，在设计时
需要信号和噪声的统计先验知识，并且只局限于

单个旋转角度上的滤波．在文献［１０］中，利用 Ｆｒ
ＦＴ的旋转可加性，实现了多个阶次上的迭代滤
波．但该方法运算复杂且无法保证迭代过程收敛
到全局最优解．文献［１１］中，利用时频变换先确
定时频滤波器阶次和传递函数，然后将分数阶

Ｆｏｕｒｉｅｒ域滤波器等效于时频面上的一条分类线．
此方法为时频滤波器设计提供了良好的思路，但

在文献中没有提出具体的设计方法和合理的分类

线选择依据．
本文提出了一种新型 ＦｒＦＴ时频滤波器设计

方法．该方法根据信号和噪声的时频分布采用
Ｇａｂｏｒ变换（Ｇａｂｏｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＧＴ）、图像分割、支持
向量机（ｓｕｐｐｏｒｔｖｅｃｔｏｒｍａｃｈｉｎｅ，ＳＶＭ）等技术，自
动地获取区域间的分类线，然后根据分类线方程

确定时频滤波器的参数．该方法设计过程无需任
何信号和噪声的统计先验知识，且能够保证滤波

器的最优性能．在信号和噪声的形式、强度、分布
均未知的情况下，该方法依然适用，具有良好的可

靠性和通用性．

１　分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域滤波器原理
对任意信号 ｓ（ｔ），旋转角度为 α的 ＦｒＦＴ定

义为［４］

Ｓα（ｕ）＝Ｆ
ｐ［ｓ（ｔ）］＝∫

∞

－∞
ｓ（ｔ）Ｋα（ｔ，ｕ）ｄｔ．

式中：定义 ＦｒＦＴ的阶为 ｐ；α＝ｐπ／２，Ｋα（ｔ，ｕ）为
变换的核函数，则有

　　Ｋα（ｔ，ｕ）＝

　　
１－ｊｃｏｔ槡 αｅｊπ（ｔ２ｃｏｔα－２ｔｕｃｓｃα＋ｕ２ｃｏｔα），α≠ｎπ；
δ（ｔ－ｕ）， α＝２ｎπ；
δ（ｔ＋ｕ）， α＝（２ｎ±１）π

{
．

一般称 ｕ域为分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换域，其中
α＝０与α＝π／２分别表示信号的时域和频域．
ＦｒＦＴ可以被描述为时频面上的旋转算子，即１个
信号的 ＦｒＦＴ的 Ｗｉｇｎｅｒ分布（Ｗｉｇｎｅｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，
ＷＤ）是原信号Ｗｉｇｎｅｒ分布的坐标旋转形式，用公
式表示为

ＷＳα（ｔ，ｆ）＝Ｗｓ（ｔｃｏｓα－ｆｓｉｎα，ｔｓｉｎα＋ｆｃｏｓα）．
式中ＷＤ定义为

Ｗｓ（ｔ，ｆ）＝∫
∞

－∞
ｓ（ｔ＋０．５τ））ｓ（ｔ－０．５τ）ｅ－ｊ２πｆτｄτ．

考虑一组含有加性噪声的非平稳信号

ｘ（ｔ）＝ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ）．其中ｓ（ｔ）和ｎ（ｔ）分别表示
有用的非平稳信号和加性噪声，假设其时频分布

如图１所示．可以看到有用信号和噪声在时域和
频域同时存在耦合但不交叠，即无法单独通过时

域或频域滤波完全滤除噪声，但由于两者的封闭

性可通过切割分离．
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图１　分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域上的噪声分离

　　利用ＦｒＦＴ将坐标轴旋转到合适的角度，构造
分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域滤波器即可实现噪声的完全滤
除和信号的无失真恢复．该滤波器可以表示为

ｒ（ｔ）＝Ｆ－ｐ｛Ｆｐ［ｘ（ｔ）］Ｈ（ｕ）｝． （１）
式中ｒ（ｔ）为恢复信号，Ｈ（ｕ）为时频滤波器传递
函数．可将式（１）所示的时频滤波器等效于时频
面上的一条分类线，有用信号和噪声的分布区域

可以通过该分类线完全分离．时频滤波器的变换
阶次ｐ可以由所得分类线的斜率 ｋ确定，即 ｐ＝
－２ａｒｃｃｏｔｋ／π，而滤波器的截止频率ｕ０等于原点
到分类线的距离．

对于更加一般的信号分布，需要将时频平面

多次旋转才能逐步消除信号和噪声的耦合．此时
可将单阶时频滤波器扩展为连续变化阶次的时频

滤波器组，即

ｘ１（ｔ）＝Ｆ
－ｐ１｛Ｆｐ１［ｘ（ｔ）］Ｈ１（ｕ）｝，

ｘ２（ｔ）＝Ｆ
－ｐ２｛Ｆｐ２［ｘ１（ｔ）］Ｈ２（ｕ）｝，

…

ｒ（ｔ）＝Ｆ－ｐＮ｛ＦｐＮ［ｘＮ－１（ｔ）］ＨＮ（ｕ）｝










．

（２）

显然，分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域滤波器的设计重点是
有用信号和噪声区域间的时频分类线的确定方

法．通过图１可以看出，能够将两个区域完全分离
的直线不具备唯一性．因此，如何制定约束条件，
并根据信号和噪声的分布，寻找一条最优的分类

线将成为分类线确定方法的关键．

２　时频滤波器设计方法
２１　时频图像的获取及分割

为了在时频面上准确定位各信号和噪声分

量，需要对观测信号进行时频变换．本文通过计算
信号的 Ｇａｂｏｒ变换获取信号和噪声的时频分布，
即
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Ｇｓ（ｔ，ｆ）＝∫
∞

－∞
ｅ－
（τ－ｔ）２
２ ｅ－ｊ２πｆτｓ（τ）ｄτ．

由于ＧＴ是一种线性变换，不受交叉项干扰，
对于观测信号ｘ（ｔ）＝ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ），有

Ｇｘ（ｔ，ｆ）＝Ｇｓ（ｔ，ｆ）＋Ｇｎ（ｔ，ｆ）．
　　通过 Ｇａｂｏｒ变换，可以得到一幅观测信号的
时频图像，该图像由信号区域、噪声区域以及背景

区域三部分组成，且各像素点的像素值对应于该

时频点的 Ｇａｂｏｒ系数．这里假设各信号和噪声分
量的分布区域没有重叠．

为了实现不同区域的分离，特别是有用信号

和噪声区域的分离，本文采用区域生长图像分割

技术［１２］对 Ｇａｂｏｒ图像进行处理．该方法能够获得
良好的边界信息和分割结果，对于各信号分量的

强度和分布边缘差异较大的情况依然适用．最后，
对所得的各时频区域附加不同的区域标识，即可

实现各区域的分离．
２２　最优时频分类线的确定

ＳＶＭ是一种通用机器学习方法，在信号分类
和识别等领域有着广泛的应用．本文利用ＳＶＭ的
学习机制获取信号和噪声区域间的唯一分类线，

并根据分类线方程设置合理的时频滤波器参数．
考虑如下形式的点的集合：

Ｄ＝｛（ｘｉ，ｃｉ） ｘｉ∈Ｒ
２，ｃｉ∈｛１，－１｝｝．

其中：ｉ＝１，２，…，Ｎ．ｘｉ为二维位置向量，代表
Ｇａｂｏｒ变换生成的时频图像中的１个像素；ｃｉ为ｘｉ
的类别标识，取值区间为１或 －１，取１表示该向量
属于信号区域，取－１则表示信号属于噪声区域．将
集合Ｄ所包含的点作为ＳＶＭ分类器的训练集，优
化目标是寻找一条区分两个区域的最优分类线．此
分类线的设计准则是不但能将所有向量ｘｉ正确分
类，而且使得分类间隔最大．分类线定义如下：

ｇ（ｘ）＝ｗＴｘ＋ｗ０ ＝０． （３）
上式中，定义 ｗ为系数向量．为使对于训练集 Ｄ，
满足如下正确分类条件：

ｃｉ（ｗ
Ｔｘｉ＋ｗ０）－１≥０，　ｉ＝１，２，…，Ｎ．（４）

　　对式（３）进行归一化，可得归一化分类间隔
为Ｍｍａｒｇｉｎ ＝２／‖ｗ‖．

综合以上可定义 ＳＶＭ最优分类线为满足条
件（４）且使得分类间隔最大的分类线．有用信号
区域和噪声区域中距离分类线最近的向量称为支

持向量．上述问题可以通过二次规划理论寻求最
优解，本文采用文献［１３］提出的优化算法对分类
线参数进行求解．
２３　时频区域线性不可分情况

对于线性可分情况，可以直接根据ＳＶＭ分类

线方程确定时频滤波器各项参数，然后利用式

（１）即可进行噪声的滤除以及有用信号的恢复．
对于线性不可分情况，通过合理选取ＳＶＭ核

函数，可以得到一条曲线形式的最优分类线．该分
类线无法直接用于滤波器参数选择．在这种情况
下，为方便滤波器设计，本文提出在全局最小二乘

误差准则下，对非线性ＳＶＭ分类线进行分段线性
拟合，形成一组首尾相接的线段，进而根据各线段

的参数分别设计相应的多阶时频滤波器组．已知
非线性分类线上的Ｍ个数据点

ｙｍ ＝（ｔｍ，Ｉ（ｔｍ）），　ｍ＝１，２，…，Ｍ．
式中ｆ＝Ｉ（ｔ）为曲线分类线方程．对于数据组ｙｍ，
求解满足最小二乘误差准则

‖δ‖２ ＝∑
Ｍ

ｍ＝１
［Ｉ′（ｔｍ）－Ｉ（ｔｍ）］

２ ＝ｍｉｎ

的分段线性拟合折线方程 ｆ＝Ｉ′（ｔ）的方法即最
小二乘拟合．所生成的分段线性拟合折线方程表
示为

ｆ＝Ｉ′（ｔ）＝
ｆｎ＋１－ｆｎ
ｔｎ＋１－ｔｎ

（ｔ－ｔｎ）＋ｆｎ，

　ｔｎ≤ｔ≤ｔｎ＋１，　ｎ＝１，２，…，Ｎ．
　　点（ｔｎ，ｆｎ），（ｎ＝１，２，…，Ｎ＋１）为时频面内
分段线性拟合折线段的起点和拐点．Ｎ为分段数，
选择合适的Ｎ值，保证完全分离有用信号和噪声．
然后根据每段的拟合方程确定相应阶的时频滤波

器组的参数，进而利用式（２）逐次滤波即可实现
噪声的完全滤除．

实际应用中，采用并行时频滤波器组实现方

式更为高效．首先根据拟合的曲线分类线，将观测
信号在时域分成Ｎ段，每段信号对应于拟合折线
段中的一段，即

ｘ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｎ＝１
ｘｎ（ｔ），

ｘｎ（ｔ）＝
ｘ（ｔ）， ｔｎ≤ｔ＜ｔｎ＋１；

０， 其它
{ ．

　　根据拟合结果确定各子滤波器的参数，并对
对应的观测信号段进行滤波处理，将所有输出信

号叠加，作为最终的恢复信号，即

ｒ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｎ＝１
Ｆ－ｐｎ｛Ｆｐｎ［ｘｎ（ｔ）］Ｈｎ（ｕ）｝．

　　上述并行结构相比于式（２）所示的串行滤波
器组具有明显的优势．首先，每段观测信号仅进行
一次ＦｒＦＴ正逆变换，避免了多次 ＦｒＦＴ所引入离
散化误差．其次，各段信号的分段滤波过程可以设
计并行硬件单元结构实现，提高了计算速度．由此
可见并行时频滤波器组结构拥有精度和计算速度
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两方面优势．
２４　算法流程及细节

算法的流程如图２所示．
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图２　算法流程

　　在实际应用中，需要计算离散分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变
换．本文选用ＰｅｉＳｏｏＣｈａｎｇ等［１４］提出的采样型快速

算法．该算法满足ＦｒＦＴ的周期性、可逆性以及分数
阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域采样定理［１５］，并且可以较为准确的逼近

连续ＦｒＦＴ的结果．这种快速算法利用工程中常用的
ＦＦＴ来实现．算法的计算复杂度为Ｏ（ＮｌｇＮ）．

本文所提出的时频滤波器设计方法的前提假

设是：信号和噪声的时频分布有耦合但无交叠．因
而该方法对信号和噪声的先验性要求较低，在雷

达等应用领域，感兴趣信号多为非合作信号，干扰

信号形式复杂且随机性强，没有先验知识可以利

用，此时利用该方法可以获得良好的滤波效果．然
而对于信号畸变及信噪无法分离的情况，则需要

引入一定的现代滤波方法实现信号的有效恢复．
２５　减少算法复杂度的措施

工程应用中，需要对接收信号高速、实时地进

行滤波处理．在本文所提设计方法中的ＳＶＭ分类
算法占据了大部分的运算量．为了降低运算量，可
采用下述措施进行优化：

１）ＧａｂｏｒＷｉｇｎｅｒ变换．Ｇａｂｏｒ变换的分辨率
低，在时频图像上表现为信号和噪声区域占据的

面积增大．而有效像素点的增加必然导致ＳＶＭ训
练集的扩大．ＳＶＭ分类器的运算量又取决于训练
集数据的个数．因此时频图像的分辨率是影响算
法复杂度的重要因素．文献［１１］提出了 Ｇａｂｏｒ
Ｗｉｇｎｅｒ变换（ＧＷＴ）的定义如下：

Ｃｓ（ｔ，ｆ）＝ｈ［Ｇｓ（ｔ，ｆ），Ｗｓ（ｔ，ｆ）］．
式中：Ｇｓ（ｔ，ｆ）和 Ｗｓ（ｔ，ｆ）分别表示信号的 Ｇａｂｏｒ
变换和Ｗｉｇｎｅｒ分布；ｈ（ｘ，ｙ）表示任意二元函数．
合理的选取ｈ（ｘ，ｙ）的形式，可以使ＧＷＴ在避免
交叉项干扰的同时保持和 Ｗｉｇｎｅｒ分布具有相同
的高分辨率．综合以上特点，通过 ＧＷＴ获取信号
的时频图像表示，可以有效减小ＳＶＭ训练集的规
模，达到降低运算复杂度的目的．
２）图像边缘提取技术．根据ＳＶＭ的原理，只

有支持向量对训练结果产生影响，因此支持向量

可以唯一地确定分类线的方程．由于本文假设信
号和噪声在时频面上的分布均为连通闭合区域，

所以所需的支持向量必然位于两区域的边缘．由
此可以推出，采用图像边缘提取技术［１２］，由各区

域的边缘像素组成训练集，可以有效降低ＳＶＭ分
类器的训练复杂度．

３　仿真实验
３１　实验一

本实验为信号和噪声线性可分情况．假设信号
和噪声均为高斯调幅的线性调频信号，表达式为

ｓ（ｔ）＝ｅｘｐ（－ｔ２／４）ｅｘｐ［ｊπ（１０ｔ２＋４０ｔ）］，
ｎ（ｔ）＝ｅｘｐ（－ｔ２／４）ｅｘｐ［ｊπ（１０ｔ２＋６０ｔ）］．

　　信号的观测区间为 －２ｓ到 ２ｓ，采样率为
ｆｓ＝１００Ｈｚ．观测信号ｘ（ｔ）＝ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ）的Ｇａ
ｂｏｒ时频分布如图３所示．由图３可以看出，耦合
同时存在于信号和噪声的时域和频域．

!"

#"

$%

&%

'"

"

(& () " ) &

!*+

"
*
,
-

图３　观测信号的Ｇａｂｏｒ变换

　　如图４所示，对 Ｇａｂｏｒ变换后的图像进行区
域分割，利用不同区域内像素构成的训练集，训练

ＳＶＭ分类线．
　　图４中，ＳＶＭ训练得到的最优分类线方程为

ｌ：ｆ（ｘ）＝０７９９９ｘ＋５０００１．
　　然后利用分类线的参数确定时频滤波器的阶
数及传递函数对观测信号进行滤波，所得到恢复

信号的时域波形和恢复残差如图５所示．
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图４　线性ＳＶＭ分类线及支持向量
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图５　恢复信号及恢复残差

　　根据实验结果，时频滤波器的信噪比改善因
子由式（５）计算得 ＦＩＦ ＝２９０４９５ｄＢ，信号恢复
均方误差由式（６）计算得ＥＭＳＥ ＝０１２４４６％．

ＦＩＦ ＝
ＲＳＮｏｕｔ
ＲＳＮｉｎ

， （５）

ＥＭＳＥ ＝
∫｜ｒ（ｔ）－ｓ（ｔ）｜２ｄｔ
∫｜ｓ（ｔ）｜２ｄｔ

． （６）

　　在上述实验的基础上，构造４条典型非最优分
类线，用于考察ＳＶＭ分类线的最优特性对滤波器性
能的影响．如图６所示，４条分类线同样可以达到将
两个区域完全分离的效果，直线分类线方程分别为

ｌ１：ｆ（ｘ）＝０７９９９ｘ＋２０００１；

ｌ２：ｆ（ｘ）＝０７９９９ｘ＋８０００１；

ｌ３：ｆ（ｘ）＝０６７９９ｘ＋５０００１；

ｌ４：ｆ（ｘ）＝０９１９９ｘ＋５０００１
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图６　典型非最优分类线

　　分别对上述４条分类线构造对应的时频滤波
器，并用其对观测信号进行滤波处理，滤波性能统

计结果如表１所示．
表１　４条典型分类线对应的滤波结果

分类线 ＦＩＦ／ｄＢ ＥＭＳＥ／％

ｌ ２９０４９５ ０１２４４６
ｌ１ ２５６６２７ ０２７１４７
ｌ２ ２４２７５１ ０３７３６７
ｌ３ ２４９０６８ ０３２３０９
ｌ４ ２３３３０４ ０４６４４７

　　由上述结果可以看出，本文方法在信号和噪
声分布线性可分的情况下，可以实现噪声的有效

的滤除．同其它时频分类线的滤波效果对比可以
看出，ＳＶＭ分类线设计的时频滤波器具有最优的
性能．由于 ＳＶＭ以最大化分类间隔作为优化目
标，克服了观测信号的时域截断以及离散谱分析

的栅栏效应造成信号和噪声的能量向整个时频平

面泄露，在时频面上表现为可以最大程度地分离

信号和噪声，从而提高滤波器的性能．
３２　实验二

本实验为有用信号和噪声线性不可分情况．
考虑线性不可分情况，信号和噪声方程如下：

ｓ（ｔ）＝ｅｘｐ［ｊπ（００４ｔ３＋７ｔ）］，
ｎ（ｔ）＝ｅｘｐ［ｊπ（００２５ｔ２＋３ｔ）］．

　　信号观测时间段为 －１０ｓ到１０ｓ，采样率为
ｆｓ＝３０Ｈｚ．信号的 Ｇａｂｏｒ时频分布如图７所示．
信号和噪声区域间的非线性 ＳＶＭ最优分类线如
图８所示．
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图７　信号的Ｇａｂｏｒ变换

　　对图８中的 ＳＶＭ分类曲线进行全局最小二
乘分段线性拟合，拟合段数为Ｎ＝４（拟合的段数
等于滤波器的阶数），其拟合结果如图９所示．
　　图９中，折线段的拟合方程组为
　ｆ（ｘ）＝

　

－０９２２３ｘ＋６９４３０，ｘ＜－４９９５０；
－０２９８５ｘ＋４６０１８， －４９９５７≤ｘ＜００１９５；
０３０１７ｘ＋００９１６， ００１９５≤ｘ＜４９９５８；
０９２００ｘ－６８６２３，ｘ≥４９９５８

{
．
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　　利用ＳＶＭ折线段拟合的方程参数确定并行
时频滤波器组的参数，并对输入信号进行４阶滤

波，所得恢复信号的时域波形以及恢复残差如图

１０所示．

图８　非线性ＳＶＭ分类线及样本支持向量
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图９　ＳＶＭ分类曲线的４段线性拟合
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图１０　恢复信号及恢复残差

　　根据图１０所示实验结果，由式（５）～（６）分别计
算时频滤波器的信噪比改善因子和信号恢复均方误

差，其结果为：ＦＩＦ＝２８１８０８ｄＢ，ＥＭＳＥ＝０１５２０３％．
由上述结果可以看出，本文方法在信号和噪声

分布线性不可分的的情况下，仍可实现噪声的有效

滤除．由于非线性分类线的拟合的误差和多阶滤波
器组引入了额外的ＦｒＦＴ离散化误差的影响，同线
性可分情况相比，此时频滤波器的性能略有下降．

４　结　论
本文针对非平稳信号的波形恢复问题，提出

了一种基于ＦｒＦＴ的新型时频滤波器设计方法．该
方法属于经典滤波器在分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域上的扩
展，设计过程无需信号和噪声的先验知识，简单直

观且具有良好的信噪比改善性能，适合工程实现．
仿真结果显示，在信号和噪声耦合但不交叠的前

提下，该方法针对信号和噪声区域线性可分和线

性不可分两种情况都能实现噪声的滤除和信号的

无失真恢复．如何在该方法中融合现代滤波的相
关思想，解决信号畸变以及信噪交叠难分离的问

题，且进一步优化运算的复杂度，都是今后需要进

一步研究的课题．
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