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预应力曲杆的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ动力学模型

曹登庆，宋敉淘

（哈尔滨工业大学 航天学院，１５０００１哈尔滨）

摘　要：为了更方便地使用Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型对各种细长结构进行动力学建模，在该杆模型的框架下通过引入
描述固连在杆横截面随其一起运动的初始变形、初始横截面转动以及横截面间的初始接触力和力矩等变量，

建立了考虑预应力的细长曲杆的Ｃｏｓｓｅｒａｔ动力学模型．在得到的模型的框架下，基于相应的物理假设，从数
学演绎的角度推导了桥梁建设中广泛应用的具有初始垂度的拉索以及圆拱梁的动力学方程，结果与文献中

采用其他方法得到的相应的动力学方程一致．由于Ｃｏｓｓｅｒａｔ理论采用了精确的几何构形，这里导出的细长预
应力曲杆动力学模型不仅保留了所有的几何非线性特征，而且具有很好的普适性，通过它可以容易地导出实

际工程问题中细长结构的非线性动力学模型．
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　　１８世纪的Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ和Ｅｕｌｅｒ认为梁之所以能
抗弯是梁在运动过程中轴向伸缩的结果，且梁横

截面受到的弯矩正比于梁轴线的曲率．ＥｕｌｅｒＢｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ梁模型用梁轴线的挠度描述梁的运动，梁横
截面的转动用挠度对空间坐标的导数来描述．
Ｃｏｕｌｏｍｂ于１７７６年首次将力和力矩的平衡方程
用于对梁微元进行力学分析，建立了较ＥｕｌｅｒＢｅｒ

ｎｏｕｌｌｉ梁更为精确的动力学方程，并开始考虑梁承
受扭矩的情况［１］．Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ于１８５９年计算了杆单
元的应变，从能量的角度得到了杆的动力学方程，

并提出了基于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟［２－３］的 Ｋｉｒｃｈ
ｈｏｆｆ弹性杆模型．该模型忽略杆轴线的伸缩变形
和横截面的剪切变形，并将杆横截面视为刚体，以

描述杆轴线的３个线位移参数以及描述各横截面
的３个姿态参数为未知变量建立杆的动力学方
程．Ｒａｙｌｅｉｇｈ于１８７７年引入梁横截面惯性矩的影
响，考虑轴向和横向振动对梁进行建模，并指出在

高频振动时该修正是很必要的［１］．Ｔｉｍｏｓｈｅｎ



ｋｏ［４－５］引入梁横截面间剪切力的影响对梁进行建
模，并指出 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁和 Ｒａｙｌｅｉｇｈ梁为
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的两种特殊情况．更加精确的杆的
动力学模型的问世随着工程设计和分析的需要而

显得越来越必要和迫切．
近年来，基于 Ｃｏｓｓｅｒａｔ兄弟和其他人的早期

工作，形成了关于细长杆的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ介质理论．
Ａｎｔｍａｎ［６］在他的著作中运用该理论的基本思想
建立了柔性杆和薄壳的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ模型．Ｔｕｃｋｅｒ和
Ｗａｎｇ［７］和Ｃａｏ等［８－９］进一步完善了Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆理
论，并分别应用于对钻柱的非线性动力学研究和

ＭＥＭＳ中复杂结构三维非线性动力学模拟．Ｂｕｒｔｏｎ
和Ｔｕｃｋｅｒ［１０］回顾了Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型的发展以及它
近年来在各个领域中的应用．国内学者在Ｃｏｓｓｅｒａｔ
杆模型上也做了很多重要的工作．刘延柱等［１１－１２］

从更偏重于力学分析的角度得到了任意初始构形

圆截面Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆的动力学方程，在其框架下推
导了Ｒａｙｌｅｉｇｈ梁、Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ杆、以及Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁
的动力学方程，并对基于精确的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型
螺旋杆进行了稳定性分析．Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型在
Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ杆模型的基础上考虑了杆轴向的伸缩变
形以及横截面间剪切力引起的横截面的转动，由

于所作的假设更少，Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型较以往的杆模
型都更为精确．

鉴于Ａｎｔｍａｎ所建立的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型［６］几

何形式的直观性，本文的工作将在其框架下进行．
本质上Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型适用于对具有任何初始构
形和预应力的杆进行建模，但为了讨论的方便，以

往文献中给出 Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆动力学方程的同时，在
Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆的本构关系中实际上都只将杆的由预
应力引起的初始变形用１个抽象的符号表示，或
者直接只考虑无预应力直杆（ＮｏｎＰｒｅｓｔｒｅｓｓｅｄ
ＳｔｒａｉｇｈｔＲｏｄ，ＮＰＳＲ）的情况［７－９］，而且在 Ｃｏｓｓｅｒａｔ
杆的动力学方程中，他们并没有对初始量和动力

学意义上的量进行区分．如何在 Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆动力
学方程以及其本构关系中加入杆的初始构形和预

应力项以描述具有预应力的曲杆（Ｐｒｅｓｔｒｅｓｓｅｄ
ＣｕｒｖｅｄＲｏｄ，ＰＣＲ）的动力学行为是关键．本文的
目的便是依据文献中 ＮＰＳＲ的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ模型的基
本思想，用Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型对ＰＣＲ进行建模，并称
得到的模型为 ＰＣＲ的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ动力学模型．在该
模型的框架下，再根据具体的假定，便可以很明确

地从数学演绎的角度推导各种特殊情况下的一维

细长结构的动力学模型．本文中，矢量用小写斜体
黑体字母表示，如ｕ，ｖ和ｗ；张量用大写斜体黑体
字母表示，如Ｋ，Ｉ和 Ｊ；重复下标为哑指标，表示

采用爱因斯坦求和约定；运算符为两张量间的
张量积运算．

１　ＮＰＳＲ的Ｃｏｓｓｅｒａｔ模型
考虑一根细长杆，在初始时刻 ｔ０时各横截面

质心组成的曲线（质心线）上定义拉格朗日弧坐

标ｓ，ｓ∈［０，Ｌ０］，Ｌ０为杆的初始长度．如图１所示，
假设运动过程中ｔ时刻杆的质心线为ｒ（ｓ，ｔ），分别
以ｒ（ｓ，ｔ）上的各点为原点定义局部的右手笛卡尔
直角坐标系 ｓ∈ ［０，Ｌ０］｜→｛ｄ１（ｓ，ｔ），ｄ２（ｓ，ｔ），
ｄ３（ｓ，ｔ）｝，并将坐标系固定在相应位置处杆的横
截面上．将 ｄ１（ｓ，ｔ）垂直于相应位置处杆的横截
面，将ｄ２（ｓ，ｔ）和ｄ３（ｓ，ｔ）置于相应位置处杆横截
面内．忽略杆运动和变形过程中密度和横截面面
积的变化，于是 Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型的动力学方程可
以由牛顿第二定律得到：

ρ（ｓ）Ａ（ｓ）̈ｒ（ｓ，ｔ）＝ｎ′（ｓ，ｔ）＋ｆ（ｓ，ｔ），（１ａ）
ｔ（Ｉ（ｓ，ｔ）·ｗ（ｓ，ｔ））＝ｍ′（ｓ，ｔ）＋
ｒ′（ｓ，ｔ）×ｎ（ｓ，ｔ）＋ｌ（ｓ，ｔ）． （１ｂ）

式中：ρ（ｓ）为杆的密度；Ａ（ｓ）为杆的横截面面
积；ｎ（ｓ，ｔ）和ｍ（ｓ，ｔ）分别为杆横截面间接触力和
接触力矩；ｆ（ｓ，ｔ）和 ｌ（ｓ，ｔ）分别为外力密度和外
力矩密度（可以包括重力，阻尼力，电磁力，气动

力等）；Ｉ（ｓ，ｔ）为截面的惯性矩张量．
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图１　Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型

　　由于Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型考虑了剪切力引起的杆
横截面的转动，于是ｒ′（ｓ，ｔ）不再始终垂直于相应
位置处的横截面，令

ｒ′（ｓ，ｔ）＝ｖ（ｓ，ｔ）． （２）
　　将ｔ０时刻的ｄｉ（ｓ，ｔ）（ｉ＝１，２，３）记为ｄ

０
ｉ（ｓ），

即ｄ０ｉ（ｓ）＝ｄｉ（ｓ，ｔ０）．若杆为ＮＰＳＲ，即在ｔ０时刻横
截面与横截面间接触力和接触力矩为零的直杆，

则ｄ０１（ｓ）实际上并不依赖于变量ｓ，记为ｄ
０
１．同时，

沿着ｓ的方向将ｄ０２（ｓ）和ｄ
０
３（ｓ）保持不变，即ｄ

０
２（ｓ）

和ｄ０３（ｓ）也独立于变量ｓ，分别记为ｄ
０
２和ｄ

０
３．于是，

可以通过固连在横截面上的局部坐标系定义矢量

ｕ（ｓ，ｔ）和ｗ（ｓ，ｔ）以分别度量杆横截面的转动随ｓ
和ｔ的变化，

ｄ′ｋ（ｓ，ｔ）＝ｕ（ｓ，ｔ）×ｄｋ（ｓ，ｔ）， （３）
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ｄｋ（ｓ，ｔ）＝ｗ（ｓ，ｔ）×ｄｋ（ｓ，ｔ）． （４）
式（３）和（４）分别意味着（参见文献［６－９］）

ｕ（ｓ，ｔ）＝０５ｄｋ（ｓ，ｔ）×ｄ′ｋ（ｓ，ｔ）， （５）
ｗ（ｓ，ｔ）＝０５ｄｋ（ｓ，ｔ）×ｄｋ（ｓ，ｔ）． （６）

　　于是，Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆的本构关系可以表示为如下
形式：

ｎ（ｓ，ｔ）＝Ｋ（ｓ，ｔ）·（ｖ（ｓ，ｔ）－ｄ１（ｓ，ｔ）），（７ａ）
ｍ（ｓ，ｔ）＝Ｊ（ｓ，ｔ）·ｕ（ｓ，ｔ）． （７ｂ）

　　式（７）中的张量 Ｋ（ｓ，ｔ）和 Ｊ（ｓ，ｔ）以及式
（１ｂ）中的张量Ｉ（ｓ，ｔ）的分量形式分别为
Ｋ（ｓ，ｔ）＝Ｋｉｉ（ｓ）ｄｉｄｉ，

Ｊ（ｓ，ｔ）＝Ｊ１１（ｓ）ｄ１ｄ１＋∑
３

ｉ，ｊ＝２
Ｊｉｊ（ｓ）ｄｉｄｊ，

Ｉ（ｓ，ｔ）＝Ｉ１１（ｓ）ｄ１ｄ１＋∑
３

ｉ，ｊ＝２
Ｉｉｊ（ｓ）ｄｉｄｊ













．

其中：

Ｋ１１ ＝Ｅ（ｓ）Ａ（ｓ），　Ｋ２２ ＝Ｋ３３ ＝κ（ｓ）Ｇ（ｓ）Ａ（ｓ），

Ｊ１１＝∫Ａ（ｓ）Ｇ（ｓ）ξ２＋η２＋ξΨ（ξ，η）η
－ηΨ（ξ，η）( )ξ

ｄＡ，

Ｊ２２ ＝∫Ａ（ｓ）Ｅ（ｓ）ξ２ｄＡ，　Ｊ３３（ｓ）＝∫Ａ（ｓ）Ｅ（ｓ）η２ｄＡ，
Ｊ２３ ＝Ｊ３２ ＝－∫Ａ（ｓ）Ｅ（ｓ）ξηｄＡ，
Ｉ１１ ＝∫Ａ（ｓ）ρ（ｓ）（ξ２＋η２）ｄＡ，　Ｉ２２ ＝∫Ａ（ｓ）ρ（ｓ）ξ２ｄＡ，
Ｉ３３ ＝∫Ａ（ｓ）ρ（ｓ）η２ｄＡ，　Ｉ２３ ＝Ｉ３２ ＝－∫Ａ（ｓ）ρ（ｓ）ξηｄ



















Ａ．

（８）
式中：Ｅ（ｓ）为杆的弹性模量；Ｇ（ｓ）为杆的剪切模
量；ｄＡ＝ｄξｄη，η和ξ分别为坐标系基矢量ｄ２（ｓ，ｔ）
和ｄ３（ｓ，ｔ）对应坐标轴的坐标；Ψ（ξ，η）为横截面
的翘曲函数，由圣维南原理知其对于所有横截面

都相同［１３］；κ（ｓ）为 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ剪切系数，现有不
同的理论对其进行物理意义上的解释，Ｓｈａｍｅｓ和
Ｄｙｍ［１４］系统探讨过这个问题，但不论哪种解释，
κ（ｓ）的值都取决于横截面的形状．张量Ｉ（ｓ，ｔ）和
Ｊ（ｓ，ｔ）可以通过选择ｄ２（ｓ，ｔ）和ｄ３（ｓ，ｔ）的方向达
到对角化，以使得它们的形式变得更为简洁．

下面阐述式（７）中ＮＰＳＲ的Ｃｏｓｓｅｒａｔ模型本构
关系背后的力学依据．式（７ａ）中出现的ｄ１（ｓ，ｔ）表
示ｔ０时刻杆的质心线没有剪切变形，只有沿着杆
相应处横截面法向的变形．由于采用了杆初始构
形上的弧坐标，于是初始时刻质心线对弧坐标的

微分总是为ｄ０１．杆初始构形上任意一微元ｄｓ便可
以用ｄｓｄ０１作为其长度和方向的度量，它随着杆的
整体运动而运动，作为微元的初始状态始终垂直

于相应位置处的横截面，于是变为 ｄｓｄ１（ｓ，ｔ）．同

时，变形后的微元为ｖ（ｓ，ｔ）ｄｓ．于是微元的正应变
（沿ｄ１（ｓ，ｔ）的方向）以及剪切应变（分别沿着
ｄ２（ｓ，ｔ）和ｄ３（ｓ，ｔ）的方向）分别为
（ｖ（ｓ，ｔ）－ｄ１（ｓ，ｔ））ｄｓ
‖ｄｓｄ１（ｓ，ｔ）‖

＝ｖ（ｓ，ｔ）－ｄ１（ｓ，ｔ）

在ｄ１（ｓ，ｔ），ｄ２（ｓ，ｔ）和ｄ３（ｓ，ｔ）上的投影．至此，便
不难得到式（７ａ）．式（７ｂ）表示横截面间的接触力
矩由横截面间相对转角来度量，对其分析可类似

于对式（７ａ）所作的分析那样，通过定义随着杆整
体运动的杆横截面的初始转角而实现．由于在前
面定义的初始时刻局部坐标系间没有相对转角，

于是初始时刻横截面间无相对转角．由上面分析
可见，本构关系（７）的获得，关键在于定义随着杆
横截面一起运动的各种初始量，这给ＰＣＲ的本构
关系的建立及分析预应力对动力学方程的影响提

供了思路．

２　ＰＣＲ的Ｃｏｓｓｅｒａｔ模型
假如细长杆为ＰＣＲ，即杆的横截面与横截面间

接触力ｎ（ｓ，ｔ）和接触力矩ｍ（ｓ，ｔ）在ｔ＝ｔ０时不为
零（即ｎ０（ｓ）＝ｎ（ｓ，ｔ０）≠０，ｍ

０（ｓ）＝ｍ（ｓ，ｔ０）≠
０），则在静平衡位置处杆在预应力和初始外力ｆ０＝
ｆ（ｓ，ｔ０）和初始外力矩ｌ

０ ＝ｌ（ｓ，ｔ０）作用下保持平
衡，由牛顿第二定律得

ｎ０′＋ｆ０ ＝０， （９ａ）
ｍ０′＋ｒ０′×ｎ０＋ｌ０ ＝０． （９ｂ）

其中 ｒ０（ｓ）＝ｒ（ｓ，ｔ０）为静平衡位置时杆的质心
线．杆质心线上各质点的线位移分为静位移ｒ０（ｓ）
和动位移ｒｄ（ｓ，ｔ）两部分，即

ｒ（ｓ，ｔ）＝ｒｄ（ｓ，ｔ）＋ｒ０（ｓ）． （１０）
　　在运动过程中，杆的各微元一方面有着自身的
变形和运动，一方面又随着杆的整体运动而运动．
杆横截面间的初始接触力、初始接触力矩、初始相

对转角以及杆的初始变形固连在定义在相应位置

处横截面上的局部坐标系上，它们随着杆的整体运

动而运动．它们相对于局部坐标系不随时间变化，
然而相对于全局坐标系却是不断变化的，也即预应

力矢量和初始变形矢量是随时间变化的变量，于是

可以将杆质心线的初始变形以及杆横截面间的初

始相对转角、初始接触力、初始接触力矩分别记为

ｖ^（ｓ，ｔ）、^ｕ（ｓ，ｔ）、^ｎ（ｓ，ｔ）和 ｍ^（ｓ，ｔ）．于是
ｎ（ｓ，ｔ）＝ｎｄ（ｓ，ｔ）＋ｎ^（ｓ，ｔ）， （１１ａ）
ｍ（ｓ，ｔ）＝ｍｄ（ｓ，ｔ）＋ｍ^（ｓ，ｔ）． （１１ｂ）

式中：

　ｎｄ（ｓ，ｔ）＝Ｋ（ｓ，ｔ）·（ｖ（ｓ，ｔ）－ｖ^（ｓ，ｔ））， （１２ａ）
　ｍｄ（ｓ，ｔ）＝Ｊ（ｓ，ｔ）·（ｕ（ｓ，ｔ）－ｕ^（ｓ，ｔ））． （１２ｂ）
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式（１１）和（１２）中
ｎ^＝ｎ^ｉｄｉ＝ｎ

０
ｉ（ｓ）ξｉｊ（ｓ，ｔ）ｄ

０
ｊ，

ｍ^ ＝ｍ^ｉｄｉ＝ｍ
０
ｉ（ｓ）ξｉｊ（ｓ，ｔ）ｄ

０
ｊ，

ｖ^＝ｖ^ｉｄｉ＝ｖ
０
ｉ（ｓ）ξｉｊ（ｓ，ｔ）ｄ

０
ｊ，

ｕ^＝ｕ^ｉｄｉ＝ｕ
０
ｉ（ｓ）ξｉｊ（ｓ，ｔ）ｄ

０
ｊ










．

（１３）

式（１３）中ｖ０ｉ（ｓ）和ｕ
０
ｉ（ｓ）分别为

ｖ０（ｓ）＝ｖ（ｓ，ｔ０）， （１４）
ｕ０（ｓ）＝ｕ（ｓ，ｔ０） （１５）

在初始局部坐标系下的分量．ξｉｊ（ｓ，ｔ）＝ｄ
０
ｉ（ｓ）·

ｄｊ（ｓ，ｔ）．由第１节的内容知道ｕ
０
ｉ（ｓ）由ｄ

０
ｉ（ｓ）的定

义决定．为了保证类似于式（５）的定义有意义，应
将ｄ０ｉ（ｓ）取为ｓ个连续的单位矢量函数．曲杆无法
做到像直杆那样将ｄ０ｉ（ｓ）独立于ｓ．不考虑杆运动
过程中产生裂缝的情况，ｄ０１（ｓ）取为垂直于相应
位置处的横截面能保证ｄ０１（ｓ）连续．同时，取ｄ

０
２（ｓ）

和ｄ０３（ｓ）为任意的连续单位矢量函数都不会影响
到最后的结果．因为ｄ０ｉ（ｓ）的选取影响着ｕ

０
ｉ（ｓ）的

同时，也影响着ｄｉ（ｓ，ｔ），进而导致ｕ（ｓ，ｔ）－ｕ^（ｓ，ｔ）
的值不依赖于ｄ０ｉ（ｓ）的选取．将外力（外力矩）分
为初始力（初始力矩）和动态力（动态力矩）两部

分，即

ｆ（ｓ，ｔ）＝ｆｄ（ｓ，ｔ）＋ｆ０（ｓ），
ｌ（ｓ，ｔ）＝ｌｄ（ｓ，ｔ）＋ｌ０（ｓ）{ ．

（１６）

　　将式（１０）－（１６）代入式（１）中，并将得到的
两方程分别减去式（９）中的两个方程得到ＰＣＲ的
Ｃｏｓｓｅｒａｔ模型的动力学方程为

ρＡ̈ｒｄ ＝（ｎｄ＋ｎ^－ｎ０）′＋ｆｄ， （１７ａ）
ｔ（Ｉ·ｗ）＝（ｍ

ｄ＋ｍ^－ｍ０）′＋ｒ′×（ｎｄ＋
　ｎ^）－ｒ０′×ｎ０＋ｌｄ． （１７ｂ）

　　当ｎ０、ｍ０和ｒ０为零时，式（１７）退化为式（１）
的形式．

值得注意的是，拉索可以视为杆忽略弯扭刚

度以及横截面间剪切刚度的特殊情况，于是具有

初始垂度的拉索的动力学方程可以由方程（１７ａ）
来描述，而且此时张量Ｋ需要退化成如下形式：

Ｋ（ｓ，ｔ）＝Ｋ１１（ｓ，ｔ）ｄ１（ｓ，ｔ）ｄ１（ｓ，ｔ）．
　　另外需要注意的是，前面的推导是在假定曲
杆的横截面、初始质心线、横截面间初始接触力以

及初始接触力矩为已知的前提下进行的．实际在
一般情况下，对于曲杆，特别是具有预应力的曲

杆，如何选择杆横截面并不是一件容易的事情．同
时，求解杆的预应力也非易事．不过，这并非我们
所关心的主要问题．而且，对于很多特殊情况，确
定杆的上述初始量并不困难，作为例子我们将在

第３节中采用本节建立的ＰＣＲ的Ｃｏｓｓｅｒａｔ模型推
导具有初始垂度的空间拉索以及圆拱梁的动力学

方程的过程中可以看到．

３　两类特殊ＰＣＲ的动力学建模
３１　具有初始垂度的空间拉索动力学建模

如图２所示，在全局右手笛卡尔直角坐标系
｛ｏ；ｅ１，ｅ２，ｅ３｝下，具有初始垂度的拉索运动过程
中的形状为

　ｒ＝（ｘ０＋Ｗ１）ｅ１＋（ｙ
０＋Ｗ２）ｅ２＋（ｚ

０＋Ｗ３）ｅ３．（１８）
其中Ｗ１（ｓ，ｔ），Ｗ２（ｓ，ｔ）和Ｗ３（ｓ，ｔ）分别为拉索各
质点在ｅ１，ｅ２和ｅ３方向的线位移．
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图２　具有初始垂度的空间拉索的运动示意图

　　由于不考虑拉索横截面间剪切力的影响，于
是ｄ１（ｓ，ｔ）沿着拉索的切线方向，即
　ｄ１ ＝（ｄｓ）

－１［（１＋Ｗ′１）ｅ１＋（ｙ
０′＋Ｗ′２）ｅ２＋

（ｚ０′＋Ｗ′３）ｅ３］． （１９）
其中

ｄｓ ＝ （１＋Ｗ′１）
２＋（ｙ０′＋Ｗ′２）

２＋（ｚ０′＋Ｗ′３）槡
２．

　　将式（１８）代入式（２）得
ｖ＝（１＋Ｗ′１）ｅ１＋（ｙ

０′＋Ｗ′２）ｅ２＋（ｚ
０′＋Ｗ′３）ｅ３．

（２０）
　　全局坐标系下张量Ｋ写成矩阵形式为
珔Ｋ１１ ＝（Ｋ１１／ｄｓ

２）（１＋Ｗ′１）
２，

珔Ｋ２２ ＝（Ｋ１１／ｄｓ
２）（ｙ０′＋Ｗ′２）

２，

珔Ｋ３３ ＝（Ｋ１１／ｄｓ
２）（ｚ０′＋Ｗ′３）

２，

珔Ｋ１２ ＝珔Ｋ２１ ＝（Ｋ１１／ｄｓ
２）（１＋Ｗ′１）（ｙ

０′＋Ｗ′２），
珔Ｋ１３ ＝珔Ｋ３１ ＝（Ｋ１１／ｄｓ

２）（１＋Ｗ′１）（ｚ
０′＋Ｗ′３），

珔Ｋ２３ ＝珔Ｋ３２ ＝（Ｋ１１／ｄｓ
２）（ｙ０′＋Ｗ′２）（ｚ

０′＋Ｗ′３）















．

（２１）
将式（１９）－（２１）代入式（１２ａ），并根据式（１３）得

ｎｄ ＝Ｋ１１（ｄｓ －１）／ｄｓ［（１＋Ｗ′１）ｅ１＋
　　　　（ｙ０′＋Ｗ′２）ｅ２＋（ｚ

０′＋Ｗ′３）ｅ３］． （２２）
另一方面拉索的动应变ｅ（ｓ，ｔ）为
ｅ（ｓ，ｔ）＝（ｄｓ －１）／ｄｓ ≈Ｗ′１＋ｙ

０′Ｗ′２＋
ｚ０′Ｗ′３＋０．５Ｗ′

２
２＋０．５Ｗ′

２
３． （２３）

于是由式（２２）和（２３）得
ｎｄ ＝（ＥＡｅ／ｄｓ）［（１＋Ｗ′１）ｅ１＋（ｙ

０′＋
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Ｗ′２）ｅ２＋（ｚ
０′＋Ｗ′３）ｅ３］． （２４）

若拉索初始张力为Ｈ，则
ｎ０ ＝Ｈｄ０１， （２５）
ｎ^＝Ｈｄ１． （２６）

式（２５）中

ｄ０１ ＝
１
ｄｓ（ｅ１＋ｙ

０′ｅ２＋ｚ
０′ｅ３）． （２７）

　　 上式中 ｄｓ＝ １＋（ｙ０′）２＋（ｚ０′）槡
２．由式

（２４）－（２７）得

　ｎｄ＋^ｎ－ｎ０＝ ＥＡｅ（１＋Ｗ′１）
ｄｓ

＋
（１＋Ｗ′１）Ｈ
ｄｓ

－Ｈｄ[ ]ｓｅ１＋
　　 ＥＡｅ（ｙ０′＋Ｗ′２）

ｄｓ
＋
（ｙ０′＋Ｗ′２）Ｈ
ｄｓ

－ｙ
０′Ｈ
ｄ[ ]ｓ ｅ２＋

　　 ＥＡｅ（ｚ０′＋Ｗ′３）
ｄｓ

＋
（ｚ０′＋Ｗ′３）Ｈ
ｄｓ

－ｚ
０′Ｈ
ｄ[ ]ｓｅ３．（２８）

　　将式（２８）进行泰勒级数展开，忽略高于一阶
的小量并整理得

　ｎｄ ＋^ｎ－ｎ０＝ＥＡｅｅ１＋［ＥＡｅ（ｙ
０′＋Ｗ′２）＋ＨＷ′２］ｅ２＋

　　　　［ＥＡｅ（ｚ０′＋Ｗ′３）＋ＨＷ′３］ｅ３． （２９）
将阻尼从外力中分离出来，即

ｆｄ（ｓ，ｔ）＝－ｃｒｄ（ｓ，ｔ）＋珋ｆｄ（ｓ，ｔ）． （３０）
其中ｃ为阻尼系数．将式（１８），（２９）和（３０）代入
式（１７ａ）中得到拉索动力学方程为
（ＥＡｅ）′＋珋ｆ１

ｄ ＝ρＡＷ¨１＋ｃＷ
·

１，

［ＥＡｅ（ｙ０′＋Ｗ′２）＋ＨＷ′２］
′＋珋ｆ２

ｄ＝ρＡ·Ｗ¨２＋ｃＷ
·

２，

［ＥＡｅ（ｚ０′＋Ｗ′３）＋ＨＷ′３］
′＋珋ｆ３

ｄ ＝ρＡ¨３Ｗ
¨
３＋ｃＷ

·

３

{
．

（３１）

其中珋ｆｄ１，珋ｆ
ｄ
２和珋ｆ３

ｄ
分别为拉索在方向ｅ１，ｅ２和ｅ３所受

到的时变分布力．假如拉索在平面内运动，取式
（３１）的平面形式，可以发现其和文献［１５］中用
广义Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理得到的结果一致．
３２　圆拱梁的动力学建模

如图３所示，初始时刻圆拱梁圆心为 ｏ．如果
不考虑圆拱梁的预应力，则可以通过如下方式选

取圆拱梁的横截面：通过ｏ点，取垂直于圆拱梁所
在平面的平面，并让它与圆拱梁相截，则截出的圆

拱梁的截面即可选为圆拱梁的横截面．
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图３　圆拱梁的初始构形及坐标系的定义

　　在圆拱梁初始构形上对质心线每个质点ｓ建
立右手笛卡尔直角坐标系 ｛ｏ；ｅθ（ｓ），ｅｒ（ｓ），

ｅｚ（ｓ）｝，其中ｅθ（ｓ）沿着质心线在ｓ处的切线方向
并且指向ｓ增加的方向，ｅｒ（ｓ）从ｏ指向ｓ，ｅｚ（ｓ）＝
ｅθ（ｓ）×ｅｒ（ｓ）．可见，ｅｚ（ｓ）实际上不随 ｓ而变化．
圆拱梁初始时刻质心线为

ｒ０（ｓ）＝Ｒｅｒ（ｓ），　ｓ∈［０，Ｌ
０］． （３２）

　　圆拱梁在运动过程中质心线的形状为
ｒ（ｓ，ｔ）＝Ｗθ（ｓ，ｔ）ｅθ＋（Ｒ＋Ｗｒ（ｓ，ｔ））ｅｒ．

（３３）
其中Ｗθ（ｓ，ｔ）和 Ｗｒ（ｓ，ｔ）分别为 ｔ时刻质点 ｓ在
ｅθ（ｓ）和ｅｒ（ｓ）方向的线位移．取

ｄ０１（ｓ）

ｄ０２（ｓ）

ｄ０３（ｓ









）

＝
１ ０ ０
０ １ ０







０ ０ １

ｅθ
ｅｒ
ｅ










ｚ

． （３４）

　　记圆拱梁横截面相较于初始构形转过的角
度为ψ（ｓ，ｔ），并以逆时针转动为正，于是

ｄ１
ｄ２
ｄ










３

＝
　ｃｏｓψ ｓｉｎψ ０
－ｓｉｎψ ｃｏｓψ ０







０ ０ １

ｅθ
ｅｒ
ｅ










ｚ

． （３５）

　　将式（３２）和（３３）分别代入式（２），将式（３４）
代入式（６），将式（３５）分别代入式（５）和（６），并
根据式（１３）－（１５）得
ｖ＝（１＋Ｗ′θ＋Ｗｒ／Ｒ）ｅθ＋（Ｗ′ｒ－Ｗθ／Ｒ）ｅｒ，

ｖ^０ ＝ｃｏｓψｅθ＋ｓｉｎψｅｒ，

ｗ＝ψｅｚ，　ｕ＝（－Ｒ
－１＋ψ′）ｅｚ，

ｕ^０ ＝－ｅｚ










／Ｒ．

（３６）

由于不考虑圆拱梁的预应力，即

ｎ^＝ｎ０ ＝ｍ^ ＝ｍ０ ＝０． （３７）
　　 二维情况下，张量 Ｋ在坐标系｛ｏ；ｅθ（ｓ），
ｅｒ（ｓ），ｅｚ（ｓ）｝中的分量形式为

珔Ｋ１１ ＝Ｋ１１ｃｏｓ
２ψ＋Ｋ２２ｓｉｎ

２ψ，
珔Ｋ１２ ＝珔Ｋ２１ ＝（Ｋ１１－Ｋ２２）ｓｉｎψｃｏｓψ，
珔Ｋ２２ ＝Ｋ１１ｓｉｎ

２ψ＋Ｋ２２ｃｏｓ
２ψ，

珔Ｋ１３ ＝珔Ｋ２３ ＝珔Ｋ３１ ＝珔Ｋ３２ ＝珔Ｋ３３ ＝０










．

（３８）

　　张量Ｊ和Ｉ在坐标系｛ｏ；ｅθ（ｓ），ｅｒ（ｓ），ｅｚ（ｓ）｝
中的分量形式分别为

珋Ｊ３３ ＝Ｊ３３，　珋Ｉ３３ ＝Ｉ３３． （３９）
　　同样地将阻尼从外力中分离出来，并将式
（３３），（３６）－（３９）代入式（１７）中得到圆拱梁的
动力学方程为

　

ρＡＷ
¨

θ＝－ｃＷ
·

θ＋ｎ
Ｄ
θ
′＋ｎＤｒ／Ｒ＋珋ｆθ，

ρＡＷ
¨

ｒ＝－ｃＷ
·

ｒ＋ｎ
Ｄ
ｒ
′－ｎＤθ／Ｒ＋珋ｆｒ，

Ｉ３３ψ
¨
＝（Ｊ３３ψ′）

′＋ｎＤｒ＋ｎ
Ｄ
ｒＷ′θ－ｎ

Ｄ
θＷ′ｒ＋

　　　（ｎＤθＷθ＋ｎ
Ｄ
ｒＷｒ）／Ｒ＋ｌｚ













．

（４０）
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其中珋ｆθ和珋ｆｒ分别为圆拱梁在ｅθ和ｅｒ方向上所受到
的分布力，ｌｚ为圆拱梁在 ｅｚ方向上所受到的分布
弯矩，并且

ｎＤθ ＝［珔Ｋ１１（１＋Ｗ′θ＋Ｗｒ／Ｒ－ｃｏｓψ）＋

　　　珔Ｋ１２（Ｗ′ｒ－Ｗθ／Ｒ－ｓｉｎψ）］，

ｎＤｒ ＝［珔Ｋ２１（１＋Ｗ′θ＋Ｗｒ／Ｒ－ｃｏｓψ）＋

　　　珔Ｋ２２（Ｗ′ｒ－Ｗθ／Ｒ－ｓｉｎψ）］










．

（４１）

　　若圆拱梁为小变形，则可以用式（４０）的线性
化形式来描述圆拱梁的运动，此时式（４１）退化为

ｎＤθ ＝Ｋ１１（Ｗ′θ＋Ｗｒ／Ｒ），

ｎＤｒ ＝Ｋ２２（Ｗ′ｒ－Ｗθ／Ｒ－ψ）
{ ．

（４２）

　　将式（４２）和（８）代入式（４０），并忽略非线性
项得

　

ρＡＷ
¨

θ＝－ｃＷ
·

θ＋［ＥＡ（Ｗ′θ＋Ｗｒ／Ｒ）］
′＋

　　　（κＧＡ／Ｒ）（Ｗ′ｒ－Ｗθ／Ｒ－ψ）＋珋ｆθ，

ρＡＷ
¨

ｒ＝－ｃＷ
·

ｒ＋［κＧＡ（Ｗ′ｒ－Ｗθ／Ｒ－ψ）］
′－

　　　（ＥＡ／Ｒ）（Ｗ′θ＋Ｗｒ／Ｒ）＋珋ｆｒ，

ρＩψ
¨
＝（ＥＩψ′）′＋κＧＡ（Ｗ′ｒ－Ｗθ／Ｒ－ψ）＋ｌｚ















．

（４３）
若忽略阻尼和外力，式（４３）和文献［１６］中用

广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理得到的圆拱梁的线性动力学
方程一致．

４　结　论
１）建立了初始局部坐标系下杆各初始量（质

心线的初始变形，横截面的初始转角，横截面间的

初始接触力和接触力矩）与运动过程中它们反映

在ＰＣＲ的Ｃｏｓｓｅｒａｔ动力学方程和本构关系式中的
相应的初始变量的具体关系．
２）将初始变量耦合进 Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆动力学模

型及其本构关系中建立了ＰＣＲ的Ｃｏｓｓｅｒａｔ动力学
模型及其本构关系．
３）作为特例，桥梁中广泛使用的具有初始垂

度的空间拉索以及圆拱梁的动力学方程在 ＰＣＲ
的Ｃｏｓｓｅｒａｔ动力学模型的框架下作了推导．其过
程体现了Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型包容性强以及数学推导
的透明性和一贯性，简化了繁杂的物理和力学层

面上的分析过程．ＰＣＲ的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ动力学模型的
建立使得各种特殊的一维细长结构的动力学建模

变成了一个很纯粹的数学推导过程，极大地方便

了使用Ｃｏｓｓｅｒａｔ杆模型对各种特殊的一维细长结
构的建模．
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