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空间飞行器大角度姿态机动混合 Ｈ２／Ｈ∞控制

马清亮，郑建飞，蔡宗平，孔祥玉

（第二炮兵工程大学 控制工程系，７１００２５西安）

摘　要：提出一种基于平方和优化的空间飞行器大角度姿态机动混合Ｈ２／Ｈ∞ 控制方法．为适应飞行器大角
度姿态机动的要求，采用修正的Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数描述卫星的姿态运动，并将飞行器姿态运动学和动力学方程
转化为线性参数可变（ＬＰＶ）系统；为降低设计的保守性，通过引入附加松弛变量，提出一种系统矩阵与 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ矩阵分离的混合Ｈ２／Ｈ∞ 性能准则；基于该性能准则，运用Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法和平方和优化技术，推导出飞
行器大角度姿态机动混合Ｈ２／Ｈ∞状态反馈控制器存在的充分条件，并将混合Ｈ２／Ｈ∞控制器设计问题转化为
具有平方和约束的参数优化问题．
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　　姿态机动对于空间飞行器完成精确定向、跟
踪等期望的飞行任务至关重要［１］．对于飞行器大
角度机动的姿态控制问题，目前已提出了变结构

控制、解耦控制以及模糊控制等多种方法．文献
［２］应用滑模控制方法解决飞行器姿态控制的不
确定性．文献［３－４］运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法和平方
和优化技术，设计了用于飞行器大角度姿态机动

的非线性镇定控制器．在考虑外部干扰的情况下，

文献［５］进一步研究了飞行器大角度姿态机动的
非线性Ｈ∞ 控制问题．

另一方面，混合Ｈ２／Ｈ∞ 控制是目前控制理论
研究的一个热点，它综合了Ｈ２控制和Ｈ∞ 控制的
优点，能够使系统同时具有较强的鲁棒性能和良

好的调节性能［６］．据作者所知，对于空间飞行器

大角度姿态机动混合Ｈ２／Ｈ∞ 控制问题，相关的研
究成果目前尚未见报道．

本文在文献［３－５］的基础上，进一步研究空
间飞行器大角度姿态机动的混合 Ｈ２／Ｈ∞ 控制问
题．为适应飞行器大角度姿态机动要求，采用修正
的Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数（ＭＲＰ）描述卫星的姿态运动，



并将非线性飞行器姿态运动学和动力学方程转化

为线性参数可变（ＬＰＶ）系统．为降低设计的保守
性，通过引入附加松弛变量，提出一种系统矩阵与

Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵分离的混合Ｈ２／Ｈ∞ 性能准则；基于
该性能准则，运用平方和优化技术和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方
法，推导出飞行器大角度姿态机动混合Ｈ２／Ｈ∞ 状
态反馈控制器存在的充分条件，并将混合 Ｈ２／Ｈ∞
控制器设计问题转化为具有平方和（ＳＯＳ）约束的
参数优化问题．

１　问题描述
采用修正 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数描述飞行器的姿态

运动，具有结构简单、计算量小等优点［３，７］．
修正的 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数可由四元数得到．设

ｑｉ（ｉ＝１，…，４）为四元数参数，σｉ（ｉ＝１，２，３）表
示修正的Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数，ｅ为刚体飞行器转动轴
的单位矢量，ｅｉ为ｅ的方向余弦，θ为刚体飞行器
绕转动轴转动的角度，则有

σｉ＝
ｑｉ

１＋ｑ０
＝
ｅｉｓｉｎ

θ
２

１＋ｃｏｓθ２

＝ｅｉｔａｎ
θ
４，

ｉ＝１，２，３．
　　采用修正的 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数描述刚体飞行器
的姿态运动学方程为

σ＝Ω（σ）ω． （１）

式中：

Ω（σ）＝１４·

１＋σ２１－σ
２
２－σ

２
３ ２（σ１σ２－σ３） ２（σ１σ３＋σ２）

２（σ１σ２＋σ３） １－σ２１＋σ
２
２－σ

２
３ ２（σ２σ３－σ１）

２（σ１σ３－σ２） ２（σ２σ３＋σ１） １－σ２１－σ
２
２＋σ









２３

；

ω＝［ωｘ ωｙ ωｚ］Ｔ为刚体飞行器绕转动轴转动
的角速度．
　　考虑刚体飞行器的动力学方程：

Ｉｘωｘ ＝（Ｉｙ－Ｉｚ）ωｙωｚ＋Ｔｘ＋ｄｘ；

Ｉｙωｙ ＝（Ｉｚ－Ｉｘ）ωｚωｘ＋Ｔｙ＋ｄｙ；

Ｉｚωｚ＝（Ｉｘ－Ｉｙ）ωｘωｙ＋Ｔｚ＋ｄｚ
{

．

（２）

式中：Ｉｉ（ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ）表示绕星体坐标系第 ｉ个主
轴的转动惯量；Ｔｉ、ｄｉ分别表示绕第 ｉ个主轴的控
制力矩和干扰力矩．

联立刚体飞行器姿态运动学方程（１）和动力
学方程（２），可得
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式中：

ｆ１ ＝［（Ｉｙ－Ｉｚ）／Ｉｘ］ωｙωｚ；
ｆ２ ＝［（Ｉｚ－Ｉｘ）／Ｉｙ］ωｚωｘ；
ｆ３ ＝［（Ｉｘ－Ｉｙ）／Ｉｚ］ωｘωｙ；
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为完成规定的大角度姿态机动任务，将修正

的Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数作为系统的被调输出，即

ｚ＝
σ１
σ２
σ










３

． （４）

　　定义含有角速度和修正Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数的状
态向量ｘ（ｔ）＝［ωｘ ωｙ ωｚ σ１ σ２ σ３］Ｔ，控

制向量 ｕ（ｔ）＝［Ｔｘ Ｔｙ Ｔｚ］Ｔ以及干扰向量

ｗ（ｔ）＝［ｄｘ ｄｙ ｄｚ］Ｔ，则式（３）和（４）可改写为
线性参数可变（ＬＰＶ）系统的形式，具体如下：
ｘ（ｔ）＝Ａ（ｘ（ｔ））ｘ（ｔ）＋Ｂｕｕ（ｔ）＋Ｂｗｗ（ｔ）；

ｚ（ｔ）＝Ｃ（ｘ（ｔ））ｘ（ｔ）{ ．
（５）

·６０１· 哈　尔　滨　工　业　大　学　学　报　　　　　　　　　　　　　第４４卷　



式中：

　Ａ（ｘ（ｔ））＝
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ａ５１ ａ５２ ａ５３ ０ ０ ０

ａ６１ ａ６２ ａ６３



















０ ０ ０

；

　ａ１２＝［（Ｉｙ－Ｉｚ）／Ｉｘ］ωｚ，ａ２３＝［（Ｉｚ－Ｉｘ）／Ｉｙ］ωｘ；

　ａ３１＝［（Ｉｘ－Ｉｙ）／Ｉｚ］ωｙ，ａ４１＝
１
４［１＋σ

２
１－σ

２
２－σ

２
３］；

　ａ４２＝
１
４［２（σ１σ２－σ３）］，ａ４３＝

１
４［２（σ１σ３＋σ２）］；

　ａ５１＝
１
４［２（σ１σ２＋σ３）］，ａ５２＝

１
４［１－σ

２
１＋σ

２
２－σ

２
３］；

　ａ５３＝
１
４［２（σ２σ３－σ１）］，ａ６１＝

１
４［２（σ１σ３－σ２）］；

　ａ６２＝
１
４［２（σ２σ３＋σ１）］，ａ６３＝

１
４［１－σ

２
１－σ

２
２＋σ

２
３］；

Ｂｕ ＝Ｂｗ ＝

１／Ｉｘ ０ ０
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０ ０ ０ ０ ０ １
．

定义与系统状态ｘ（ｔ）和控制输入ｕ（ｔ）相关
的Ｈ２性能指标

Ｊ２ ＝∫
∞

０
［ｘＴ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）＋ｕ（ｔ）ＴＲｕ（ｔ）］ｄｔ．

（６）
式中：Ｑ和Ｒ是给定的对称正定矩阵．

在状态反馈控制器

ｕ（ｔ）＝Ｋ（ｘ（ｔ））ｘ（ｔ）． （７）
的作用下，相应的闭环系统为

ｘ（ｔ）＝珚Ａ（ｘ（ｔ））ｘ（ｔ）＋Ｂｗｗ（ｔ）；

ｚ（ｔ）＝Ｃ（ｘ（ｔ））ｘ（ｔ）{ ．
（８）

式中：珚Ａ（ｘ（ｔ））＝Ａ（ｘ（ｔ））＋ＢｕＫ（ｘ（ｔ））．
本文研究的问题是：对于由式（５）描述的

ＬＰＶ系统，要求设计状态反馈控制器（７），使得相
应的闭环系统（８）是稳定的，同时满足如下性能
指标：

１）Ｈ∞ 性能：对于给定的标量γ＞０，从ｗ（ｔ）
到ｚ（ｔ）的闭环传递函数 Ｔｚｗ（ｓ），其 Ｈ∞ 范数小于

γ；
２）Ｈ２性能：由式（６）定义的系统Ｈ２性能指标

达到最小．
对于系统（８），若ｗ（ｔ）＝０，则称其为无外扰

系统．简便起见，以下分别用 ｘ、ｗ表示 ｘ（ｔ）和
ｗ（ｔ），用珚Ａ（ｘ）、Ｃ（ｘ）表示珚Ａ（ｘ（ｔ））和Ｃ（ｘ（ｔ））．

２　混合Ｈ２／Ｈ∞ 性能分析

本节首先介绍多项式平方和分解技术，然后

分别推导出ＬＰＶ系统的Ｈ２和Ｈ∞ 性能准则，在此
基础上，提出一种系统矩阵与Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵分离
的混合Ｈ２／Ｈ∞ 性能准则．
２１　平方和分解

定义１　对于ｎ元实系数多项式ｆ（ｘ１，ｘ２，…，
ｘｎ），若存在一组多项式ｇ１（ｘ），ｇ２（ｘ），…，ｇｍ（ｘ），
使得

ｆ（ｘ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｇ２ｉ（ｘ）．

则称ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为平方和（ＳＯＳ）多项式．
平方和分解为多元多项式的非负性判定提供

了一个充分条件．记 ΣＳＯＳ表示所有平方和多项式
的集合．根据定义１可知，若ｆ（ｘ）∈ΣＳＯＳ，则对于
任意ｘ∈Ｒｎ，均有ｆ（ｘ）≥０成立．

下述命题给出了一个更为简便的判定多元多

项式是否为ＳＯＳ多项式的方法［８］．
命题１　设ｆ（ｘ）是一个次数不高于２ｄ的 ｎ

元多项式，Ｚ（ｘ）是由次数不高于ｄ的单项式组成
的列向量，则ｆ（ｘ）为ＳＯＳ多项式的充要条件是存
在一个正定矩阵Ｑ，使得

ｆ（ｘ）＝ＺＴ（ｘ）ＱＺ（ｘ）．
　　在多项式平方和分解的基础上，下述引理给
出了一个判定多项式矩阵是否为正定（半正定）

矩阵的方法［９］．
引理１　设矩阵Ｆ（ｘ）是次数为２ｄ的对称多

项式矩阵，Ｚ（ｘ）是由次数不高于ｄ的单项式组成
的列向量，考虑如下３个条件：
１）对于所有的ｘ∈Ｒｎ，均有Ｆ（ｘ）≥０；
２）ｖＴＦ（ｘ）ｖ是ＳＯＳ多项式，其中ｖ∈ＲＮ是与

不相关的向量；

３）存在一个正定矩阵Ｑ，使得ｖＴＦ（ｘ）ｖ＝（ｖ
Ｚ（ｘ））ＴＱ（ｖＺ（ｘ））；
则有：（１）（２）ａｎｄ（２）（３）．
２２　Ｈ２性能准则

记Ａｉ（ｘ）表示多项式矩阵Ａ（ｘ）的第ｉ行．
以下定理以矩阵不等式的形式，给出了判定

ＬＰＶ系统Ｈ２性能指标的方法．
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定理 １　 如果存在对称正定多项式矩阵
Ｘ２（ｘ），使得如下矩阵不等式成立

Γ１  

Ｘ２（ｘ） －Ｑ－１ 

Ｋ（ｘ）Ｘ２（ｘ） ０ －Ｒ－









１
＜０． （９）

式 中：Γ１ ＝ 珚Ａ（ｘ）Ｘ２（ｘ） ＋ Ｘ２（ｘ）珚Ａ
Ｔ（ｘ） －

∑
ｎ

ｊ＝１

Ｘ２（ｘ）
ｘｊ

珚Ａｊ（ｘ）ｘ，则无外扰闭环系统（８）是稳

定的，且系统的 Ｈ２性能指标满足 Ｊ２ ＜ｘ
Ｔ（０）Ｘ－１２

（ｘ（０））ｘ（０）．
为了推导出与定理１等价的扩展 Ｈ２性能准

则，首先给出如下引理［１０］．
引理 ２　 给定矩阵 Ｈ ＝ＨＴ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｕ∈

Ｒｎ×ｍ，Ｖ∈Ｒｋ×ｎ，ｍ，ｋ＜ｎ，则存在矩阵Ｙ∈Ｒｍ×ｋ，
使得

Ｈ＋ＵＹＶ＋（ＵＹＶ）Ｔ ＜０， （１０）
当且仅当

Ｕ⊥ ＨＵ⊥Ｔ ＜０，Ｖ⊥ＴＨＶ⊥ ＜０． （１１）
　　结合定理１和引理２，可推导出一个系统矩
阵与Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵分离的扩展Ｈ２性能准则．

定理 ２　 如果存在对称正定多项式矩阵
Ｘ２（ｘ），多项式矩阵Ｆ２（ｘ）和Ｇ２（ｘ），使得

Γ２   

Γ３ －Ｇ２（ｘ）－Ｇ
Ｔ
２（ｘ）  

Ｆ２（ｘ） Ｇ２（ｘ） －Ｑ－１ 

Ｋ（ｘ）Ｆ２（ｘ） Ｋ（ｘ）Ｇ２（ｘ） ０ －Ｒ－













１

＜０．

（１２）
式中：

Γ２ ＝ 珚Ａ（ｘ）Ｆ２（ｘ） ＋ ＦＴ２ （ｘ）珚Ａ
Ｔ（ｘ） － ∑

ｎ

ｊ＝１

Ｘ２（ｘ）
ｘｊ

珚Ａｊ（ｘ）ｘ；

Γ３＝Ｘ２（ｘ）－Ｆ２（ｘ）＋Ｇ
Ｔ
２（ｘ）珚Ａ

Ｔ（ｘ）；则无外扰闭
环系统（８）是稳定的，且系统的Ｈ２性能指标满足
Ｊ２ ＜ｘ

Ｔ（０）Ｘ－１２（ｘ（０））ｘ（０）．
证明　只需证明式（１２）与式（９）等价即可．

为此，将式（１２）表示为式（１０）的形式，式中：

Ｈ＝

－∑
ｎ

ｊ－１

Ｘ２（ｘ）
ｘｊ
珔Ａｊ（ｘ）ｘ Ｘ２（ｘ） ０ ０

Ｘ２（ｘ） ０ ０ ０

０ ０ －Ｑ－１ ０
０ ０ ０ －Ｒ－















１

，

Ｕ＝ 珔ＡＴ（ｘ） －Ｉ Ｉ ＫＴ（ｘ[ ]）
Ｔ，

Ｙ＝ Ｆ２（ｘ） Ｇ２（ｘ[ ]），Ｖ＝
Ｉ ０ ０ ０
０ Ｉ[ ]０ ０

．

选取ＮＵ ＝
Ｉ 珔Ａ（ｘ） ０ ０
０ Ｋ（ｘ） ０ Ｉ
０ Ｉ Ｉ







０
，ＮＴＶ＝

０ ０ Ｉ ０
０ ０ ０[ ]Ｉ．

则根据引理２可知，式（１２）与式（９）等价．定理得证．
根据定理２可知，判定 ＬＰＶ系统的 Ｈ２性能

指标需要求解一个无限维线性矩阵不等式（ＬＭＩ）
问题．为便于求解，下述定理以 ＳＯＳ的形式，给出
了一个判定ＬＰＶ系统Ｈ２性能指标的方法．

定理３　如果存在对称多项式矩阵 Ｘ２（ｘ），
多项式矩阵Ｆ２（ｘ）和Ｇ２（ｘ），满足如下条件

　　　ｖＴ１（Ｘ２（ｘ）－ε１（ｘ）Ｉ）ｖ１∈Σｓｏｓ， （１３）

－

ｖ２
ｖ３
ｖ４
ｖ













５

Ｔ Γ２＋ε２（ｘ）Ｉ   

Γ３ －Ｇ２（ｘ）－Ｇ
Ｔ
２（ｘ）  

Ｆ２（ｘ） Ｇ２（ｘ） －Ｑ－１ 

Ｋ（ｘ）Ｆ２（ｘ） Ｋ（ｘ）Ｇ２（ｘ） ０ －Ｒ－













１

·

　　

ｖ２
ｖ３
ｖ４
ｖ













５

∈Σｓｏｓ． （１４）

式中：ε１（ｘ）和ε２（ｘ）为非负多项式，且对于所有
的ｘ≠０，ε１（ｘ）＞０；ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４和ｖ５是与ｘ不相
关的向量，则无外扰闭环系统（８）是稳定的，且系
统 的 Ｈ２ 性 能 指 标 满 足 Ｊ２ ＜ ｘＴ（０）Ｘ－１２
（ｘ（０））ｘ（０）．

证明　结合引理１和定理２易证得该定理，
略．
２３　Ｈ∞性能准则

定理４　对于给定的常数γ＞０，如果存在对
称正定多项式矩阵Ｘ∞（ｘ），使得如下矩阵不等式
成立

Γ４  

ＢＴｗ －γ２Ｉ 
Ｃ（ｘ）Ｘ∞（ｘ） ０ －









Ｉ

＜０ （１５）

式中：Γ４ ＝ 珚Ａ（ｘ）Ｘ∞（ｘ） ＋Ｘ∞（ｘ）珚Ａ
Ｔ（ｘ） －

∑
ｎ

ｊ＝１

Ｘ∞（ｘ）
ｘｊ

珚Ａｊ（ｘ）ｘ，则闭环系统（８）是稳定的，

且具有Ｈ∞ 性能γ．
在定理４的基础上，采用与定理２类似证明

方法，可推导出一个系统矩阵与 Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵分
离的Ｈ∞ 性能准则．

定理５　对于给定的常数γ＞０，如果存在对
称多项式矩阵 Ｘ∞（ｘ），多项式矩阵 Ｆ∞（ｘ）和
Ｇ∞（ｘ），使得
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Γ５   

Γ６ －Ｇ∞（ｘ）－Ｇ
Ｔ
∞（ｘ）  

ＢＴｗ ０ －γ２Ｉ 
Ｃ（ｘ）Ｆ∞（ｘ） Ｃ（ｘ）Ｇ∞（ｘ） ０ －













Ｉ

＜０．

（１６）
式中：

Γ５ ＝珚Ａ（ｘ）Ｆ∞（ｘ）＋Ｆ
Ｔ
∞（ｘ）珚Ａ

Ｔ（ｘ）－

　　 　 　∑
ｎ

ｊ＝１

Ｘ∞（ｘ）
ｘｊ

珚Ａｊ（ｘ）ｘ；

Γ６ ＝Ｘ∞（ｘ）－Ｆ∞（ｘ）＋Ｇ
Ｔ
∞（ｘ）珚Ａ

Ｔ（ｘ）．
则闭环系统（８）是稳定的，且具有Ｈ∞ 性能γ．

结合引理１和定理５，下述定理给出了一个判
定ＬＰＶ系统的Ｈ∞ 性能的平方和方法．

定理６　对于给定的常数γ＞０，如果存在对
称多项式矩阵 Ｘ∞（ｘ），多项式矩阵 Ｆ∞（ｘ）和
Ｇ∞（ｘ），满足如下条件：

　　　ｖＴ１（Ｘ∞（ｘ）－ε１（ｘ）Ｉ）ｖ１∈ΣＳＯＳ， （１７）

－

ｖ２
ｖ３
ｖ４
ｖ













５

Ｔ Γ５   

Γ６ －Ｇ∞（ｘ）－Ｇ
Ｔ
∞（ｘ）  

ＢＴｗ ０ －γ２Ｉ 
Ｃ（ｘ）Ｆ∞（ｘ） Ｃ（ｘ）Ｇ∞（ｘ） ０ －













Ｉ

·

　　

ｖ２
ｖ３
ｖ４
ｖ













５

∈ΣＳＯＳ． （１８）

式中：ε１（ｘ）和ε２（ｘ）为非负多项式，且对于所有
的ｘ≠０，ε１（ｘ）＞０；ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４和ｖ５是与ｘ不相
关的向量，则闭环系统（８）是稳定的，且具有 Ｈ∞
性能γ．
２４　混合Ｈ２／Ｈ∞性能准则

在定理３和定理６的基础上，通过选取一个公
共的多项式矩阵 Ｆ（ｘ）＝Ｆ∞（ｘ）＝Ｆ２（ｘ），可得
到ＬＰＶ系统的Ｈ２／Ｈ∞ 性能准则．

定理７　给定常数γ＞０，如果存在对称多项
式矩阵 Ｘ２（ｘ）和 Ｘ∞（ｘ），多项式矩阵 Ｆ（ｘ）、
Ｇ２（ｘ）和Ｇ∞（ｘ），满足如下条件：

ｖＴ１（Ｘ２（ｘ）－ε１（ｘ）Ｉ）ｖ１∈ΣＳＯＳ， （１９）

ｖＴ２（Ｘ∞（ｘ）－ε２（ｘ）Ｉ）ｖ２∈ΣＳＯＳ， （２０）

－

ｖ３
ｖ４
ｖ５
ｖ













６

Ｔ Γ７＋ε３（ｘ）Ｉ   

Γ８ －Ｇ２（ｘ）－Ｇ
Ｔ
２（ｘ）  

Ｆ（ｘ） Ｇ２（ｘ） －Ｑ－１ 

Ｋ（ｘ）Ｆ（ｘ） Ｋ（ｘ）Ｇ２（ｘ） ０ －Ｒ－













１

·

　

ｖ３
ｖ４
ｖ５
ｖ













６

∈ΣＳＯＳ， （２１）

－

ｖ７
ｖ８
ｖ９
ｖ













１０

Ｔ Γ９＋ε４（ｘ）Ｉ   

Γ１０ －Ｇ∞（ｘ）－Ｇ
Ｔ
∞（ｘ）  

ＢＴｗ ０ －γ２Ｉ 
Ｃ（ｘ）Ｆ（ｘ） Ｃ（ｘ）Ｇ∞（ｘ） ０ －













Ｉ

·

　

ｖ７
ｖ８
ｖ９
ｖ













１０

∈ΣＳＯＳ． （２２）

式中：

Γ７＝珔Ａ（ｘ）Ｆ（ｘ）＋Ｆ
Ｔ（ｘ）珔ＡＴ（ｘ）－∑

ｎ

ｊ＝１

Ｘ２（ｘ）
ｘｊ
珔Ａｊ（ｘ）ｘ；

Γ８ ＝Ｘ２（ｘ）－Ｆ（ｘ）＋Ｇ
Ｔ
２（ｘ）珚Ａ

Ｔ（ｘ）；

Γ９＝珔Ａ（ｘ）Ｆ（ｘ）＋Ｆ
Ｔ（ｘ）珔ＡＴ（ｘ）－∑

ｎ

ｊ＝１

Ｘ∞（ｘ）
ｘｊ

珔Ａｊ（ｘ）ｘ；

Γ１０ ＝Ｘ∞（ｘ）－Ｆ（ｘ）＋Ｇ
Ｔ
∞（ｘ）珚Ａ

Ｔ（ｘ）；
ε１（ｘ），ε２（ｘ），ε３（ｘ）和ε４（ｘ）为非负多项式，且
对于所有的ｘ≠０，有 ε１（ｘ）＞０，ε２（ｘ）＞０；ｖ１，
ｖ２，ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｖ６，ｖ７，ｖ８，ｖ９和ｖ１０是与ｘ不相关的向
量，则闭环系统（８）是稳定的，且具有Ｈ∞ 性能γ，
同时系统的Ｈ２性能指标满足

Ｊ２ ＜ｘ
Ｔ（０）Ｘ－１２（ｘ（０））ｘ（０）．

在定理７所给出的混合Ｈ２／Ｈ∞ 性能准则，通
过引入附加松弛变量Ｆ（ｘ）、Ｇ２（ｘ）和Ｇ∞（ｘ），实
现了系统矩阵与Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵的分离，使得系统
能够采用不同的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵，即 Ｘ２（ｘ）和
Ｘ∞（ｘ），分别满足系统的Ｈ２和Ｈ∞性能设计要求．
定理７仅对松弛变量 Ｆ（ｘ）进行约束，避免了引
入公共Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵这一苛刻条件，而且松弛变
量Ｆ（ｘ）、Ｇ２（ｘ）和Ｇ∞（ｘ）的引入，能够为控制器
的设计提供更多的自由度．因此，与采用公共Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ矩阵的设计方法相比，基于定理７设计混
合Ｈ２／Ｈ∞ 控制器，可以有效降低设计的保守性．

定理７中的所有条件均以 ＳＯＳ的形式给出，
并且能够方便地运用ＭＡＴＬＡＢＳＯＳＴＯＯＬＳ工具箱
进行求解，从而有效避免了直接求解无限维线性

矩阵不等式问题的困难［１１］．

３　混合Ｈ２／Ｈ∞ 控制器设计

在定理７的基础上，可推导出空间飞行器大
角度姿态机动混合 Ｈ２／Ｈ∞ 状态反馈控制器的存
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在条件和设计方法．
定义 Ｊ＝｛ｊ１，ｊ２，…，ｊｍ｝表示由矩阵 Ｂ ＝

［Ｂｕ Ｂｗ］的全零行标志构成的集合，即

Ｊ＝｛ｊ｜ｅＴｊ［Ｂｕ Ｂｗ］＝０，ｘ∈Ｒｎ｝．

（２３）
　　假设集合Ｊ中有ｋｍ个元素，令

珘ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｋｍ］
Ｔ，ｊ１ ＜… ＜ｊｍ，Ｊｋ∈Ｊ，

　　　　ｋ＝１，…，ｋｍ． （２４）
　　定理８　考虑系统（５），给定常数γ＞０，α和
β，如果存在对称多项式矩阵Ｘ２（珘ｘ）和Ｘ∞（珘ｘ），以
及多项式矩阵Ｆ（珘ｘ）和Ｙ（ｘ），满足

ｖＴ１（Ｘ２（珘ｘ）－ε１（ｘ）Ｉ）ｖ１∈ΣＳＯＳ， （２５）
ｖＴ２（Ｘ∞（珘ｘ）－ε２（ｘ）Ｉ）ｖ２∈ΣＳＯＳ， （２６）

－

ｖ３
ｖ４
ｖ５
ｖ













６

Ｔ Γ１１＋ε３（ｘ）Ｉ   

Γ１２ －αＦ（珓ｘ）－αＦＴ（珓ｘ）  

Ｆ（珓ｘ） αＦ（珓ｘ） －Ｑ－１ 
Ｙ（ｘ） αＹ（ｘ） ０ －Ｒ－











１

·

　

ｖ３
ｖ４
ｖ５
ｖ













６

∈ΣＳＯＳ， （２７）

－

ｖ７
ｖ８
ｖ９
ｖ













１０

Ｔ Γ１３＋ε４（ｘ）Ｉ   

Γ１４ －βＦ（珓ｘ）－βＦＴ（珓ｘ）  

ＢＴｗ ０ －γ２Ｉ 
Ｃ（ｘ）Ｆ（珓ｘ） βＣ（ｘ）Ｆ（珓ｘ） ０ －













Ｉ

·

　

ｖ７
ｖ８
ｖ９
ｖ













１０

∈ΣＳＯＳ． （２８）

式中：

Γ１１ ＝Ａ（ｘ）Ｆ（珘ｘ）＋ＢｕＹ（ｘ）＋Ｆ
Ｔ（珘ｘ）ＡＴ（ｘ）＋

ＹＴ（ｘ）ＢＴｕ－∑
ｊ∈Ｊ

Ｘ２（珘ｘ）
ｘｊ

Ａｊ（ｘ）ｘ；

Γ１２ ＝Ｘ２（珘ｘ）－Ｆ（珘ｘ）＋αＦ
Ｔ（珘ｘ）ＡＴ（ｘ）＋αＹＴ

（ｘ）ＢＴｕ；

Γ１３ ＝Ａ（ｘ）Ｆ（珘ｘ）＋ＢｕＹ（ｘ）＋Ｆ
Ｔ（珘ｘ）ＡＴ（ｘ）＋

ＹＴ（ｘ）ＢＴｕ－∑
ｊ∈Ｊ

Ｘ∞（珘ｘ）
ｘｊ

Ａｊ（ｘ）ｘ；

Γ１４ ＝Ｘ∞（珘ｘ）－Ｆ（珘ｘ）＋βＦ
Ｔ（珘ｘ）ＡＴ（ｘ）＋βＹＴ（ｘ）ＢＴｕ；

ε１（ｘ），ε２（ｘ），ε３（ｘ）和ε４（ｘ）为非负多项式，且
对于所有的ｘ≠０，有 ε１（ｘ）＞０，ε２（ｘ）＞０；ｖ１，
ｖ２，ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｖ６，ｖ７，ｖ８，ｖ９和ｖ１０是与ｘ不相关的向
量，则闭环系统（８）是稳定的，且具有Ｈ∞ 性能γ，

同时 系 统 的 Ｈ２ 性 能 满 足 Ｊ２ ＜ ｘ
Ｔ（０）Ｘ－１２

（珘ｘ（０））ｘ（０）．
进一步的，如果式（２５）～（２８）存在一个可

行解（Ｘ２（珘ｘ），Ｘ∞（珘ｘ），Ｆ（珘ｘ），Ｙ（ｘ）），则系统（５）
的混合Ｈ２／Ｈ∞状态反馈控制器（７）中的多项式矩
阵Ｋ（ｘ）可由下式构造

Ｋ（ｘ）＝Ｙ（ｘ）Ｆ－１（珘ｘ）． （２９）
　　证明　考虑系统的Ｈ２和Ｈ∞ 性能设计要求，
分别选取如下形式的候选Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ２（ｘ）＝ｘ
ＴＸ－１２（珘ｘ）ｘ， （３０）

Ｖ∞（ｘ）＝ｘ
ＴＸ－１∞（珘ｘ）ｘ． （３１）

　　 显然，若条件式（２５）和（２６）成立，则有
Ｘ２（珘ｘ）＞０，Ｘ∞（珘ｘ） ＞０．于是，由 Ｘ２（珘ｘ）和
Ｘ∞（珘ｘ）的正定性可知函数 Ｖ２（ｘ）和 Ｖ∞（ｘ）是正
定的．

根据定理７可知，闭环系统（８）是稳定的且
具有 Ｈ∞ 性能 γ，同时系统的 Ｈ２性能满足 Ｊ２ ＜
ｘＴ（０）Ｘ－１２ （珘ｘ（０））ｘ（０），其充分条件是存在对称
多项式矩阵Ｘ２（珘ｘ）和Ｘ∞（珘ｘ），多项式矩阵Ｆ（珘ｘ）、
Ｇ２（珘ｘ）和Ｇ∞（珘ｘ），使得式（２５）和（２６）成立，并且

－

ｖ３
ｖ４
ｖ５
ｖ













６

Ｔ珘Γ７＋ε３（ｘ）Ｉ   
珘Γ８ －Ｇ２（珓ｘ）－Ｇ

Ｔ
２（珓ｘ）  

Ｆ（珓ｘ） Ｇ２（珓ｘ） －Ｑ－１ 

Ｋ（ｘ）Ｆ（珓ｘ） Ｋ（ｘ）Ｇ２（珓ｘ） ０ －Ｒ－













１

·

　　

ｖ３
ｖ４
ｖ５
ｖ













６

∈ΣＳＯＳ， （３２）

－

ｖ７
ｖ８
ｖ９
ｖ













１０

Ｔ珘Γ９＋ε４（ｘ）Ｉ   
珘Γ１０ －Ｇ∞（珓ｘ）－Ｇ

Ｔ
∞（珓ｘ）  

ＢＴｗ ０ －γ２Ｉ 
Ｃ（ｘ）Ｆ（珓ｘ） Ｃ（ｘ）Ｇ∞（珓ｘ） ０ －













Ｉ

·

　　

ｖ７
ｖ８
ｖ９
ｖ













１０

∈ΣＳＯＳ． （３３）

式中：

珘Γ７＝珔Ａ（ｘ）Ｆ（珓ｘ）＋Ｆ
Ｔ（珓ｘ）珔ＡＴ（ｘ）－∑

ｎ

ｊ＝１

Ｘ２（珓ｘ）
ｘｊ
珔Ａｊ（ｘ）ｘ；

珟Γ８ ＝Ｘ２（珘ｘ）－Ｆ（珘ｘ）＋Ｇ
Ｔ
２（珘ｘ）珚Ａ

Ｔ（ｘ）；

珘Γ９＝珔Ａ（ｘ）Ｆ（珓ｘ）＋Ｆ
Ｔ（珓ｘ）珔ＡＴ（ｘ）－∑

ｎ

ｊ＝１

Ｘ∞（珓ｘ）
ｘｊ
珔Ａｊ（ｘ）ｘ；

珟Γ１０ ＝Ｘ∞（珘ｘ）－Ｆ（珘ｘ）＋Ｇ
Ｔ
∞（珘ｘ）珚Ａ

Ｔ（ｘ）．
　　将式（３２）和（３３）展开，并令Ｇ２（珘ｘ）＝αＦ（珘ｘ），
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　Ｇ∞（珘ｘ）＝βＦ（珘ｘ），　Ｙ（ｘ）＝Ｋ（ｘ）Ｆ（珘ｘ）经整理即
可得到式（２７）、（２８）．定理的其余部分很容易从前面
的分析得到，定理得证．

考虑如下关系：

Ｊ２ ＜ｘ
Ｔ（０）Ｘ－１２（珘ｘ（０））ｘ（０）≤λ， （３４）

根据Ｓｃｈｕｒ补引理，上式可改写为
λ ｘＴ（０）
ｘ（０） Ｘ２（珘ｘ（０[ ]））≥０． （３５）

　　由引理１可知，若式
ｖ１１
ｖ[ ]
１２

Ｔ λ ｘＴ（０）
ｘ（０） Ｘ２（珘ｘ（０[ ]））

ｖ１１
ｖ[ ]
１２

∈ΣＳＯＳ（３６）

成立，式中ｖ１１和ｖ１２是与ｘ不相关的向量，则有式
（３５）成立．

综合以上分析和定理８可知，混合Ｈ２／Ｈ∞ 状
态反馈控制器设计可归结为一个具有平方和约束

的参数λ最小化问题．
推论１　对于系统（５），给定常数γ＞０，若如

下优化问题

ｍｉｎ
Ｘ２（珓ｘ），Ｘ∞（珓ｘ），Ｆ（珓ｘ），Ｙ（ｘ），α，β

　 λ；

ｓ．ｔ．（３６）～（３９），（４９）{ ．
（３７）

有解，则结合定理 ８，利用该优化问题的最优解
（Ｘ２（珘ｘ），Ｘ∞（珘ｘ），Ｆ

（珘ｘ），Ｙ（ｘ），α，β），可设
计系统（５）的Ｈ２／Ｈ∞ 状态反馈控制器

ｕ＝Ｙ（ｘ）Ｆ －１（珘ｘ）ｘ． （３８）
相应闭环系统Ｈ２性能的上界是λ．

４　结　论
本文研究了基于平方和优化的空间飞行器大

角度姿态机动混合Ｈ２／Ｈ∞ 控制问题．首先采用修
正Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数描述空间飞行器的姿态运动；然
后通过引入附加松弛变量，提出一种系统矩阵与

Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵分离的混合Ｈ２／Ｈ∞ 性能准则；在此
基础上，以平方和的形式，给出飞行器大角度姿态

机动混合Ｈ２／Ｈ∞ 状态反馈控制器存在的充分条
件，并将混合Ｈ２／Ｈ∞ 控制器设计问题转化为具有
平方和（ＳＯＳ）约束的参数优化问题．
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