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考虑应力扩散时桩端土对桩体阻抗的影响
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摘　要：为研究桩端土体对桩体阻抗的影响，提出了一种模拟桩土相互作用的新模型．在该模型中，桩端应
力扩散到下部土体中，土体中产生的附加应力符合圆形荷载下的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ应力解．相同附加应力形成三维
等值面，将等值面包裹的土体区域看作虚土桩．虚土桩底部与基岩接触，限制竖向位移．根据虚土桩底部的边
界条件，结合阻抗传递法可得到虚土桩顶部阻抗，将其作为实体桩的实际支撑参数，进而可求得整个桩体的

阻抗响应．通过该模型计算得到的桩体阻抗与Ｎｏｖａｋ的计算结果进行对比，发现考虑桩端应力扩散效应可以
较为真实地反映桩端土体对桩体阻抗响应的影响．桩体刚度与桩端土厚度成反比，阻尼反之．对于长径比较
小的桩体，桩端土体的影响更大．
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　　动刚度和阻尼是桩基振动分析中的重要元
素．桩土相互作用对动刚度和阻尼的影响很大，土
体性质不同时，桩顶的动刚度和阻尼也会不同．

Ｎｏｖａｋ等［１］对浅基础的动刚度和动阻尼的取

值进行了讨论，指出基础底部动刚度和动阻尼与

基底土体性质、基础半径及荷载频率有关，Ｃｈｅｈａｂ
等［２－３］及Ｗａｎｇ等［４］均采用该方法对锤击基础振

动特性进行了进一步研究．根据文献［１］的成果，
Ｎｏｖａｋ［５－６］分别在１９７４年和１９７７年对端承桩和
摩擦桩的动刚度进行了分析．对基础振动进行计
算时，Ｌｙｓｍｅｒ等［７］指出在合理的振动频率范围

内，可以采用模拟公式来代替动阻抗．Ｍｅｙｅｒｈｏｆ［８］

则通过极限承载力理论分析指出桩端刚度与土层



不排水强度、桩体横截面相关．近年来，对桩体纵
向振动的研究多集中于考虑土体的三维波动效

应，如文献［９－１１］的有限元法．
上述研究，土体环境大多被假设为弹性半空

间体，忽略桩端土体的成层性，与工程现状存在较

大差距．这样的假设减弱了桩土体系中土体的作
用，对土体的性质及分层情况考虑不够充分，尤其

是桩端下部土体．桩端下部土体直接决定了桩端
的承接情况，对桩端刚度和阻尼影响很大，对桩体

的承载力起着重要作用，因此对桩端下部土体的

研究十分必要．
为研究桩端土体与桩体间的耦合效应，本文

提出一种虚土桩模型．虚土桩是一种研究桩端土
的独特模型，可以考虑桩端的应力扩散效应，分析

桩端土的成层性，模拟桩端沉渣现象，可以方便研

究桩端的动刚度和动阻尼，不需要对桩端弹簧和

阻尼系数进行假设，实现桩端土与桩体较为严格

的耦合联系．

１　理论模型及控制方程
１１　数学模型的建立
１１．１　虚土桩模型的建立

假设桩端对土体的作用为均布荷载形式，根

据Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ解可以求出桩端土中附加应力的分
布形式．对于圆形均布荷载，建立如图１的轴对称
坐标体系，通过积分求得地基中任意点的竖向应

力分布为

σｚ＝
３ｐｂｚ

３

２π∫
２π

０∫
ｒ０

０

ｒｄｒｄθ
（ｚ２＋ｒ２＋Ｒ２－２Ｒｒｃｏｓθ）

５
２
．（１）

式中：ｒ０表示圆形荷载的半径（桩体半径），ｐｂ表
示均布荷载（桩端平均应力）．上述公式经过积分
后，竖向应力σｚ变成关于ｐｂ、ｚ和Ｒ的函数．
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图１　附加应力计算模型
　　令珚σ＝σｚ／ｐｂ，表示应力分布线．相同数值的
应力分布线互相连接，就可形成一个三维的包围ｚ
轴的应力等值面．由于桩体竖向振动模型中主要

控制竖向应力和竖向位移，假设等值面外部土体

应力很小，将等值面内部的土体看作受荷主体，即

作为虚土桩的主体部分．
１１２　桩土相互作用模型的建立

图２表示考虑桩端应力扩散效应时的桩土相
互作用模型．虚土桩模型底部与岩床接触，可避免
对桩端刚度参数进行假设．通过虚土桩底部的位
移条件结合阻抗传递法可求得虚土桩顶部的复刚

度，该复刚度可作为实体桩底部的实际支撑刚度．
图２中ｌ和ｈ分别表示实体桩和虚土桩的长度，ｍ
表示桩侧土体的分布情况，ｎ表示桩端土的分布
情况．计算时，将虚土桩划分为很薄的圆柱体进行
计算，计算精度由单元数Ｎ控制．桩体根据桩侧土
的分层情况划分为相应的ｍ个单元．
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图２　桩土体系模型

　　以ｒ０表示桩体半径，用Ｅｐ、ρｐ、Ｖｐ和Ａｐ分别表
示桩体弹性模量、密度、桩体纵波波速和截面面

积；Ｇｓ、ρｓ、Ｖｓ和ｖ表示土体的剪切模量、密度、剪切

波速和泊松比；ｕｉ（ｒ，ｔ）表示第 ｉ层土体随时间变
化的竖向位移，ｗｉ（ｚ，ｔ）表示对应第 ｉ层土体的桩
体竖向位移；Ｋｂ、Ｃｂ表示虚土桩底部阻抗系数，Ｋ、
Ｃ表示实体桩端阻抗系数，Ｋｐ、Ｃｐ表示实体桩顶阻
抗系数．

土体和桩体存在以下假设条件：

１）土体为均质、各向同性的粘弹性介质，虚
土桩底部刚度无穷大；

２）土体上表面自由，无正应力和剪应力；
３）桩体为弹性、竖直、圆形均质截面桩，振动

为小变形谐和振动；

４）桩体径向变形为零，桩土完全接触，接触
面上应力和竖向位移连续．
１２　土层振动模型

在平面应变模型［１２］中，对处于土体中心位置

的圆柱体结构纵向振动引起的土体径向振动位移
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忽略不计，主要控制垂直振动位移，其微分形式为

珋ｒ２ｉ
ｄ２ｕｉ
ｄ珋ｒ２
＋珋ｒｉ
ｄｕｉ
ｄ珋ｒ
－ｓ２ｉ珋ｒ

２
ｉｕｉ＝０． （２）

式中：珋ｒｉ＝
ｒ
ｒ０ｉ
为无量纲半径，ｒ０ｉ为第ｉ个桩体单元

的半径，ｓｉ＝
ｊａ０ｉ
１＋ｊＤ槡 ｓｉ

，ｊ为虚数单位，Ｄｓｉ为第ｉ层

土体的阻尼系数，ａ０ｉ＝
ωｒ０ｉ
Ｖｓｉ
无量纲频率系数，ω为

振动角频率，Ｖｓｉ为第ｉ层土体的剪切波速．
土层边界条件：

ｒ→∞，ｕｉ＝０， （３）
ｕ
ｚ ｚ＝０

＝０． （４）

　　初始条件：

ｕｉ
ｔ＝０
＝０，

ｕｉ
ｔ ｔ＝０

＝０． （５）

　　方程（２）有以下形式的解：
ｕｉ＝ＡｉＫ０（ｓｉ珋ｒｉ）＋ＢｉＩ０（ｓｉ珋ｒｉ）． （６）

式中：Ｉ０（ｓｉ珋ｒｉ）和Ｋ０（ｓｉ珋ｒｉ）分别表示零阶第一类和
第二类修正贝塞尔函数，Ａｉ和 Ｂｉ是系数，由边界
条件确定．

根据条件（３）可以确定 Ｂｉ＝０，则土体中任
意一点的竖向剪应力为

τｉ＝Ｇｓｉ
ｄｕｉ
ｄｒ＝－

Ｇｓｉｓｉ
ｒ０ｉ
ＡｉＫ１（ｓｉ珋ｒｉ）． （７）

式中Ｇｓｉ ＝Ｇｓｉ（１＋ｊＤｓｉ）．
根据刚度定义，桩侧土竖向剪切刚度可表示为

Ｋｓｉ＝
－２πｒτｉ
ｕｉ

＝
２π珋ｒｉＧｓｉｓｉＫ１（ｓｉ珋ｒｉ）

Ｋ０（ｓｉ珋ｒｉ）
． （８）

１３　桩体振动模型
桩体的动力平衡方程为

ＥｐｉＡｐｉ
２ｗｉ
ｚ２
－ｆｉ＝ρｐｉＡｐｉ

２ｗｉ
ｔ２
． （９）

式中ｆｉ为桩周摩阻力．
桩体边界条件：

ｄｗ
ｄｚ ｚ＝０

＝－Ｐ（ｔ）ＥｐＡｐ
， （１０）

ｗ
ｚ＝ｌ＋ｈ

＝０． （１１）

　　桩土接触条件：

ｆｉ
ｒ＝ｒ０ｉ
＝２πｒ０ｉτｉ， （１２）

ｗｉ｜ｒ＝ｒ０ｉ ＝ｕｉ． （１３）
　　初始条件：

ｗｉ
ｔ＝０
＝０，

ｄｗｉ
ｄｔ ｔ＝０

＝０． （１４）

根据桩土接触条件桩侧摩阻力可表示为

ｆｉ＝Ｋｓｉｗｉ， （１５）
　　将式（１５）代入式（９）得

ＥｐｉＡｐｉ
２ｗｉ
ｚ２
－ρｐｉＡｐｉ

２ｗｉ
ｔ２
－Ｋｓｉｗｉ＝０． （１６）

结合初始条件对上式进行关于时间 ｔ的拉普
拉斯变换：

ＥｐｉＡｐｉ
２Ｗｉ
ｚ２

－（ρｐｉＡｐｉξ
２＋Ｋｓｉ）Ｗｉ＝０．（１７）

式中Ｗｉ（ｚ，ξ）＝∫
＋∞

０
ｗｉ（ｚ，ｔ）ｅ

－ξｔｄｔ．

解式（１７）可得
Ｗｉ（珋ｚｉ，ξ）＝Ｄ１ｉｅλｉ珋

ｚｉ／珚Ｈｉ＋Ｄ２ｉｅ
－λｉ珋ｚｉ／珚Ｈｉ． （１８）

式中：珋ｚｉ＝
ｚ
ｒ０ｉ
，珚Ｈｉ＝

Ｈｉ
ｒ０ｉ
，珔Ｖｉ＝

Ｖｓｉ
Ｖｐｉ
，珋ρｉ＝

ρｓｉ
ρｐｉ
，λｉ＝珚Ｈｉ珔Ｖｉ

δ２ｉ＋２珋ρｉｓｉ（１＋ｊＤｓｉ）
Ｋ１（ｓｉ）
Ｋ０（ｓｉ槡 ）

，δｉ＝
ξｒ０ｉ
Ｖｓｉ
．

Ｄ１ｉ和Ｄ２ｉ为待定系数，由边界条件确定．
将虚土桩进行纵向单元划分，虚土桩底部作

为阻抗传递的起始点．虚土桩底部第１个桩体单
元经拉普拉斯变化边界条件为

Ｅｐ１Ａｐ１
ｄＷ１
ｄｚ＋（Ｃｂξ＋Ｋｂ）Ｗ１ ｚ＝ｌ＋ｈ

＝０．

（１９）
解式（１９）可得

Ｄ１１
Ｄ２１
＝ζ１ｅ

－２λ１（ｌ＋ｈ）／ｒ０１／珚Ｈ１． （２０）

式中：ζ１ ＝
η１－Ｚ０
η１＋Ｚ０

，η１ ＝
λ１Ｅｐ１Ａｐ１
Ｈ１

，Ｚ０ ＝Ｃｂξ＋Ｋｂ．

根据复阻抗函数的定义，可得第１个单元顶
部的截面阻抗函数为

Ｚ１ ＝
－η１（ζ１ｅ

－２λ１－１）
ζ１ｅ

－２λ１＋１
． （２１）

　　根据同一截面处复刚度相等的原则，可通过阻
抗传递得到第ｉ层桩顶面的复刚度函数表达式为

Ｚｉ＝－ηｉ
ζｉｅ

－２λｉ－１
ζｉｅ

－２λｉ＋１
． （２２）

式中：ζｉ＝
ηｉ－Ｚｉ－１
ηｉ＋Ｚｉ－１

，ηｉ＝
λｉＥｐｉＡｐｉ
Ｈｉ

．

２　数值分析
２１　桩端支撑参数计算

Ｎｏｖａｋ［６］提出了圆形截面桩桩端的动刚度和
动阻尼的表达式为

Ｋ＝Ｇｓｒ０Ｃｗ１，

Ｃ＝Ｇｓｒ０Ｃｗ２
{ ．

（２３）

式中：Ｇｓ为桩底土体的剪切模量，ｒ０为桩体的半
径，Ｃｗ１、Ｃｗ２为关于ａ０的无量纲参数，ａ０为无量纲
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角频率，ａ０ ＝
ωｒ０
Ｖｓ
．

当ｖ＝０２５时
Ｃｗ１ ＝５３３＋０３６４ａ０－１４１ａ

２
０，

Ｃｗ２ ＝５０６ａ０
{ ．

（２４）

假设桩端复刚度表达式为

ＺＮ ＝－ηＮ
ζＮｅ

－２λＮ －１
ζＮｅ

－２λＮ ＋１
， （２５）

分析时将复刚度无量纲化：

Ｋ＝ｒｅａｌ（ＺＮ／Ｇｓｒ０），

Ｃ＝ｉｍａｇ（ＺＮ／Ｇｓｒ０）
{ ．

（２６）

　　无量纲化可以将桩底复刚度简化为关于泊松
比ｖ和ａ０的函数，这与Ｎｏｖａｋ的公式相同．

图３～５表示不同条件下，桩端动刚度和动阻
尼的对比图．图３（ａ）显示，在低频率范围内虚土
桩深度 ｈ＝４ｍ时，桩底动刚度与 Ｎｏｖａｋ［６］的计
算结果最为接近．图３（ｂ）显示，在低频率范围内
ｈ＝５ｍ时，桩底动阻尼的结果与 Ｎｏｖａｋ的计算
结果最为接近．综合考虑刚度和阻尼的结果，在
４～５ｍ的范围内计算低频时的桩端阻抗与Ｎｏｖａｋ
的结果最为接近．
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图３　等值线为００１时桩底土层厚度对桩端阻抗的影响

　　图４中采用珚σ＝０００５的等值面体作为虚土
桩实体进行计算．通过控制等值面的大小，不仅可
以控制应力的扩散范围，同时可以增加虚土桩的

计算深度．图中曲线显示在计算深度为５ｍ时，刚
度曲线与Ｎｏｖａｋ的计算结果较为接近；７ｍ时，阻
尼曲线与Ｎｏｖａｋ的计算结果较为接近．
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图４　等值线为０００５时桩底土层厚度对桩端阻抗的影响

　　文献［６］指出当ｈ≤５ｒ０时，Ｃｗ１将增大，Ｃｗ２
会减小，但没有给出具体表达式．本文通过虚土桩
法，对这一结论进行了讨论验证．假定桩体半径
ｒ０ ＝０５ｍ，分别取 ｈ为２５、２、１５、１０和０５ｍ
对Ｋ、Ｃ进行计算．图５的５条曲线的变化清楚地
表现出，ｈ减小，Ｋ值会迅速增大，Ｃ迅速减小，该
变化规律验证了Ｎｏｖａｋ的结论．

本节的计算表明，对于半径０５ｍ的桩体，在
ｈ＝４～６ｍ的范围内，阻抗Ｋ、Ｃ值与Ｎｏｖａｋ的计
算结果较为接近．这说明通过虚土桩模拟计算桩
端阻抗时，应力扩散的深度存在一定的合理范围，

计算时ｈ不宜取值太大或太小．
２２　桩顶阻抗参数计算

文献［５－６］分别提出了端承桩和摩擦桩桩
顶竖向振动刚度的计算方法．对于端承桩可采用
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无量纲化公式（２７）计算，摩擦桩采用无量纲化公
式（２８）计算．

Ｋｐ ＝Ｋ′ｒｅａｌ（ΛｃｏｔΛ），

Ｃｐ ＝Ｋ′ｉｍａｇ（ΛｃｏｔΛ）
{ ．

（２７）

Ｋｐ ＝Ｋ′ｒｅａｌ（－ΛＣ（Λ）），

Ｃｐ ＝Ｋ′ｉｍａｇ（－ΛＣ（Λ））
{ ．

（２８）

式中：Λ＝珋ｌ珔Ｖ ａ２０－
珋ρ
π
（Ｓｗ１＋Ｓｗ２ｊ槡

），珋ρ＝
ρｓ
ρｐ
，珔Ｖ＝

Ｖｓ
Ｖｐ
，珋ｌ＝ｌｒ０

，Ｃ（Λ）＝
Ｋ′ΛｓｉｎΛ－（Ｃｗ１＋Ｃｗ２ｊ）ｃｏｓΛ
Ｋ′ΛｃｏｓΛ＋（Ｃｗ１＋Ｃｗ２ｊ）ｓｉｎΛ

，

Ｋ′＝ π
珋ρ珔Ｖ２珋ｌ
，Ｓｗ１和Ｓｗ２为桩侧剪切刚度系数．
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图５　桩底土层厚度小于５ｒ０时桩端阻抗的变化

　　图 ６中，将虚土桩法计算出的 ＫＰ、ＣＰ值与

Ｎｏｖａｋ数据进行对比．计算摩擦桩时，采用 珚σ＝
００１的应力扩散面，根据上节的结论，取ｈ＝５ｍ
的计算深度．计算端承桩时，通过控制ｈ的数值来
模拟端承条件，文中取ｈ＝００１ｍ．图中曲线１、２
表明对于摩擦桩，用虚土桩法得到的桩顶动刚度

和阻尼，与Ｎｏｖａｋ的计算结果非常接近．曲线３与
曲线１比较显示，ｈ较小时动刚度明显增大，这说

明通过控制ｈ的数值可以改变桩底的承接条件．
曲线３、４对比可见，在ｈ＝００１ｍ时，复刚度的计
算结果与 Ｎｏｖａｋ的结果还存在一定差距，但当 ｈ
继续减小时，两条曲线会进一步接近．
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图６　不同桩型的桩顶阻抗对比图

　　图７表示特定荷载频率下，桩体长径比和虚
土桩深度对桩顶阻抗的影响．图７（ａ）和７（ｂ）分
别反映了桩顶刚度和阻尼的变化规律．从图７（ａ）
可以看出ｈ＝５ｍ时刚度曲线与Ｎｏｖａｋ的摩擦桩
刚度曲线最为接近．对于长径比较小的桩体，当 ｈ
减小时，刚度逐渐增大，当ｈ＜００１ｍ时，刚度会
非常大并随长径比的增大有递减的趋势，当 ｈ＝
１×１０－６ｍ时，桩顶刚度曲线与 Ｎｏｖａｋ的端承桩
刚度曲线完全重合，这说明虚土桩法是可以用来

模拟端承桩性状的．图７（ｂ）曲线反映出阻尼性状
与刚度相反，桩下土层越厚，阻尼越大．当土层深
度较深时，阻尼曲线会随长径比增大先升后降，并

出现峰值，最终趋于恒定值；当土层深度很浅，桩

体出现端承性状时，阻尼曲线只存在上升段和恒

定段，不会出现峰值．
当长径比增大到一定数值时，桩顶阻抗趋近

·３９·第１２期 王宁，等：考虑应力扩散时桩端土对桩体阻抗的影响



于某一恒定的数值，这一数值与桩底的支撑条件

无关．图中显示Ｋｐ趋近于１１０，Ｃｐ趋近于５０．
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图７　确定荷载频率下，长细比及桩底土层厚度
对桩顶阻抗的影响

３　结　论
１）影响桩端支撑刚度的主要因素包括桩端

土体参数、土体厚度、桩体半径及荷载频率等．当
土体参数和桩体半径确定后，土体厚度和荷载频

率成为主要的影响因素．计算表明，桩端土层厚度
在某一恰当的范围内，可使得桩端刚度和阻尼同

时趋近于Ｎｏｖａｋ的计算结果．在低频段，刚度随频
率增大而减小，阻尼随频率增大而增大．
２）桩端土层厚度对桩端支撑刚度和桩顶刚

度的影响较大．桩端土层厚度越小，桩体刚度越
大，阻尼越小；当桩端土层厚度趋近零时，桩体刚

度趋近无穷，阻尼趋近零，桩体支撑由摩擦型逐渐

转变为端承型．
３）虚土桩模型可以反映桩端土层厚度对桩

端支撑刚度和桩顶阻抗的影响，尤其是对于长径

比较小的桩体，桩端土层厚度的影响更大．当荷载
频率确定以后，桩顶阻抗响应存在临界长径比效

应，当长径比达到一定数值时，桩顶阻抗趋于恒

值，该值与应力扩散范围、桩端土体厚度及桩体支

撑条件无关．
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