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利用虚拟卫星法求解火星探测器近火点制动策略

刘　癑，荆武兴
（哈尔滨工业大学 航天工程系，１５０００１哈尔滨）

摘　要：针对采用极大值原理求解火星探测器近火点制动最优推力策略时初值不易猜测、迭代不易收敛的问题，介绍并
推导了虚拟卫星方法，即通过假想一颗虚拟卫星在目标轨道上运行，探测器利用最优控制算法求解推力策略，使探测器

本身与虚拟卫星的终端相对位置和速度为零，从而实现了精确入轨．在利用极大值原理求解最优推力策略的过程中，共
轭变量初值的选择问题得到了解决．利用虚拟卫星方法中的相对运动关系，可以将没有实际意义的共轭变量初值转化
为具有物理意义或者较易猜测的变量进行初始估计，克服了共轭变量初值猜测的盲目性，使得迭代更容易收敛．仿真结
果证明了该方法的有效性．
关键词：虚拟卫星；火星探测；近心点制动；燃料最优；极大值原理
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　　从上个世纪６０年代开始，火星逐渐成为了太
阳系内除月球之外最吸引各国学者研究的天体之

一．最近的几年，欧洲和美国先后发射了多颗火星
探测器，在全球又掀起了新一轮的火星探测竞赛，

中国、印度等国家也相继提出了自己的火星探测

计划．火星是太阳系内与地球最相似的行星之一，
但其质量较小，引力系数只有地球的１０７％，因
此火星表面逃逸速度也只有不到５ｋｍ／ｓ．传统的
火星探测方式使用 Ｈｏｈｍａｎｎ过渡的方法将探测
器发射至火星附近，其双曲进入轨道剩余速度达

到了２８ｋｍ／ｓ以上，探测器必须克服这一剩余速
度使自身成为火星卫星［１－３］．若如此，则需要发动
机长时间开机进行制动，很大一部分燃料将消耗

在制动过程中［４－５］．另外，火星探测任务需要预定
的工作轨道，制动过程应尽量将飞行器精确送入

预定工作轨道，否则还将进行复杂的变轨过程，进

一步消耗燃料．为此，需要优化近火点制动推力策
略，在节约探测器燃料的同时，使探测器精确进入

目标轨道，提高了探测器在轨寿命，使后续任务得

以顺利完成［６－７］．
火星探测器近火点制动问题可以归结为１个

两点边值最优控制问题，对于此类问题的解决，一

般采用极大值原理．极大值原理的实质是求取
１个控制策略，使系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数达到极大
值，这种方法的优点在于可以精确求取连续时间



内的最优控制策略［８－９］．在轨道控制方面，极大值
原理被广泛应用于燃料、能量最优轨道转移、轨道

修正与保持，交会对接等轨道控制任务中［１０－１２］．
但是其极大值原理存在一些问题，就是需要计算

共轭变量，并且共轭变量的初值需要猜测和迭代

计算．由于其没有具体的物理意义，共轭变量初值
的猜测往往很困难，容易造成迭代不收敛，降低了

极大值原理求解问题的效率．
本文利用虚拟卫星方法，以最省燃料为优化

指标，求解火星探测器近火点制动的推力策略，并

且在使用极大值原理求解两点边值问题时，将共

轭变量转化为有实际物理意义的变量进行猜测，

使得迭代初值的选取变得简单［１３］．计算结果显
示，该策略可以在最省燃料的条件下将探测器精

确送入预定工作轨道，并且边界条件非常简单，迭

代易于收敛．

１　虚拟卫星法原理与模型
本文使用虚拟卫星法求解最优制动策略．如

图１所示，轨道Ｉ为探测器初始轨道，Ｓ为探测器，
轨道ＩＩ为目标轨道．假设轨道ＩＩ是１颗虚拟卫星
Ｓ１运动形成的１条轨道，为了使探测器转移到目
标轨道，只需要求解控制策略，使Ｓ与Ｓ１的相对位
置和速度均为 ０即可．此方法称为虚拟卫星
法［１４－１７］．
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图１　虚拟卫星法示意

　　图１中，建立交会坐标系Ｓ１－ｘｙ，以Ｓ１为坐
标原点，Ｓ１－ｙ轴指向火心，Ｓ１－ｘ轴垂直于ｙ轴并
指向前进方向，由于变轨时间只有数十分钟，所以

可忽略摄动力的影响，Ｓ和 Ｓ１的动力学方程分
别为

Ｒ̈＝－（μｍ／Ｒ
３）Ｒ，

ｒ̈＝－（μｍ／ｒ
３）ｒ＋Ｆ／ｍ．

其中：Ｒ、ｒ分别为Ｓ１和Ｓ相对于火心的位置；μｍ为
火星的万有引力常数；Ｆ为发动机推力；ｍ为探测
器总质量．

假设Ｓ１的真近点角为θ１，与ｘ轴同向的单位
向量为Ｉ，与ｙ轴同向的单位向量为Ｊ，Ｓ相对于Ｓ１

的位置矢量为ρ，Ｓ在Ｓ１－ｘｙ系中的坐标为（ｘ，ｙ），
则有如下关系：

ρ＝ｒ－Ｒ＝ｘＩ＋ｙＪ，
ρ̈＝（μｍ／Ｒ

３－μｍ／ｒ
３）Ｒ－μｍρ／ｒ

３＋Ｆ／ｍ．
　　由旋转矢量的微分公式

Ｉ＝θＩＪ，
Ｊ＝－θＩＩ

{ ．
得到

ρ̈＝（ｘ－２ｙθＩ－ｙ̈θＩ－ｘθ
２
Ｉ）Ｉ＋

　　　　（ｙ＋２̈ｘθＩ＋ｘ̈θＩ－ｙθ
２
Ｉ）Ｊ．

　　将Ｒ＝－ＲＪ带入得到分量形式的动力学
方程

ｘ̈＝２ωＩｙ＋（ω
２
Ｉ－Ｎ

２）ｘ＋ｙωＩ＋Ｆｘ／ｍ，
ｙ̈＝－２ωＩｘ＋（ω

２
Ｉ－Ｎ

２）ｙ－
　　　　（ｎ２－Ｎ２）Ｒ－ｘωＩ＋Ｆｙ／ｍ．
其中：

ωＩ＝θＩ＝ｈＩ／Ｒ
２，

ωＩ＝θ̈Ｉ＝－（２μｍ／Ｒ
３）ｅＩｓｉｎθＩ，

ｎ２ ＝μ／Ｒ３，
Ｎ２ ＝μ／［ｘ２＋（ｙ－Ｒ）２］３／２，
Ｒ＝ｐＩ／（１＋ｅＩｃｏｓθＩ）

式中Ｆｘ、Ｆｙ为推力Ｆ的分量，ｅＩ、ｐＩ、ｈＩ分别是目标
偏心率、目标半正焦弦和目标轨道角动量．

此模型的优越性在于终端条件极其简单，因

为探测器与虚拟卫星的终端相对位置和速度只需

为零．

２　探测器状态方程
假设在［ｔ０，ｔｆ］内发动机持续工作，探测器质

量变化即成为已知函数

ｍ（ｔ）＝ｍ０－（Ｆ／Ｉｓｐｇ）（ｔ－ｔ０）． （１）
令

Ｘ＝[ ]ｘｙ，Ｖ＝
ｘ[ ]ｙ，ｕ＝

Ｆｘ／Ｆ

Ｆｙ
[ ]
／Ｆ
．

　　探测器动力学方程可以用状态方程的形式表
达如下：

Ｘ＝Ｖ，
Ｖ＝ｆ（Ｘ，Ｖ，θＩ）＋（Ｆ／ｍ（ｔ））ｕ，

θＩ＝ωＩ．
其中

ｆ（Ｘ，Ｖ，θＩ）＝

　
２ωＩｙ＋（ω

２
Ｉ－Ｎ

２）ｘ＋ｙωＩ
－２ωＩｘ＋（ω

２
Ｉ－Ｎ

２）ｙ－（ｎ２－Ｎ２）Ｒ－ｘω[ ]
Ｉ

．

　　下面推导初始状态与真近角的关系．设Ａ点
在初始轨道上对应的真近角为 Ω，在目标轨道上
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对应的真近点角为 ΩＩ，点火初始时刻，探测器的
真近角为θ（ｔ０），虚拟卫星的真近角为θＩ（ｔ０），令

α＝θ（ｔ０）－Ω，
αＩ＝θＩ（ｔ０）－ΩＩ，
Δα＝α－αＩ．

称α为点火角，顺轨道测量为正．不难得到

[ ]ｘｙ＝
ｒｓｉｎΔα

Ｒ－ｒｃｏｓΔ[ ]α．
其中：

ｒ＝ｐ／（１＋ｅｃｏｓθ）．
　　设真实卫星和虚拟卫星的飞行路径角分别
为γ和γＩ，则在Ｓ１－ｘｙ坐标系上

ｒ＝ 　Ｖｃｏｓ（γ－Δα）
－Ｖｓｉｎ（γ－Δα[ ]

）
，

Ｒ＝
　ＶＩｃｏｓγＩ
－ＶＩｓｉｎγ[ ]

Ｉ









 ．
（２）

利用如下关系：

Ｖｃｏｓγ＝（ｈ／ｐ）（１＋ｅｃｏｓθ），
ＶＩｃｏｓγＩ＝ＲωＩ，

Ｖｓｉｎγ＝（ｈ／ｐ）ｅｓｉｎθ，
ＶＩｓｉｎγＩ＝（ｈＩ／ｐＩ）ｅＩｓｉｎθＩ，

ｒ－Ｒ＝
ｘ－ｙωＩ
ｙ＋ｘω[ ]

Ｉ

．

得到相对速度的表达式

ｘ[ ]ｙ＝
（ｈ／ｐ）ｃｏｓΔα＋（ｈ／ｐ）ｅｃｏｓσ＋（ｙ－Ｒ）ωＩ

（ｈ／ｐ）ｓｉｎΔα－（ｈ／ｐ）ｅｓｉｎσ＋（ｈＩ／ｐＩ）ｅＩｓｉｎθＩ－ｘω[ ]
Ｉ

．

其中ｅ，ｐ，ｈ分别为轨道Ｉ的偏心率、半正焦弦和轨
道角动量；ｅＩ，ｐＩ，ｈＩ分别为轨道 ＩＩ的偏心率、半正
焦弦和轨道角动量；σ＝θＩ－ΩＩ＋Ω，ωＩ＝ｈＩ／Ｒ

２．
　　以上两组式子确定了真近角与探测器的初
始状态之间的关系，任意确定一组出事的θ，θＩ，即
可确定唯一与之对应的一组初始状态ｘ，ｙ，ｘ，ｙ．

３　最省燃料推力方向
最省燃料控制问题可表述为：求取合适的

Ｘ（ｔ０），Ｖ（ｔ０），θＩ（ｔ０）和推力方向策略 ｕ（ｔ），使得
系统在ｔ＝ｔｆ时，Ｘ（ｔｆ）＝Ｖ（ｔｆ）＝０，θＩ无约束．且
使最优指标

Ｊ＝－∫
ｔｆ

ｔ０
Ｆ／ｍ（ｔ）ｄｔ （３）

达到最大值．由Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ极大值原理，此指标极
大与探测器剩余燃料质量极大是等价的．

当Ｘ（ｔ０），Ｖ（ｔ０），θＩ（ｔ０）均为给定值时，上述

最优控制问题即为１个两点边值问题，但是其初
值是由探测器与虚拟卫星的真近点角θ和θＩ共同
确定的，而事实上，探测器初始点火位置的选择是

任意的，即初始真近点角θ可以取任意值，而虚拟
卫星初始位置同样可以任取．所以，最优指标可以
表达为

Ｊ＝Ｊ（θ（ｔ０），θＩ（ｔ０），ｕ（ｔ））．
其中

－π＜θ（ｔ０）≤π，－π＜θＩ（ｔ０）≤π．
　　θ（ｔ０），θＩ（ｔ０）允许在（－π，π）上变动，于是
求解上述问题将分为两部分，最优控制的求取与

参数优化，应用极大值原理，可以将其统一为１个
参数优化问题．

系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数定义为
Ｈ＝－Ｆ／ｍ（ｔ）＋λＴｘＶ＋λ

Ｔ
ｖ［ｆ（ｘ，ｖ，θＩ）＋

　　 Ｆ
ｍ（ｔ）ｕ（ｔ）］＋λθＩωＩ．

其中λｘ，λｖ，λθＩ分别为Ｘ，Ｖ，θＩ的共轭状态．
由 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ极大值原理，求解的推力矢量

方向ｕ（ｔ）应使Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ达到极大，可得
ｕ（ｔ）＝λｖ／‖λｖ‖． （４）

　　可见，速度共轭矢量λｖ的方向可以决定最优
推力方向．

系统协状态方程如下：

λｘ ＝－（ｆ
Ｔ（Ｘ，Ｖ，θＩ）／ｘ）λｖ，

λｖ ＝－λｘ－（ｆ
Ｔ（Ｘ，Ｖ，θＩ）／ｖ）λｖ，

λθＩ ＝－（ｆ
Ｔ（Ｘ，Ｖ，θＩ）／θＩ）λｖ－（ωＩ／θＩ）λθＩ

{
．

（５）
　　如果已知θ（ｔ０），θＩ（ｔ０），λｘ（ｔ０），λｖ（ｔ０），λθＩ（ｔ０），
则最优推力矢量方向ｕ（ｔ）就可以唯一确定，因此只
需求解参数优化问题即可解决上述最优控制问题．

４　横截条件与迭代变量的选择
前一节指出，需要确定５个参数即可求出最

优推力方向，其中 θ（ｔ０），θＩ（ｔ０）具有实际的物理
意义，但是另外３个参量没有实际意义，很难猜
测初始值，这是 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ极大值原理固有的缺
陷，下面将给出在本文背景下解决此缺陷的方法．

由前文可知，只要已知ｘ，θＩ，另外的初始状态
就可以确定，因此这些初始状态并不是相互独立

的，还应存在３个约束条件．由式（２），Δα可表示
为θＩ和ｘ的函数，从式（１）和（２）可以得出３个初
始状态约束条件：

ｇ１ ＝ ｘ２＋（Ｒ－ｙ）槡
２ －ｘｅｓｉｎσ＋

　　　（Ｒ－ｙ）ｅｃｏｓσ－ｐ＝０，

·６１· 哈　尔　滨　工　业　大　学　学　报　　　　　　　　　　　　　第４５卷　



ｇ２ ＝ｘ－（ｈ／ｐ）ｃｏｓΔα＋（Ｒ－ｙ）ωＩ－
　　　（ｈ／ｐ）ｅｃｏｓσ＝０，

ｇ３＝ｙ－（ｈ／ｐ）ｓｉｎΔα＋ｘωＩ＋（ｈ／ｐ）ｅｓｉｎσ－
　　　（ｈＩ／ｐＩ）ｅＩｓｉｎθＩ＝０．
终端条件为

Ｘ（ｔｆ）＝０，

Ｖ（ｔｆ）＝０，

θＩ（ｔｆ）任意
{

．

（６）

　　由上述条件，根据变分法原理，可以得到共轭
协状态的初始和终端条件为

λｘ（ｔ０）＝∑
３

ｉ＝１

ｇｉ
ｘ
ｋｉ，

λｖ（ｔ０）＝∑
３

ｉ＝１

ｇｉ
ｖ
ｋｉ＝［ｋ２　ｋ３］

Ｔ，

λθＩ（ｔ０）＝∑
３

ｉ＝１

ｇｉ
θＩ
ｋｉ，

λθＩ（ｔｆ）＝０















．

（７）

其中ｋ１，ｋ２，ｋ３为待定拉格朗日乘子．则共轭变量
初值的猜测可转化为对拉格朗日乘子初值的猜

测，但这些变量初值仍然难以猜测，所以要进一步

分析．
由式（４）、（７）可以看出，ｋ２，ｋ３与初始推力方

向有如下关系：

［ｋ２，ｋ３］
Ｔ ＝‖λｖ（ｔ０）‖Ｕ．

　　如用推力仰角φ表示Ｕ（规定推力方向与ｏｙ
轴成锐角时为负），则

Ｕ＝［ｃｏｓφ －ｓｉｎφ］Ｔ．
　　如果不考虑质量变化，由极大值原理，在初
始时刻应有‖λｖ（ｔ０）‖ ＝１，实验证实，考虑质量
变化时将有较小的变化，一般不超过 ±１，所以
‖λｖ（ｔ０）‖和具有物理意义的推力仰角初值φ可
以代替ｋ２，ｋ３作为迭代初值．

由式（５）可得

λｖ（ｔ０）＝－λｘ（ｔ０）＋
０ ２ωＩ
－２ωＩ[ ]０ λｖ（ｔ０）．

　　由于ωＩ的数值比较小，代入协状态的表达式
可以发现，推力方向变化率的初始值主要由 ｋ１决
定，一般来说，希望推力方向（与 λｖ（ｔ０）有关）变
化较平稳，所以可取ｋ１≈０作为初始猜测．

综上所述，迭代变量的初始猜测值可选择为

θ（ｔ０），θＩ（ｔ０），φ，‖λｖ（ｔ０）‖和ｋ１．
在最优轨迹末端，哈密顿函数应满足：Ｈ（ｔｆ）＝

０，由式（３）、（６）、（７）可得到‖λｖ（ｔｆ）‖ ＝１．至此可
以看出，５个迭代变量有３个是具有实际意义的
量，另外两个可以有较为确定的猜测值，为迭代算

法的收敛性打下了良好的基础．

５　仿真算例分析
考虑火星探测器初始质量为 ５００ｋｇ，携带

４９０Ｎ发动机一台，比冲为２９０ｓ．假设探测器预
定工作轨道为一共面椭圆轨道，近火点高度为

３００ｋｍ，偏心率为 ０５．迭代初值选择如表 １所
示．

表１　迭代初值选择

项目 θ／（°） θＩ／（°）‖λｖ（ｔ０）‖ ｋ１ φ／（°）

初值 －３５ －２５ １５ ００００２ １８０

　　使用牛顿迭代法进行迭代计算，迭代９次后
结果收敛，迭代残差γ＝Ｘ２ｆ＋Ｖ

２
ｆ（虚拟卫星相对

真实卫星终端位置、速度的平方和，理想情况为残

差等于零）的变化规律如图２所示．
!"#

!##

"#

#

! " # $ % & ' ( $

!"#$%!

!
"
%
&

图２　迭代残差变化

　　迭代最终结果显示，发动机工作１２５３ｓ，探
测器质量ｍ，真近角θ，虚拟卫星真近角θＩ，探测器
轨道偏心率ｅ和近火点高度 Ｈｐ的计算结果列于
表２．

表２　计算结果

项目 θ／（°） θＩ／（°） ｅ Ｈｐ／ｋｍ ｍ／ｋｇ

初值 －３６３５９ －２３２７７ １７５８５ ３０００００ ５０００００

终值 　５１９１９　５１９１９ ０４９９９ ３０００１１ ２８５３１９

　　真实卫星与虚拟卫星的终端位置误差为
０３７ｍ，速度误差约为１０－３ｍ／ｓ．可见，使用本文
中的算法可以达到将探测器一次精确送入工作轨

道的目的．推力仰角随时间的变化规律如图３所
示，探测器与虚拟卫星在惯性系下的轨迹如图４
所示．
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图３　推力仰角变化规律

·７１·第１期 刘癑，等：利用虚拟卫星法求解火星探测器近火点制动策略



!"#$

%&'()

%&*+,-$

./0"()

./0"+,-$

!! """

# """

"

$% """

$! """

" & '"" % """ ( )"" ! """

!*+,

"

*

+

,

图４　探测器飞行轨迹

　　由图３可以看到，发动机推力仰角随时间的
变化近似为线性的，变轨过程中姿态控制比较容

易．由图４可以看到，探测器在最优推力的控制
下，其轨迹最终与虚拟卫星轨迹重合，两者实现了

软交会，即完成了精确入轨过程．
综上所述，利用虚拟卫星法求解火星探测器

近火点制动推力策略是可行的．在实际计算过程
中，如果考虑各种摄动因素，如大型天体引力摄

动，火星非球形摄动等，结果的收敛性也很好，迭

代均能在１０次以内收敛，说明该方法对于模型的
误差有一定的鲁棒性．但是，此方法仍然有局限
性．例如，由于假设发动机一直开机，所以一般情
况下，该方法只能处理１次入轨的情况，若要处理
多次入轨的情况，则需要设定一些过渡轨道，多次

变轨，其间分别使用虚拟卫星方法；另外，虚拟卫

星方法的收敛性与发动机推进效果相关，若换装

更小推力的发动机，或者增加飞行器的初始质量，

则会导致制动时间增加、收敛范围变小．经大量仿
真验证，对于本文中所使用的４９０Ｎ发动机，虚拟
卫星方法可以满足初始质量在１２００ｋｇ以内的飞
行器进行近火点制动，且迭代收敛性较好．

５　结　论
本文利用虚拟卫星法设计火星探测器近火点

制动的最优推力方向策略．采用 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ极大
值原理求取燃料最优指标下的最优推力方向，并

且给出了协状态的选择方法以使迭代易于收敛．
通过优化的制动策略使真实卫星与虚拟卫星实现

“软交会”，达到精确制动入轨的目的．所选用的
虚拟卫星方法收敛性好，对模型具有一定的鲁棒

性，对迭代初值不敏感，可以适用于一般的常规推

力近心点制动任务．
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