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飞行器姿态确定的四元数约束滤波算法
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摘　要：单位四元数作为姿态描述参数具有全局非奇异、运动学方程线性的优点，但其归一化约束必须精确保持．针对
这一问题，提出一种飞行器姿态确定的非线性约束滤波算法．首先，通过比较四元数先验和后验估计值的范数大小，证明
乘性扩展卡尔曼滤波算法难以获得姿态最优约束解．然后，将ＱＵＥＳＴ算法与乘性卡尔曼滤波算法有效结合起来，建立一
个广义的二次约束优化目标函数；状态预测阶段利用姿态及其方差传播模型来修正目标损失函数，测量更新阶段则通

过求解特征值／特征矢量问题，全局显性保持了四元数的归一化约束，避免了扩展卡尔曼滤波的局部线性化近似．数学仿
真对所提出算法的精度、稳定性和收敛性能进行了验证，并与乘性扩展卡尔曼滤波算法进行了比较．
关键词：姿态估计；四元数归一化；乘性扩展卡尔曼滤波；约束估计

中图分类号：Ｖ４４８２２ 文献标志码：Ａ 文章编号：０３６７－６２３４（２０１３）０１－００３５－０６

Ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｆｉｌｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｓｐａｃｅｃｒａｆｔａｔｔｉｔｕｄｅｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ

ＬＩＪｉａｎｇｕｏ１，２，ＣＵＩＨｕｔａｏ１，ＴＩＡＮＹａｎｇ１

（１．ＤｅｅｐＳｐａｃｅＥｘｐｌｏｒａｔｉｏｎＲｅｓｅａｒｃｈＣｅｎｔｅｒ，ＨａｒｂｉｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，１５００８０Ｈａｒｂｉｎ，Ｃｈｉｎａ；
２．Ｕｎｉｔ６１３４５ｏｆＰＬＡ，７１０１００Ｘｉ’ａｎ，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａｍａｊｏｒａｄｖａｎｃｅｏｆｕｓｉｎｇｔｈｅｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｔｏｄｅｓｃｒｉｂｅｂｏｄｙｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｉｓｔｈａｔｔｈｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｅｑｕａｔｉｏｎ
ｉｓｌｉｎｅａｒａｎｄｔｈｅｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｉｓａｌｓｏｇｌｏｂａｌｌｙｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅａｌｇｅｂｒａｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｏｆｕｎｉｔｎｏｒｍｎｅｅｄｓ
ｔｏｂｅｍａｉｎｔａｉｎｅｄ．Ａｎｉｍｐｒｏｖｅｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｆｉｌｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄｆｏｒｔｈｅｓｐａｃｅｃｒａｆｔａｔｔｉｔｕｄｅ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓｕｂｊｅｃｔｔｏａｕｎｉｔｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｎｏｒｍｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ．Ｆｉｒｓｔ，ｂｙｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｈｅｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｎｏｒｍｏｆａ
ｐｒｉｏｒｉａｎｄａｐｏｓｔｅｒｉｏｒｉｅｓｔｉｍａｔｅ，ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅＭｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒｃａｎｎｏｔｇａｉｎｔｈｅ
ｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｕｎｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ．Ｔｈｅｎ，ａｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｑｕａｄｒａｔｉｃａｌｌｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｂｊｅｃｔ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄｂｙｅｆｆｅｃｔｉｖｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｏｆＱＵＥＳＴａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄＭｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ．Ｄｕｒｉｎｇ
ｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇｓｔａｔｅ，ｔｈｅａｔｔｉｔｕｄｅａｎｄｉｔｓｃｏｖａｒｉａｎｃｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｓａｒｅｕｓｅｄｔｏｍｏｄｉｆｙｔｈｅｃｏｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎ．
Ｄｕｒｉｎｇｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｕｐｄａｔｅｐｈａｓｅ，ｔｈｅｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎｉｓｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙｍａｉｎｔａｉｎｅｄｉｎａｇｌｏｂａｌｌｙ
ｏｐｔｉｍａｌｍａｎｎｅｒｂｙｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｐｒｏｂｌｅｍａｎｄｔｈｅｒｅｆｏｒｅｔｈｅｌｏｃａｌｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｉｓａｖｏｉｄｅｄ．
ＣｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅＭｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓｔｈｅ
ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ，ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ａｔｔｉｔｕｄｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ；ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎ；ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｅｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ；ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

收稿日期：２０１２－０２－０９．
基金项目：国家自然科学基金资助项目 （６１１７４２０１）；

国家重点基础研究发展计划资助项目（２０１２ＣＢ７２００００）．
作者简介：李建国（１９８４—），男，博士研究生；

崔祜涛（１９７０—），男，教授，博士生导师．
通信作者：崔祜涛，ｃｈｔ＠ａｓｔｒｏ．ｈｉｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．

　　姿态估计在过去二十年一直是学者们研究和
讨论的焦点［１］．被广泛的关注是源于姿态描述不

是１个矢量空间，需要利用冗余来避免奇异性和
不连续．四元数作为全局非奇异最小维数姿态描
述形式，在姿态估计问题中得到了广泛的应

用［２－３］．由于四元数的冗余性，要想获得精确的姿
态估计，单位归一化约束必须精确保持．Ｓｈｕｓｔｅｒ
通过理论分析指出没有正确考虑归一化约束的四

元数姿态估计是没有物理意义的［４］．文献［５］分
析了归一化约束的保持对于提高姿态估计精度和



改善滤波收敛特性的重要性．
基于矢量观测的姿态四元数估计算法可以分

为两大类：以 ＱＵＥＳＴ（ＱｕａｔｅｒｎｉｏｎＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ）算
法［６］为代表的批处理和以乘性扩展卡尔曼滤波

（ＭｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＭＥＫＦ）算
法［７］为代表的实时递推处理．通过使用三维姿态
参数描述四元数局部姿态误差，ＭＥＫＦ隐含地解
决了四元数归一化约束条件．但四元数归一化约
束本质上是１个非线性转换问题，局部线性化近
似处理难以获得最优约束估计值．借助于这种乘
性姿态误差描述的思想，Ｃｒａｓｓｉｄｉｓ［８］和 Ｃｈｅｎｇ［９］将
无迹卡尔曼滤波（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＵＫＦ）
和粒子滤波（Ｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒ，ＰＦ）应用到飞行器姿
态估计问题中，保持了四元数归一化约束，提高了

姿态估计精度，文献［１０］则提出了基于 ＰＦ和
ＵＫＦ联合滤波的卫星姿态估计算法，进一步提高
了卫星姿态四元数估计精度．但 ＵＫＦ和 ＰＦ均需
要计算样本点的加权平均值作为最终的四元数估

计值，简单的代数加权平均并不能保证严格归

一化．
标准的ＭＥＫＦ、ＵＫＦ及ＰＦ等均为无约束滤波

算法，并没有考虑状态约束条件或者对其进行隐

含处理．ＱＵＥＳＴ算法通过解一个特征值／特征矢
量问题，可以得到 Ｗａｈｂａ问题［１１］的精确解析解，

同时也显性的保持了四元数的全局归一化约束，

但批处理算法固有的缺陷使其应用范围有限．
Ｓｈｕｓｔｅｒ和ＢａｒＩｔｚｈａｃｋ分别提出了可进行递推估
计的滤波 ＱＵＥＳＴ算法［６］和 ＲＥＱＵＥＳＴ（Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ
ＱＵＥＳＴ）算法［１２］，但二者都仅能取得次优姿态估

计值．Ｃｈｏｕｋｒｏｕｎ将最新姿态测量值和姿态预测值
在Ｗａｈｂａ问题框架内最优融合起来，提出了最优
ＲＥＱＵＥＳＴ算法［１３］．上述基于 ＱＵＥＳＴ的改进算法
都只能估计姿态参数，而不能估计其他系统参数．

Ｐｓｉａｋｉ［１４］将ＱＵＥＳＴ算法进行了扩展，提出基
于平方根信息滤波的姿态确定滤波算法，可以估

计姿态参数和其他系统参数（如陀螺漂移），但其

采用加性四元数描述姿态误差，使得方差矩阵不

再具有实际物理意义，而且测量更新段需要更复

杂的算法来求解二次规划问题．基于这种思想，本
文充分利用ＱＵＥＳＴ算法和乘性姿态估计算法的
优势，提出了一种扩展 ＱＵＥＳＴ约束滤波算法，不
仅显性的保持四元数归一化约束，而且在测量更

新过程中不需要线性化，对测量函数非线性不敏

感，适合飞行器大角度机动飞行．

１　乘性四元数估计算法
设飞行器体坐标系相对于惯性参考坐标系的

姿态四元数为 珔ｑ＝ ｑ ｑ[ ]４
Ｔ∈ Ｓ３，满足归一化

约束

‖珔ｑ‖２ ＝‖ｑ‖２＋ｑ２４ ＝１．
　　四元数对应的姿态矩阵为
Ａ（珔ｑ）＝（ｑ２４－ｑ

Ｔｑ）Ｉ３×３＋２ｑｑ
Ｔ－２ｑ４［ｑ×］．

式中［ｑ×］是叉乘矩阵．
单位四元数ｑ′与珔ｑ之间的乘积定义为

ｑ′珔ｑ＝
ｑ′４ｑ＋ｑ４ｑ′－ｑ′×ｑ

ｑ′４ｑ４－ｑ′·[ ]ｑ
．

　　由于在滤波算法的状态传播阶段，状态方程
足够保持四元数的归一化约束；测量更新过程中

的线性化近似和舍入误差的积累使得归一化约束

不再保持．因此ＭＥＫＦ的基本思想是在状态传播
阶段使用四元数提供全局非奇异姿态描述，测量

更新阶段则估计三维姿态误差，然后对四元数预

测值进行校正．其中四元数估计误差定义为估计
值珔ｑ＾到真值珔ｑ的旋转四元数

δ珔ｑ＝珔ｑ（珔ｑ＾）－１．
　　由于误差四元数对应于小的姿态旋转，所以
它的第四个分量δｑ４→１，姿态信息主要包含在四
元数的矢量部分δｑ，

δ珔ｑ δｑ[ ]１ ．
　　通过将姿态信息在三维姿态参数和四元数之
间的转换，保持了四元数归一化约束，且姿态估计

误差方差矩阵具有实际的物理意义．但是四元数
归一化约束属于一个非线性约束变换，ＭＥＫＦ需
要对测量方程进行一阶线性化近似处理，不能保

证全局最优．
考虑ｋ时刻的四元数测量更新值为

珔ｑ＋^ｋ ＝δ珔ｑ
＋^
ｋ珔ｑ

－^
ｋ．

根据四元数乘积定义，它的范数可表示为

‖珔ｑ＋^ｋ‖
２ ＝（珔ｑ－^ｋ）

Ｔ珔ｑ－^ｋ ＋（珔ｑ
－^
ｋ δ^ｑ

＋
ｋ）
Ｔ珔ｑ－^ｋ δ^ｑ

＋
ｋ ＝

‖珔ｑ－^ｋ‖
２＋‖珔ｑ－^ｋ‖

２‖δ^ｑ＋ｋ‖
２．

如果四元数先验估计值为单位四元数，即

‖珔ｑ－^ｋ‖
２ ＝１，则

‖珔ｑ＋^ｋ‖
２ ＞１．

而且由于系统模型能够保持状态传播阶段范数不

变，因此随着估计过程的不断递推，四元数估计值

范数会不断增加，可能导致滤波发散．

２　基于约束滤波的姿态四元数估计算法
２１　滤波问题描述

ＱＵＥＳＴ算法是基于对 Ｗａｈｂａ问题的四元数
求解．Ｗａｈｂａ问题可以描述为：给定一系列在惯性
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参考坐标系中已知的单位矢量ｒｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ；
相应的飞行器体坐标系中的测量值 ｂｉ，ｉ＝１，２，
…，ｍ；以及测量权值σｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ；求解 珔ｑ使
损失函数达到最小值

ＪＱＵＥＳＴ（珔ｑ）＝
１
２∑

ｍ

ｉ＝１

１
σ２ｉ
［ｂｉ－Ａ（珔ｑ）ｒｉ］

Ｔ［ｂｉ－Ａ（珔ｑ）ｒｉ］．

（１）
将式（１）中的损失函数化解为珔ｑ的二次型函数

ＪＱＵＥＳＴ（珔ｑ）＝∑
ｍ

ｉ＝１

１
σ２ｉ
＋１２珔ｑ

ＴＫ珔ｑ． （２）

其中

Ｋ＝∑
ｍ

ｉ＝１

２
σ２ｉ

Ｉ（ｂＴｉｒｉ）－ｒｉｂ
Ｔ
ｉ－ｂｉｒ

Ｔ
ｉ －ｂｉ×ｒｉ

－（ｂｉ×ｒｉ）
Ｔ －ｂＴｉｒ

[ ]
ｉ

．

由于矩阵 Ｋ包括了所有的矢量测量信息，因
此称其为测量信息矩阵．

考虑到四元数归一化约束条件珔ｑＴ珔ｑ＝１，引入
拉格朗日乘子λ／２得到新的损失函数

ＪＱＵＥＳＴ（珔ｑ，λ）＝∑
ｍ

ｉ＝１

１
σ２ｉ
＋１２珔ｑ

ＴＫ珔ｑ＋λ２（珔ｑ
Ｔ珔ｑ－１）．

（３）
对式（３）求偏导数可得

Ｋ珔ｑ＝－λ珔ｑ． （４）
将式（４）代入式（２）得到

ＪＱＵＥＳＴ（珔ｑ）＝∑
ｍ

ｉ＝１

１
σ２ｉ
－１２λ．

　　因此最优姿态四元数对应着矩阵 Ｋ的最小
特征值．通过求解上述的特征值／特征矢量问题，
ＱＵＥＳＴ算法可以获得精确的四元数解析解，更重
要的是可以全局显性保持四元数的归一化约束．
但它属于批处理算法，且不能估计姿态外的其他

系统参数．姿态估计算法具有的特性如下：１）保
持ＱＵＥＳＴ算法对四元数归一化的显性约束；２）损
失函数能够包含角速度、陀螺偏差等参数；３）能
够对状态参数进行实时序贯估计．为使姿态估计
算法具有如上特性，在扩展 ＱＵＥＳＴ算法［１５］基础

上，对式（１）中的损失函数进行相应的修正：

　Ｊ＝０．５∑
ｍ（ｋ）

ｉ＝１

１
σ２ｉ（ｋ）
［ｂｉ（ｋ） －Ａ（珔ｑｋ）ｒｉ（ｋ）］

Ｔ［ｂｉ（ｋ） －

Ａ（珔ｑｋ）ｒｉ（ｋ）］＋０．５（ｘｋ－１－
ｘ^ｋ－１）

Ｔ（Ｐｋ－１）
－１（ｘｋ－１－ｘ^ｋ－１）．

状态约束条件为

珔ｑｋ ＝Φ［ｔｋ，ｔｋ－１；珔ｑｋ－１，β１，ｗｋ－１］珔ｑｋ－１， （５）
βｋ ＝ｆｋ［ｔｋ，ｔｋ－１；珔ｑｋ－１，βｋ－１，ｗｋ－１］， （６）

珔ｑＴｋ珔ｑｋ ＝１． （７）
式中：ｘ＝［珔ｑＴ，βＴ］Ｔ；β是陀螺漂移；ｗ是过程噪声
矢量．^ｘｋ－１是ｋ－１时刻的后验状态估计值，Ｐｋ－１是

ｋ－１时刻的状态误差方差矩阵．ｂｉ（ｋ）是ｋ时刻测
得的飞行器体坐标系中单位视线矢量，ｒｉ（ｋ）是已
知的惯性参考坐标系中单位矢量．方程（５）和（６）
表示系统离散化动力学模型，与方程（７）组成了
系统的３个约束方程．这样，约束滤波算法就是建
立在求解珔ｑ和β使得满足约束方程的损失函数最
小化基础之上．
２２　状态及其方差矩阵传播

四元数运动学微分方程可表示为

珔ｑ· ＝１２Ω（ω）珔ｑ＝
１
２
－［ω×］ ω
－ωＴ

[ ]０珔ｑ．
式中：ω是角速度矢量，采用陀螺来测量角速度．
陀螺测量模型可表示为

珟ωｒｇ＝［Ｉ３×３＋Ｓｒｇ＋Γｒｇ］（ω＋β＋ｗａ）．
式中：Ｓｒｇ是比例因子误差矩阵；Γｒｇ是未对准误差
矩阵；珟ωｒｇ是陀螺测量输出值；ｗａ是零均值白噪
声，构成了过程噪声矢量ｗ的前三项．为了简化模
型，假设Ｓｒｇ和Γｒｇ均为零矩阵．

由于矩阵Ω随自变量线性变化，通过引入矩
阵Ξ，四元数运动微分方程可以表示为

珔ｑ· ＝０．５Ω（珟ωｒｇ－β）珔ｑ－０．５Ξ（珔ｑ）ｗａ．
其中

Ξ（珔ｑ）＝

　ｑ４ －ｑ３ 　ｑ２
　ｑ３ 　ｑ４ －ｑ１
－ｑ２ 　ｑ１ 　ｑ４
－ｑ１ －ｑ２ －ｑ













３

．

　　陀螺漂移可建模为随机游走
β· ＝ｗｂ．

式中ｗｂ是零均值白噪声，构成了过程噪声矢量ｗ
的后三项．则状态传播微分方程为

珔ｑ＾
·

＝０．５Ω（珟ωｒｇ－β
＾
）ｑ－^，

β＾
·

＝０．
　　由于损失函数中包含有方差矩阵的逆，由
Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵的定义可知

Ｐ－１ｘｘ≈Ｆｘｘ ＝
２Ｊ（ｘ）
ｘｘ

．

　　由于归一化约束使得四元数各分量之间不是
相互独立，使其不适合用来定义Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵，
因此采用三维姿态参数来描述姿态误差和姿态估

计误差方差矩阵．为了使其与实际的小角度误差
旋转角一致，姿态误差 ａ定义为罗德里格参数
的二倍：

ａ＝２δｑ
δｑ４

＝２ｅｔａｎ（／２）． （８）

因此状态误差矢量定义为
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δｘ＝
ａ
δ[ ]β．

方差矩阵定义为

Ｐ（ｔ）＝Ｅ｛δｘδＴｘ｝＝
Ｐａａ Ｐａβ
Ｐβａ Ｐ[ ]

ββ

．

　　经过一系列数学推导可得到状态误差方程
δｘ＝Ｆ（ｔ）δｘ＋Ｇ（ｔ）ｗ．

式中：

Ｆ（ｔ）＝
－［（珟ωｒｇ－β

＾
）×］ －Ｉ３×３

０３×３ 　０３×
[ ]

３

，

Ｇ（ｔ）＝
－Ｉ３×３ ０３×３
　０３×３ Ｉ３×[ ]

３

，

ｗ＝
ｗａ
ｗ[ ]
ｂ

．

则状态误差方差矩阵的传播方程为

Ｐ（ｔ）＝Ｆ（ｔ）Ｐ（ｔ）＋Ｐ（ｔ）ＦＴ（ｔ）＋Ｇ（ｔ）Ｑ（ｔ）ＧＴ（ｔ）．
式中：

Ｑ（ｔ）＝Ｅ［ｗ（ｔ）ｗＴ（ｔ）］．
　　利用状态及方差传播方程可以获得ｋ时刻的
状态先验估计值 ｑ^－ｋ和β

－^
ｋ，以及ｋ时刻的状态误差

方差矩阵预测值Ｐ－ｋ，然后使用获得的状态传播值
修正损失函数

Ｊ＝∑
ｍ（ｋ）

ｉ＝１

１
σ２ｉ（ｋ）

＋１２珔ｑ
Ｔ
ｋＫ

ｍ
ｋ珔ｑｋ＋０．５ａ

Ｔ
ｋＦ

－
ａａ（ｋ）ａｋ＋

ａＴｋＦ
－
ａβ（ｋ）δβｋ＋０．５δβ

Ｔ
ｋＦ

－
ββ（ｋ）δβｋ． （９）

式中：

Ｆ－ｋ ＝
Ｆ－ａａ（ｋ） Ｆ－ａβ（ｋ）
Ｆ－βａ（ｋ） Ｆ－ββ（ｋ

[ ]
）

．

２３　测量更新
由式（９）可看出，姿态测量信息由测量矩阵

Ｋｍｋ描述，包含在目标函数的前半部分；姿态先验
信息由姿态误差 ａｋ和方差矩阵 Ｆ

－
ａａ（ｋ）描述，包含

在目标函数的后半部分，且姿态信息由两种不同

的参数描述．因此需要进一步的简化目标函数，将
不同的姿态描述形式统一起来．

由式（８）中姿态误差的定义可知
珔ｑ＝δ珔ｑ（ａ）珔ｑ＾珔ｑ＾＋０．５Ξ（珔ｑ＾）ａ．

　　因此式（２）中所描述的四元数损失函数可转
化ａｋ的损失函数：

ＪＱＵＥＳＴ（珔ｑ）＝∑
ｍ

ｉ＝１

１
σ２ｉ
＋珔ｑＴ^Ｋ珔ｑ＾＋ａＴΞＴ（珔ｑ－^）珔ｑ＾Ｋ＋

１
４ａ

ＴΞＴ（珔ｑ－^）ＫΞ（珔ｑ－^）ａ． （１０）

其中Ξ（珔ｑ－^）具有如下特性：

ΞＴ（珔ｑ－^）珔ｑ＾ ＝０，　ΞＴ（珔ｑ－^）Ξ（珔ｑ－^）＝Ｉ３×３．
　　所以对式（１０）求二阶偏导数可得

Ｐ－１ａａ ＝
２Ｊ
ａａ

＝０．５Ｋ－．

　　这样将姿态的先验信息和测量信息之间建立
了直接联系．再由矩阵逆的定义可知

Ｐ－１ａａ ＝Ｆａａ－ＦａβＦ
－１
ββＦβａ．

经过等式变换可得

０．５ａＴｋＦ
－
ａａ（ｋ）ａｋ ＝

１
４ａ

Ｔ
ｋＫ

－ａｋ＋０．５ａ
Ｔ
ｋＦａβＦ

－１
ββＦβａａｋ．

（１１）
　　为了将姿态信息由三维姿态参数转换到四元
数，对四元数乘积进行等式变换：

ａ／２[ ]１ ＝δ珔ｑ（ａ）＝珔ｑ（珔ｑ－^）－１ ＝
ｑ
ｑ[ ]
４


－ｑ^－

　ｑ^－[ ]
４

＝

ｑ^－４Ｉ３×３－［^ｑ
－×］ －ｑ^－

（^ｑ－）Ｔ 　ｑ^－[ ]
４

珔ｑ．

因此可得到ａ的表达式为
ａ＝２ΞΤ（珔ｑ＾）珔ｑ． （１２）

　　将式（１１）和式（１２）代入式（９）中并消去与
优化结果无关的常数项，可得到 珔ｑ和 β的损失
函数

Ｊ（珋ｑ，β）＝２珋ｑＴｋΞ（珋ｑ
－^
ｋ）Ｆ

－
ａβ（ｋ）（Ｆ

－
ββ（ｋ））

－１Ｆ－ωａ（ｋ）Ξ
Τ（珋ｑ－^ｋ）珋ｑｋ－

珋ｑＴｋ（Ｋ
ｍ
ｋ ＋Ｋ－ｋ）珋ｑｋ＋２珋ｑ

Ｔ
ｋΞ（珋ｑ

－^
ｋ）Ｆ

－
ａβ（ｋ）δβｋ＋

０．５δβＴｋＦ
－
ββ（ｋ）δβｋ．

然后借助于拉格朗日乘子 λ，将四元数归一化约
束条件引入到目标损失函数中：

Ｊ（珋ｑ，β，λ）＝２珋ｑＴｋΞ（珋ｑ
－^
ｋ）Ｆ

－
ａβ（ｋ）（Ｆ

－
ββ（ｋ））

－１Ｆ－ωａ（ｋ）Ξ
Τ（珋ｑ－^ｋ）珋ｑｋ－

　珋ｑＴｋ（Ｋ
ｍ
ｋ ＋Ｋ－ｋ）珋ｑｋ＋２珋ｑ

Ｔ
ｋΞ（珋ｑ

－^
ｋ）Ｆ

－
ａβ（ｋ）δβｋ＋０．５δβ

Ｔ
ｋＦ

－
ββ（ｋ）δβｋ＋

　λ（珔ｑＴｋ珔ｑｋ－１）． （１３）
由于δβｋ与约束条件无关，因此基于优化的

必要性条件Ｊ（珔ｑ，β，λ）／β＝０，求解结果为
δβｋ ＝－２（Ｆ

－
ββ（ｋ））

－１Ｆ－βａ（ｋ）Ξ
Τ（珔ｑ－^ｋ）珔ｑｋ．（１４）

将式（１４）代入式（１３），并对珔ｑ进行优化可得
－珔ｑＴｋＫ

＋
ｋ ＋λ珔ｑＴｋ ＝０． （１５）

式中：Ｋ＋ｋ ＝Ｋｍｋ ＋Ｋ－ｋ．
通过ＱＵＥＳＴ算法求得姿态四元数估计更新

值 ｑ^＋ｋ，然后将其带入式（１５）可求得陀螺偏差估

计更新值β＋^ｋ：

β＋^ｋ ＝β
－^
ｋ －２（Ｆ

－
ββ（ｋ））

－１Ｆ－βａ（ｋ）Ξ
Τ（珔ｑ－^ｋ）珔ｑ

＾
ｋ．

　　从上述求解过程可以看出，通过直接求解二
次约束损失函数，避免了在更新过程中对测量方

程进行线性化近似处理，全局显性保证了四元数

归一化约束．
整个滤波算法流程如图１所示．
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图１　姿态估计算法流程

３　仿真分析
３１　仿真条件

所提到的四元数约束滤波算法相比没有利用

约束条件的ＭＥＫＦ算法而言，应该具有更高的精
度和更快的收敛速度，为了验证算法的优越性，进

行数学仿真分析．假设星敏感器视场角为 ５°×
５°，视轴指向天顶方向，测量周期为２ｓ，测量精度
为１０″．在每个采样周期，星敏感器的量测量为视
场内随机产生的单位视线矢量．然后使用飞行器
姿态真实值产生惯性单位方向矢量 ｒｉ（ｋ），在随机
产生的单位方向矢量上增加标准差为１０″的高斯
分布白噪声可以得到ｂｉ（ｋ）．

速率陀螺测量白噪声强度为 ００２（°）／ｈ１／２，
偏差漂移白噪声强度为０１（°）／ｈ３／２，采样周期为
０１ｓ．由于星敏感器和速率陀螺采样周期的不
同，每隔２０个陀螺采样周期，ｍｋ变化一次．
３２　结果与分析

在上述仿真条件下，比较不同情况下扩展

ＱＵＥＳＴ约束滤波算法和 ＭＥＫＦ算法的姿态估计
结果．姿态四元数初值为珔ｑ０＝［０　０　０　１］

Ｔ，陀

螺偏差漂移初值为β０ ＝［１　１　１］
Ｔ（°）／ｈ．

首先，对比了初始估计误差较小时的滤波算

法性能．初始姿态误差选取为７°，初始陀螺偏差
漂移误差选取为５（°）／ｈ．仿真结果分别如图２和
图３所示，图中给出的是仿真１００次后的估计误
差平均值．从图中可以看出扩展ＱＵＥＳＴ四元数约
束滤波算法具有很好的收敛性能，且估计精度也

要比ＭＥＫＦ算法高．
　　在初始姿态估计误差比较大时，ＭＥＫＦ算法

的姿态估计精度会明显下降，且收敛速度很慢．为
了确定扩展ＱＵＥＳＴ约束滤波算法在此条件下能
否达到较好的收敛性能和较高的估计精度．图４
和图５给出了仿真结果．为了使性能对比更加明
显，初始姿态误差选取为１７０°，初始陀螺偏差漂
移误差选取为 １８０（°）／ｈ．由仿真结果可知，ＥＫＦ
滤波算法不仅估计精度很低，而且无法收敛于真

值，但是扩展ＱＵＥＳＴ约束滤波算法却能保证良好
的滤波性能．姿态估计误差在５００ｓ之后就能降
为５°，陀螺偏差漂移误差在一个轨道周期之后降
为４（°）／ｈ，能够满足实际应用的实时性和高精度
的要求．
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图５　初值偏差大时陀螺偏差估计误差比较

　　通过仿真还可以发现，在较大初始估计误差
存在时，ＥＫＦ对滤波参数的变化很敏感，当改变
初始先验状态误差方差阵或陀螺白噪声误差强度

时，ＥＫＦ滤波算法的性能会发生很大改变，而扩
展ＱＵＥＳＴ约束滤波算法对这种变化具有很好的
鲁棒性．但是扩展ＱＵＥＳＴ约束滤波算法的性能是
以加大运算量为代价的，如何简化算法复杂程度

是需要关注的问题．

４　结　论
本文提出一种基于扩展 ＱＵＥＳＴ算法的四元

数约束滤波算法．该算法将ＱＵＥＳＴ批处理算法和
序贯滤波思想有效结合起来，通过求解二次约束

二次优化问题，不但全局显性的保持了四元数归

一化约束，而且避免了测量更新阶段的局部线性

化近似，增强了滤波算法对初值不确定的鲁棒性，

对提高飞行任务的自主性有很大优势．通过数学
仿真分析，该算法在精度、稳定性和滤波收敛性等

方面的良好性能得到了验证．
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