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排列互比法角度偏差检定序列的可辨识性

任顺清，鲁金瑞，赵洪波，尹小恰

（哈尔滨工业大学 空间控制与惯性技术研究中心，１５０００１哈尔滨）

摘　要：为了解决棱体－多齿分度台排列互比法的部分序列组合，检定它们的偏差的可辨识性问题，分别针对素数面棱
体和合数面棱体的检定序列的选定方法进行了研究．首先研究了素数面棱体检定的序列问题，得出了素数面棱体检定
的任意两个或两个以上的序列组合都能检定出齿盘偏差与棱体偏差的结论．其次对于合数面棱体，研究了序列组合时
偏差向量的可辨识问题，得出了两个序列号的差值为棱体面数的公因子或公因子的倍数时，偏差向量是不可辨识的．然
后选择多个序列进行组合的选定原则进行了研究．针对正２３、２４面棱体的实测数据，对检定精度的评估问题进行了研
究，并通过理论计算和实测数据计算了辨识的偏差的标准差，实验表明实际统计计算标准差时，量测的数量应大于辨识

的偏差数量的４倍以上，统计计算的标准差才有效．
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　　多面棱体在测角系统角位置误差的检定中有
着广泛的应用［１］，棱体在使用时，主要由它的检

定精度来决定，一般采用排列互比法检定棱体和

多齿分度台的精度，国内标准［２－３］和相关文献

［４－６］给出了具体的检定方法，文献［７］给出了

排列互比法的递推算法，相比较而言提高了检定

的效率．文献［８－１０］给出了多面棱体的标定方
法．然而，当用２３面棱体 －３９１齿盘组合检定时，
任意两个或两个以上的序列的组合可以解算出偏

差向量．但用２４面棱体 －３６０齿盘组合检定，发
现第１、７、１３、１９序列，或１、５、９、１３、１７、２１序列组
合进行检定时，就不能解算出齿盘和棱体的偏差，

本文针对此问题进行研究，同时对部分序列组合

计算的误差的精度评估问题进行研究．



１　排列互比法简介
圆分度误差的检定技术有很多种，因其分度原

理的不同也不尽相同，但是基于圆周封闭的特点，

它们的检定原理和方法则往往是通用的．多面棱体
和多齿分度台的检定常用排列互比法．排列互比法
是将两圆分度器具（１个为被测件，１个为陪测件，
或两个都是被测件）进行排列有序的易位互比，将

互比测得值进行数据处理，同时求得两个互比件各

自的分度误差．针对于ｎ面棱体，常角法检测一共
要检定ｎ个序列，２（ｎ－１）个被检角偏差，归零后的
数据总数为ｎ（ｎ－１）个．下面以２３面体－３９１齿盘
为例简单介绍一下排列互比法测试步骤．检测装置
还包括心轴夹具和自准直仪，如图１所示．
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１．自准直仪；２．正多面棱体；３．夹具；４．多齿分度台．

图１　正多面棱体—自准直仪检测系统

　　第１序列：齿盘对准０齿，自准直仪对准２３面
棱体的第１工作面，读出自准直仪的读数α１１．转动

齿盘，分别对准１７、３４、５１、…、３７４齿，此时棱体分别
对准第２、３、４、…、２３面，读出自准直仪的读数：α１２、
α１３、α１４、…、α１２３．数据均减去α１１，变为θ１１ ＝０，
θ１２、θ１３、θ１４、…、θ１２３．（θ１．ｉ＝α１．ｉ－α１１）．
　　第２序列：齿盘对准１７齿，松开棱体反转，使自
准直仪对准２３面棱体的第１工作面，读出自准直仪
的读数α２１．转动齿盘，分别对准３４、５１、６８、…、３７４、
０（３９１）齿，此时棱体分别对准第２、３、４、…、２３面，
读出自准直仪的读数：α２２、α２３、α２４、…、α２２３．数据
归零：θ２２、θ２３、θ２４、…、θ２２３（θ２．ｉ＝α２．ｉ－α２１）．

其他序列依此类推．归零后的数据 θｉ．ｊ见表
１，表中每个单元格的上一行为归零后的理论值或
似然值，它决定了残差方程结构矩阵相应的行．上
下两个数之差为残余误差．设齿盘的 １７、３４、
５１、…、３７４齿的相对于０齿的偏差为 φ２、φ３、φ４、
…、φ２３．正２３面棱体的第２、３、４、…、２３面按照棱
体工作面增加方向相对于第 １工作面的偏差为
β２、β３、β４、…、β２３．故待辨识的３９１齿盘的偏差与
正２３面棱体偏差可以表示为偏差向量．
Ｘ＝［φ２　φ３　φ４　…　φ２３　β２　β３　β４　…　β２３］

Ｔ．
　　检定的目的就是要求出偏差向量４４个元素
的值以及它们的测试不确定度．

表１　３９１齿分度台偏差与正２３面棱体偏差的误差

３９１齿盘

起始齿数
数据类型

测试归零的理论数据与实测数据

１面 ２面 ３面 … ２２面 ２３面

０ 理论数据

实测数据

０
θ１１

φ２－β２
θ１２

φ３－β３
θ１３

…
φ２２－β２２
θ１２２

φ２３－β２３
θ１２３

１７ 理论数据

实测数据

０
θ２１

φ３－φ２－β２
θ２２

φ４－φ２－β３
θ２３

…
φ２３－φ２－β２２

θ２２２

－φ２－β２３
θ２２３

３４ 理论数据

实测数据

０
θ３１

φ４－φ３－β２
θ３２

φ５－φ３－β３
θ３３

…
－φ３－β２２
θ３２２

φ２－φ３－β２３
θ３２３

… … … … … … … …

３５７ 理论数据

实测数据

０
θ２２１

φ２３－φ２２－β２
θ２２２

－φ２２－β３
θ２２３

…
φ２０－φ２２－β２２

θ２２２２
φ２１－φ２２－β２３

θ２２２３

３７４ 理论数据

实测数据

０
θ２３１

－φ２３－β２
θ２３２

φ２－φ２３－β３
θ２３３

…
φ２１－φ２３－β２２

θ２３２２
φ２２－φ２３－β２３

θ２３２３

　　当全组合检定完成后，可以按照标准进行数
据处理，计算各个残余误差，然后计算单位权的标

准差，最后计算偏差向量Ｘ的标准差．
表１中的２３×２２个数据归零以后，把它们写

成向量的形式为Ｙ＝ＡＸ＋Δε．
　　偏差向量为
　Ｘ＝［φ２　φ３　φ４　…　φ２３　β２　β３　β４　…　β２３］

Ｔ．
其中：Ｙ＝［θ１２θ１３… θ２３２２θ２３２３］

Ｔ，Δε为残余偏
差向量；Ａ为结构矩阵．对于表１中的归零后的数
据θ１２其理论值为φ２－β２，相应结构矩阵的行向
量为［１　０　０　…　 －１　０　０　…　０］．
　　当检定序列确定后，其相应的结构矩阵可按

照表１求取，求取结构矩阵的Ｍａｔｌａｂ代码如下：
ｓｅｒｉｅｓ＝［１３２１］；％序列组合时，选定序列的序
号形成的向量．
ｆｏｒｋ＝１：ｌｅｎｇｔｈ（ｓｅｒｉｅｓ）；
ｓｉｄｅ＝２３；％棱体的工作面数．
ｎ＝ｓｉｄｅ－１；
Ｆｉ＝ｚｅｒｏｓ（ｎ，２ｎ）；
ｉ＝ｓｅｒｉｅｓ（ｋ）；
ｆｏｒｊ＝１∶ｎ；
　Ｈ＝ｚｅｒｏｓ（１，２ｎ）；
　　Ｈ（１，ｊ）＝１；
　　ｉｆ（ｉ＞１）
　　　Ｈ（１，ｉ＋ｎ－１）＝１；
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　　ｅｎｄ
　　ｉｆ（（ｉ＋ｊ）＞（ｎ＋２））
　　　Ｈ（１，ｉ＋ｊ－２）＝－１；
　　ｅｎｄ
　　ｉｆ（（ｉ＋ｊ）＜（ｎ＋２））
　　　Ｈ（１，ｉ＋ｊ＋ｎ－１）＝－１；
　　ｅｎｄ
　　Ｆｉ（ｊ，∶）＝Ｈ；
ｅｎｄ，ｊ；
　　　ｉｆ（ｋ＝＝１）
　　　Ａ＝Ｆｉ；
　　　ｅｎｄ
　　　ｉｆ（ｋ＞１）
　　　Ａ＝ｖｅｒｔｃａｔ（Ａ，Ｆｉ）；％Ａ为结构矩阵
　　ｅｎｄ
ｅｎｄ，ｋ；

当计算出结构矩阵 Ａ后，可以求出信息矩阵
ＡＴＡ，如果信息矩阵不降秩，说明偏差向量Ｘ是可
辨识的，否则是不可辨识的．如果 Ｘ可辨识，则根
据最小二乘法有

Ｘ＾ ＝（ＡＴＡ）－１ＡＴＹ． （１）
　　残余误差向量为

Δε＝Ｙ－Ａ（ＡＴＡ）－１ＡＴＹ．
　　单位权标准差为

σ０ ＝ ΔεＴΔε／（ｒ－ｔ槡 ）． （２）
其中ｔ为未知数的个数，ｔ＝２（ｎ－１）；ｒ为归零后
的数据总数，ｒ＝ｎ（ｎ－１）；ｎ＝２３为棱体的面数，
也是全组合测量的序列数．估计的偏差向量 Ｘ的
每个元素的不确定度为

σｘ ＝σ０ 槡／ｎ． （３）

２　素数面棱体检定的序列组合问题
素数又称质数．指在一个大于１的自然数中，

除了１和此整数自身外，没法被其他自然数整除的
数．素数面棱体一般应用于圆感应同步器或其它测
角仪［１１］测角误差的检定中．目前国内主要制造的
素数面棱体有正１７、２３面棱体，它们进行全组合检
定时，一般与３９１（＝１７×２３）齿盘配合检定．正２３、
２４面体可以与５５２（＝２４×２３）齿盘配合进行检定．

检定２３面棱体时，偏差向量Ｘ共有４４个未知
量，通过两个序列就能解出这个偏差向量，只是Ｘ
的测量误差很大，但全部测完２３组，工作量又很
大．依据递推最小二乘原理［７］：测量两组后，每测

量一组重新计算结构矩阵和信息矩阵的逆，在迭

代过程中计算结果的不确定度在实时变化，测量

到满足要求的不确定度时即可完成测量．根据公
式（１）知

Ｘ＾ ＝ＢＹ＝（ＡＴＡ）－１ＡＴＹ＝
ｂ１１ … ｂ１ｐ
  

ｂｍ１ … ｂ









ｍｐ

Ｙ．

如果各次量测是等精度的，假设各个测量数

据的不确定度是 σ００，那么估计量 ｘｉ的不确定
度［４］的理论值为

σ＝ ｂ２ｉ１σ
２
００＋ｂ

２
ｉ２σ

２
００＋…＋ｂ

２
ｉ（ｐ－１）σ

２
００＋ｂ

２
ｉ（ｐ）σ

２
０槡 ０ ＝

　　 ｄ槡ｉ×σ００． （４）
　　令

Ｄ＝ＢＢＴ ＝（ＡＴＡ）－１ ＝
ｄ１１ … ｄ１ｍ
  

ｄｍ１ … ｄ









ｍｍ

．（５）

其中ｄｉ＝ｄｉｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）．其中ｄｉ为标准差系
数，它刚好是（ＡＴＡ）－１的对角线元素．计算标准差
的系数ｄｉ决定了最小二乘估计的精度

［１２－１３］．公式
（３）用于全组合，而部分序列组合可用公式（４）
计算理论值，式（４）中实际情况下可以用全组合
时测量数据的不确定度σ０替代σ００，实际值σｋ为
部分序列组合计算所得的单位权标准差：

σｋ ＝ Δε′ＴΔε′／（ｒ′－ｔ′槡 ）．
其中ｔ′为未知数的个数，ｔ′＝２（ｎ－１）；ｒ＇为测量
值的个数，ｒ′＝ｋ（ｎ－１）；ｋ为部分序列组合的总
序列数．Δε′为部分序列组合时的残差向量．则估
计量ｘｉ的不确定度

［４］实际值为

σ′＝ ｄ槡ｉ×σｋ． （６）
　　可以证明，对于正２３面棱体的检定，２３个检测
序列，可以任意两个序列进行组合，便可计算出

４４个误差值，任意增加１个或多个序列，可减小随
机误差，从而提高检定精度．当其他任意１个序列
与第１序列配合时信息矩阵的行列式值均为５２９．
３个序列的组合：比如以１，３序列为基础任意加

入其他１个序列后的信息矩阵的行列式（｜ＡＴＡ｜）
的对数值如图２（行列式的值在１０１５ ～１０１８）．
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图２　３个序列的信息矩阵的行列式值

　　由图２可知：序列号为２１的那个组合行列式
的值最大，且各序列的组合中没有行列式为０的
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数据出现．
４个序列的组合：以１，３，２１序列为基础任意

加入其他１个序列后的信息矩阵行列式的值如图
３（排除横坐标为２与２１的两个数）．由图３可知：
序列号为７的那个组合行列式的值最大（行列式的
值在１０２４～１０２６），也没有行列式为０的数据出现．
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图３　４个序列的信息矩阵的行列式值

　　按照１、２序列；１、２、３序列；１、２、３、４序列；
…；１、２、３、…、２３序列进行组合测试．针对正 ２３
面棱体，按公式（２）进行全组合测试统计得到的
实际残差标准差为 σ０ ＝０１９″，如果按照上面序
列，并根据理论计算的结构矩阵和信息矩阵，最后

根据公式（４）计算出的辨识的偏差向量在理论上
的标准差最大值（由于是部分序列组合，公式（５）
中的ｄｉｉ是不相同的，而全部序列组合 ｄｉｉ是相同
的）的曲线为图４中“”．而根据公式（６）按照实
测的数据进行统计（３个序列就可以统计），则统
计计算的残差标准差见图４的“ｏ”．从图中明显
看出，从８个以上序列的组合，统计出的标准差逐
渐与理论计算的标准差相接近．所以序列组合太
少也不能准确辨识出棱体与齿盘的偏差向量．
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图４　正２３面体与３９１齿盘组合测量的偏差的
标准差的理论值与统计值

　　对于素数面棱体而言，序列可以任意组合，并
且信息矩阵的行列式不存在为０的情况．但对于
合数面棱体的检定，它们的序列不能随意组合，文

献［７］只研究了２３面棱体的序列组合问题，下面
针对合数面棱体检定的序列组合问题进行研究．

３　合数面棱体检定的序列组合问题
目前见到的合数面棱体有，正８、１２、２４、３６面

体．但对于正２４面棱体与 ３６０齿盘的组合检定
时，测量序列则不能随意组合，否则就可能不能辨

识出棱体与齿盘的偏差值．可辨识序列的组合具
有一定的规律性．下面针对２４面棱体 －３６０齿盘
的组合检定问题做一下探讨．
３１　两序列组合的可辨识性分析

以正２４面棱体与３６０齿分度台的检定为例，
检定序列归零后的理论值与测量值与表１类似．
偏差向量变为

Ｘ＝［φ２　φ３　φ４　…　φ２４　β２　β３　β４　…　β２４］
Ｔ．

根据第２节给出的代码仿真计算，ｓｉｄｅ＝２４，
在正２４面棱体中单就第１与第３序列而言同样
不能解出偏差向量Ｘ；而第１序列与第２序列可
以解出偏差向量．第１序列只能与第２、６、８、１２、
１４、１８、２０、２４序列组合成的两个序列辨识出偏差
向量．根据进一步的仿真计算，可得如下结论：
１）序列之间的差值为１，５，７，１１，１３，１７，１９，

２３这些素数时，两序列的信息矩阵不降秩，它们
组合后，可以解出棱体偏差与齿盘误差．
２）序列差为偶数时，信息矩阵降秩，无法辨

识出偏差向量．
３）序列差值为３，９，１５，２１等奇数时也不能辨识

出偏差向量．这些数含有２４的公约数３或３的倍数．
分析可知：当其他序列与第１序列的序列号的

差值与正２４（合数）面棱体的面数２４有公约数（１
除外）时，则这两个序列组合起来并不能解出偏差

向量Ｘ（信息矩阵的行列式｜ＡＴＡ｜的值为０；Ａ为
所选序列的结构矩阵）．只有当两序列数之差与２４
无公约数时，两个序列才可解出偏差向量Ｘ．

经过分析发现，棱体的面数是合数时，就会出

现类似有些两个序列的组合不能辨识的问题．针
对合数面棱体（假定面数为 ｎ）的检定序列，进一
步可以得出如下结论：

１）任意两相邻序列组合可以解算偏差向量．
２）两序列号的差值如果是ｎ的公约数或者是

公约数的倍数时，偏差向量不能解算出来．比如针
对１５面棱体，它的公约数是３，５，则第１、４序列
组合，第１、７序列组合，第２、１２序列组合都不能
辨识出偏差向量（实际与第１序列组合可辨识的
序列为：２，３，５，８，９，１２，１４，１５）．
３２　多序列组合选取问题分析

对于正２４面棱体中３个以上序列组合的选
取，选取的组合不同可能导致拟合后的标准差变
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化很大．进一步发现：３个序列的组合一样存在可
辨识与不可辨识的问题．对数据分析发现，３个序
列中两两序列号之差，这些差值中必须至少有１
个与２４（合数面棱体的面数）无公约数，这组序列
才是可辨识的．
４个序列的组合中，两两序列的差值，这些差

值中至少有１个与２４无公约数，这组序列才是有
解的．４个以上的序列同理．

多序列组合，首先必须保证其中有两个序列

可以辨识出偏差向量．然后选取序列组合时应该
尽量选取信息矩阵的行列式｜ＡＴＡ｜的值大的那
个序列组合．
３３　序列组合的误差分析

与２３面棱体序列组合的误差分析类似，２４
面棱体的误差分析：

根据公式（６），按照１、２序列；１、２、３序列；１、
２、３、４序列；…；１、２、３、…、２３序列进行组合测试，
根据公式（２），实际按照全组合法检定统计得到
σ０＝０１０″（比正２３面棱体检定的小，可能是检测
环境、棱体和齿盘不同造成），则２～２４序列组合
计算的偏差向量标准差的最大值的曲线如图５所
示．由图可知，当序列大于５时，实际统计的标准
差与理论计算的标准差已基本一致，且随着序列

数的增加ｘｉ不确定度的变化趋势是越来越小；实
际是其估计值越来越接近真值．
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图５　正２４面体与３６０齿盘组合测量的偏差的
标准差的理论值与统计值

４　结　论
１）为了在满足检定精度的条件下，提高检测

效率，对棱体－齿盘进行组合检定时，可以采用部
分组合的方法．
２）对于素数面棱体与多齿分度盘偏差的组合

检定，由于任意两检测序列的组合的信息矩阵不降

秩，所以在确定检定序列的数目后，可以任意选取．
３）针对合数面棱体与多齿分度盘偏差的组合

检定，在确定检定序列的数量后，不能任意选取，序

列的选取应遵守一定的规则．检定序列号的差值是

棱体面数的因子或因子的倍数，不能辨识出棱体和

齿盘的偏差向量．比如２４面棱体检定时，第１、５、９、
１３、１７、２１序列就不能辨识出偏差向量．

４）部分组合中，对于正２３、２４面棱体的检定，８
个以上序列才能开始估计残差向量，计算他们的偏

差．大约测量数据量是待辨识系数个数的４倍以
上，才能达到偏差向量的检定精度进行估计．
５）本文方法也可应用到用棱体来检定高精

度的圆感应同步器、圆光栅等测角系统的角位置

误差的测试，可同时分离角位置误差和棱体偏差．
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