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多指抓取力的线性组合计算

陈栋金，姜　力，王新庆
（哈尔滨工业大学 机器人技术与系统国家重点实验室，１５００８０哈尔滨）

摘　要：为提高力优化算法的实时性，提出一种新的计算抓取力初值的方法．首先离线计算一组单位外力对应的抓取力
作为线性组合的基础向量，然后将任意外力分解为单位力的线性组合，对基础抓取力按同样规律组合，得到满足约束的

抓取力初值．算例仿真分析结果表明，该方法的计算速度比拉格朗日对偶法、单值优化法更快，且减少了力优化算法的
收敛步数目．在带摩擦点接触抓取模型中，应用该方法为多指抓取的力优化算法求取初值，有利于提高力优化算法的实
时性．
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中图分类号：ＴＰ２４２６ 文献标志码：Ａ 文章编号：０３６７－６２３４（２０１３）０１－００５５－０５

Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｆｉｎｇｅｒｅｄｇｒａｓｐｉｎｇｆｏｒｃｅｗｉｔｈｌｉｎｅａｒｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ

ＣＨＥＮＤｏｎｇｊｉｎ，ＪＩＡＮＧＬｉ，ＷＡＮＧＸｉｎｑｉｎｇ

（ＳｔａｔｅＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＲｏｂｏｔｉｃｓａｎｄＳｙｓｔｅｍ，ＨａｒｂｉｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，１５００８０Ｈａｒｂｉｎ，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｏｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｆｏｒｃｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ａｎｅｗｍｅｔｈｏｄｔｏｃｏｍｐｕｔｅｉｎｉｔｉａｌｇｒａｓｐｉｎｇ
ｆｏｒｃｅｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ａｇｒｏｕｐｏｆｇｒａｓｐｆｏｒｃｅｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｅｘｔｅｒｎａｌｕｎｉｔｆｏｒｃｅｓｓｅｐａｒａｔｅｌｙｉｓｃｏｍｐｕｔｅｄ，ａｎｄａｎ
ａｒｂｉｔｒａｒｙｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｉｓｄｅｃｏｍｐｏｓｅｄｉｎｔｏｌｉｎｅａｒｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｏｆｕｎｉｔｆｏｒｃｅｓ．Ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｆｏｒｃｅｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ
ｌｉｎｅａｒｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｓａｍｅｒｕｌｅ．Ａｎｅｘａｍｐｌｅｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｒｅｄｕｃｅｓｔｈｅｓｔｅｐｓｏｆ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｆｏｒｃｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｉｓｆａｓｔｅｒｔｈａｎＬａｇｒａｎｇｅｄｕａｌｍｅｔｈｏｄａｎｄｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅ
ｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏｐｒｏｖｉｄｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓｆｏｒｔｈｅｆｏｒｃｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎｔｈｅ
ｐｏｉｎｔｃｏｎｔａｃｔｆｒｉｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｓ，ａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｆｉｎｇｅｒ；ｍｕｌｔｉｆｉｎｇｅｒｅｄｇｒａｓｐ；ｆｏｒｃｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；ｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ；ｌｉｎｅａｒｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ

收稿日期：２０１１－１１－３０．
基金项目：国家高技术研究发展计划资助项目（２００９ＡＡ０４３８０３）；

国家重点实验室项目（ＳＫＬＲＳ２００９０１Ｂ）；新世纪优秀
人才支持计划资助项目（ＮＣＥＴ－０９－００５６）；国家自
然科学基金资助项目（５１１７５１０６）；国家基础研究发展
规划资助项目（２０１１ＣＢ０１３３０６）．

作者简介：陈栋金（１９８８—），男，硕士研究生；
姜　力（１９７０—），男，教授，博士生导师．

通信作者：陈栋金，ｅｌｌｙｃｈｅｎ９６２７＠ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ．

　　机器人多指手抓取过程中，不仅要求多指手对
物体施加的力能够平衡作用在物体上的外力，而且

要求各手指与被抓物体的接触点满足摩擦锥约束．
求取满足这些约束的最小抓取力就是力优化问题，

而实际应用则要求力优化能够实时进行．
国内外学者提出了不同的力优化方法．Ｃｈｅｎｇ

等［１］用多面锥来近似摩擦锥进行线性规划，但结

果偏保守；Ｙｏｓｈｉｋａｗａ等［２］和熊蔡华等［３］则尝试

用智能规划的方法，但效果不够理想。相较于线

性规划和智能规划，非线性规划的计算结果最优，

因此更为主流．Ｂｕｓｓ［４］的理论为这一领域带来了
突破，他提出用矩阵的半正定性来替代摩擦锥约

束，将力优化问题转换为黎曼流型上线性约束下

的凸优化问题，进而用梯度流方法来解决．在
Ｂｕｓｓ理论的基础上，文献［５－７］对非线性优化方
法进行了进一步的探索．非线性优化算法多数都
需要一个同时满足外力平衡和摩擦锥约束的抓取

力初值．ＬｉＨａｎ等［８］求取构造对称阵的最小特征

值，计算量较大；Ｂｏｙｄ构造了一个较为简单的单
值优化问题来求取初值，但同样计算复杂；王滨

等［９］利用拉格朗日乘子法求取初值力，但一般需

要数次到数十次不等的迭代计算．初值计算不仅



耗时，而且影响收敛速度．
本文在Ｂｕｓｓ的梯度流算法基础上，研究优化

算法中所需初始力值的计算方法，利用抓取力集

为凸锥的性质，提出线性组合求取抓取力初值的

方法，根据凸分析理论证明了线性组合方法的正

确性．最后通过算例仿真，验证了线性组合法得到
的抓取力初值满足约束，计算速度比拉格朗日法、

单值优化法更快，且使力优化算法更快地收敛．

１　抓取力的线性组合

根据多指手与物体接触点处摩擦的情况，可

将接触分为无摩擦点接触、带摩擦点接触及软指

接触，本文采用带摩擦点接触模型．机器人多指手
抓取物体时，手指数为Ｍ（Ｍ ＝３，４，５），抓取矩阵
为Ｇ∈Ｒ６Ｘ３Ｍ，物体上作用有外力Ｗｅｘｔ∈Ｒ

６，需要

确定各手指的接触力ｆｉ∈Ｒ
３，ｉ＝１，…，Ｍ，使物体

保持平衡，同时满足摩擦锥约束

Ｋ＝｛ｆ｜μ·ｆｎ≥ ｆｔ
２＋ｆｏ槡

２｝，

即抓取力应满足

Ｇ·ｆ＋Ｗｅｘｔ＝０，
ｆｉ∈Ｋ，　ｉ＝１，…，Ｍ．

　　利用Ｂｕｓｓ的梯度流优化算法，可以求取满足
上述约束条件的抓取力集中的最优值，但首先需

要一个满足上述约束的抓取力作为整个优化算法

的初始条件，本节将给出利用线性组合计算力初

始值的过程．
当作用外力为单位力（旋）［－１，０，０，０，０，０］Ｔ

时，利用王滨［９］求取初值后优化的方法，可以很

容易地求取这一外力下的优化抓取力，记为 ｆＢ１．
同样的，可以求得当外力（旋）分别为矩阵

０ ０ ０ ０ ０ 　　１ 　　０ 　　０ 　　０ 　　０ 　　０
－１　 ０ ０ ０ ０ 　　０ 　　１ 　　０ 　　０ 　　０ 　　０
０ －１　 ０ ０ ０ 　　０ 　　０ 　　１ 　　０ 　　０ 　　０
０ ０ －１　 ０ ０ 　　０ 　　０ 　　０ 　　１ 　　０ 　　０
０ ０ ０ －１　 ０ 　　０ 　　０ 　　０ 　　０ 　　１ 　　０
０ ０ ０ ０ －

















１　 　　０ 　　０ 　　０ 　　０ 　　０ 　　１

中各列时对应的抓取力值，分别记为ｆＢｉ，ｉ＝２，…，
１２．可以写为

Ｇ·ｆＢ１＋［－１ ０ ０ ０ ０ ０］＝０，

　　　　　…
Ｇ·ｆＢ１２＋［０ ０ ０ ０ ０ １］＝０

{
．

对任意形如Ｗｅｘｔ＝［ｗ１　ｗ２　ｗ３　ｗ４　ｗ５　ｗ６］
Ｔ的外

力（旋），可将其分解为

－１ １
－１ １

－１ １
－１ １

－１ １
－

















１ １

·Ｅ＝

Ｃ·Ｅ． （１）
其中：Ｅ∈Ｒ１２；Ｅｉ≥０；Ｅｉ＋６≥０；Ｅｉ·Ｅｉ＋６＝０，ｉ＝
１，…，６．即任意外力（旋）都可以表示成单位外
力（旋）的线性组合．这里规定，组合中单位外力
（旋）的系数均为非负实数，且正负相对的两单位

外力（旋）的系数中必有一个取零．令
ｆ＝［ｆＢ１ ｆＢ２ … ｆＢ１２］·Ｅ，

联合式（１）可得
Ｇ·ｆ＋Ｗｅｘｔ＝０．

　　因此，可以得到任意外力（旋）Ｗｅｘｔ时计算抓
取力初值的简单方法，任意外力对应的抓取力可

表示成其线性组合中单位外力所对应的抓取力的

线性组合，即

ｆ＝［ｆＢ１ ｆＢ２ … ｆＢ１２］·Ｅ．
　　应用时，首先，离线计算各单位外力下的优化
抓取力作为线性组合的基；然后，在线只需根据外

力（旋）Ｗｅｘｔ与单位外力的关系对各基础抓取力
ｆＢｉ进行线性组合，所得结果自动满足外力平衡
约束．

２　线性组合力的摩擦锥约束特性
利用线性组合方法得到的接触力能够满足外

力平衡约束，但是需要思考的是，几个满足摩擦锥

约束的力相加，其和是否仍满足摩擦锥约束．下面
将基于凸分析理论，证明若各组成元素满足摩擦

锥约束，则它们线性组合后得到的接触力同样满

足摩擦锥约束．
Ｌｉ等［１０］发现在多指抓取点接触模型中，满

足摩擦锥约束的力的集合是一个凸锥，

{
即集合

ｆｉ ｆ２ｉｔ＋ｆ
２

槡 ｉｏ≤μｉ·ｆｉｎ，ｉ＝１，２，…， }Ｍ 是一个

凸锥，记为Ｃｉ，ｉ＝１，２，…，Ｍ．
２１　理论依据

凸集［１１］的定义：一个集合 Ｃ，取集合中任意
两点之间的线段，如果线段中任意一点同样在集

合中，则集合Ｃ为凸集，即一个集合若满足：
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ｘ１，ｘ２∈Ｃ，０≤θ≤１，θ∈Ｒ
　　　　（θ·ｘ１＋（１－θ）·ｘ２）∈Ｃ，
则其为凸集．

凸包的定义：凸包是凸集 Ｃ中元素的凸组合
集，记为ＣｏｎｖＣ，即

　ＣｏｎｖＣ＝｛θ１·ｘ１＋θ２·ｘ２＋…＋θｋ·ｘｋ ∑
ｋ

１
θｉ＝１，

θｉ≥０，ｘｉ∈Ｃ｝．
凸包的性质：凸包ＣｏｎｖＣ也是一个凸集．凸

包ＣｏｎｖＣ是包含凸集Ｃ的最小的凸集，即
ＣｏｎｖＣ＝ｍｉｎ｛ＣＳ ＣＳＣ｝．

　　集合的性质：包含一个集合的最小集合是它
本身．
２２　抓取力集合的摩擦锥约束特性

根据凸包的性质以及集合的性质，可得出

ＣｏｎｖＣ＝Ｃ，
则凸包ＣｏｎｖＣ中的元素也属于凸集Ｃ，即

　｛θ１·ｘ１＋θ２·ｘ２＋…＋θｋ·ｘｋ ∑
ｋ

１
θｉ＝１，θｉ≥０，

　　ｘｉ∈Ｃ｝Ｃ．
根据以上描述的凸集性质，对于各个手指接

触力凸锥Ｃｉ，可以得出

　　ｆｉ∈Ｃｉ，θｊ∈｛θｉ ∑
ｋ

１
θｉ＝１，θｉ≥０｝，

　　　　ｉ＝１，…，ｋ∑
ｋ

１
θｉ·ｆｉ∈Ｃｉ． （２）

在摩擦凸锥Ｃｉ内，取任意元素 ｆｉ∈ Ｃｉ，再取任意
大小的正实数ｔ，对于ｔ·ｆｉ有

　　 ｔ２·ｆ２ｉｘ＋ｔ
２·ｆ２槡 ｉｙ ＝ｔ· ｆｉｘ

２＋ｆｉｙ槡
２≤

　　　　　　　　　ｔ·μ·ｆｉｚ． （３）
可以看出，凸锥Ｃｉ内任意元素 ｆｉ与任意正实数 ｔ
的乘积ｔ·ｆｉ仍然属于凸锥Ｃｉ．

结合性质（２）和（３），得出推论：在各手指接
触力的凸锥内，有

ｆｉ∈Ｃｉ，θｉ∈Ｒ，θｉ≥０，ｉ＝１，…，ｋ∑
ｋ

１
θｉ·ｆｉ∈Ｃｉ．

各手指接触力凸锥集合记为ＣＳ＝Ｃ１∪…∪ＣＭ，
则对于满足各接触点摩擦锥约束的 ｆＢ１，…，ｆＢ１２，

取实数组ｋｉ∈Ｒ，ｋｉ≥０，ｉ＝１，…，１２，有∑
１２

１
ｋｉ·

ｆＢｉ∈ＣＳ，即一组满足摩擦锥的接触力，其线性组
合的结果仍满足摩擦锥约束．这一结论的一个重
要前提是组合系数均为非负实数，因此取单位外

力时，同时取正负单位力，以此来保证系数组

Ｅｉ≥０．

３　线性组合算法分析
使用线性组合法得到的抓取力不仅满足外力

平衡，而且满足摩擦锥约束，因此可以作为 Ｂｕｓｓ
的梯度流法算法所需的抓取力初值．事实上，这
一方法适用于所有需要初值的力优化算法．线性
组合法求取抓取力初值的具体步骤为：

１）离线计算单位外力（旋）作用下的抓取力
基础向量；

２）计算任意外力对应单位外力的线性组合
的非负系数；

３）按相同系数对抓取力基础向量进行线性
组合；

４）将组合得到的值作为运行力优化算法的
初值．

将线性组合法与主流的拉格朗日乘子法、单

值优化法进行比较，从算法复杂度来看，线性组合

只需１８·Ｍ次乘法，１５·Ｍ次加法；用拉格朗日乘
子法直接计算则通常需要 Ｎ次迭代，每次迭代耗
费９·Ｍ２次乘法，９·Ｍ２次加法；单指优化法耗费
更多．线性组合法较拉格朗日法计算量少，且 Ｍ
越大，差距越大；使用拉格朗日乘子法还需进行在

线摩擦锥约束校验，线性组合法则由于各基本组

成元素均满足摩擦锥约束，其组合自动满足，不需

要再进行校验．因此，线性组合法的计算速度
最快．

４　算例仿真与分析
如图１所示的均匀材质长方形，用四指手抓

取．其几何参数为 ａ＝０１０，ｂ＝０１５，ｃ＝０１５，
ｄ＝０１０，Ｈ＝０２０．建立物体坐标系 ＯＸＹＺ，四指
与物体接触点处的坐标系分别为Ｏｉｆｎｉｆｏｉｆｔｉ，且ｉ＝
１，２，３，４，采用带摩擦点接触模型，摩擦系数为０４．
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图１　四指抓取模型

　　算例的抓取矩阵为：
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０ １ ０ ０ １ ０ ０ １ ０ ０ １ ０
０ ０ １ ０ ０ １ ０ ０ １ ０ ０ １
１ ０ ０ －１　 ０ ０ －１　 ０ ０ １ ０ ０

０ ０ Ｈ
２ ０ ０ －Ｈ２　 ０ ０ －Ｈ２　 ０ ０ Ｈ

２

ａ －Ｈ２　 ０ －ｂ　 Ｈ
２ ０ ｃ Ｈ

２ ０ －ｄ　 －Ｈ２　 ０

０ ０ －ａ　 ０ ０ －ｂ　 ０ ０ ｃ ０ ０



















ｄ

．

按照前节所述的线性组合方法，首先离线计算各

单位外力（旋）作用下的抓取力并优化作为线性

组合的基，得

［０６８ ０２４ ０ ０６８ ０２５ ０ ０６７ ０２５ ０ ０６７ ０２５ ０］Ｔ，
［０６５ ０ ０２５ ０６５ ０ ０２５ ０６５ ０ ０２５ ０６５１ ０ ０２５］Ｔ，
［０５６ ０ ０ ００６ ０ ０ ００６ ０ ０ ０５６ ０ ０］Ｔ，
［６３１ ０ ２５ ６３１ ０ －２５ ６３ ０ －２５ ６３ ０ ２５］Ｔ，
［３０９ －１２ ０ ００６ ００１ ０ ３１ １２ ０ ００７ －００１ ０］Ｔ，
［５０５ ０ －１９９ ５０５ ０ －２ ５０５ ０ ２ ５０５ ０ ２］Ｔ，
［０６９ －０２４ ０ ０６９ －０２５ ０ ０６７ －０２５ ０ ０６７ －０２５ ０］Ｔ，
［０６５ ０ －０２５ ０６５ ０ －０２５ ０６５ ０ －０２５ ０６５ ０ －０２５］Ｔ，
［００６ ０ ０ ０５６ ０ ０ ０５６ ０ ０ ００６ ０ ０］Ｔ，
［６３１ ０ －２５ ６３１ ０ ２５ ６３ ０ ２５ ６３ ０ －２５］Ｔ，
［００７ ００１ ０ ３１ －１２ ０ ００６ ００１ ０ ３０９ １２ ０］Ｔ，
［５０５ ０ ２ ５０５ ０ ２ ５０５ ０ －２ ５０５ ０ －２］Ｔ．

施加外力Ｗｅｘｔ＝［１ ０５ －２ －０１ ０２ ０］Ｔ，
用拉格朗日乘子法计算求得的初值力为

　［３１１ －００６ ０１３ ２５６ －０４４ －０３７ ２０１ －０４４ －０３７ ３４９ －００６ ０１３］Ｔ，
耗时０５０３ｓ；用单值优化法求得的初值力为
　［５７９ －０１６ ０１６ ５５４ －０３３ －０３９ ４８７ －０２６ －０３５ ６６１ －０２６ ００９］Ｔ，
耗时０５７３ｓ；而用正线性组合法求得的初值力为
　［２７８ －０２４ ０１２ ２３８ －０４９ －０３７ １７６ －０２５ －０３７ ３３６ －００１ ０１３］Ｔ，
耗时０４７１ｓ．
　　验证这３种方法求得的初始力值，结果证明
它们均同时满足外力平衡及摩擦锥约束．将这３
组初始力值分别应用于 Ｂｕｓｓ的梯度流优化法算

法，得到手指接触法向力和目标函数的收敛曲线，

分别见图２～４．图中 Ｆｎ为手指法向力，为目标
函数，ｎ为迭代次数．
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图２　拉格朗日法求初值后优化结果

　　对比图２～４中曲线可看出，单值优化所得初
值用于力优化收敛速度最慢，迭代约２００步后达到
收敛值；拉格朗日法对应的收敛速度较快，迭代约

１１０步后达到收敛值；线性组合法对应的收敛速度
是最快的，迭代约１００步后即达到收敛值．不同方
法得到的收敛值相同，其中手指接触力的收敛值为
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而目标函数值则收敛至７３．
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图３　单值优化法求初值后优化
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图４　线性组合法求初值后优化结果

５　结　论
１）以一组单位外力所求得的抓取力为基，任

何外力可以写成这组单位外力的线性组合形式，

根据同样的组合规律对抓取力基进行线性组合，

得到的抓取力能够满足力平衡和摩擦锥约束，将

其作为力优化算法中所需的抓取力初值．
２）在同一算例中，对比不同的抓取力初值算

法结果表明：线性组合方法得出满足约束的抓取

力的速度较其他方法更快，且得出的解最优，能够

保证力优化算法更快地收敛．
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