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ＳＭＣ在结构可靠性分析中的应用

胡江华，孟松鹤，朱燕伟

（哈尔滨工业大学 复合材料与结构研究所，１５００８０哈尔滨）

摘　要：为解决高可靠度结构的不确定性可靠性问题，提出了采用分离式蒙特卡洛方法（ＳＭＣ）对失效概率进行计算，该
方法是以原始的蒙特卡洛方法（ＣＭＣ）和条件期望法（ＣＥ）为基础，采用不同的响应样本和能力样本，以抽样样本的试验
分布函数代替条件期望方法中精确的分布函数．通过实例计算结果表明，ＳＭＣ方法既解决了计算的成本问题，又提高了
计算精度，能够很好的解决高可靠结构的不确定性可靠性问题．
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　　在工程中，结构设计需要设计者按照一定的
目标，对各种因素进行分析、综合、决策、评价和优

化．在结构设计中，有很多因素都是不确定的，忽
略这些不确定因素对结构的影响是不科学的，因

为这些不确定性因素可能使结构特性和响应产生

较大的偏差和不可预知性．在工程结构中，不确定
性主要来源于：材料参数的不确定性、结构几何尺

寸的不确定性、施加载荷的不确定性和结构边界

条件的不确定性［１］．
传统的结构设计方法，一般都是基于确定性

分析，采用安全因子等方法来提升结构的可靠度，

这往往带来了大量的冗余设计，也增加了结构质

量和制造成本［２］．目前，不确定性结构可靠度计
算方法有很多，如：矩法［３］、非概率可靠性分析方

法［４］、随机有限元法［５］和蒙特卡洛方法［６］等．在
这些分析方法中，蒙特卡洛（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ）方法是
比较常用且最基本的一种分析方法，它的优点是

不需要做任何前期准备工作和特殊处理．但对于
一个高可靠的结构而言，计算其失效概率时，在规

定的计算精度要求下，能够使用蒙特卡洛方法的

途径有：１）采用足够大的样本［７－９］；２）采用重要
抽样法［１０］．这两种方法都是从改变样本来提高
精度，本文将通过改变蒙特卡洛方法的计算过程

来提高计算精度，即分离式的蒙特卡洛方

法［８－９，１１－１３］（ｓｅｐａｒａｂｌｅＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ），该方法对于
那些响应成本很高（如需有限元计算），而能力成

本较低的结构，可通过增加能力样本来提高计算

精度，而只增加了少量的计算成本．



１　失效概率估计
对大部分的结构而言，其失效概率估计都可

以通过极限状态方程 Ｇ来实现，如式（１）为分离
式的极限状态方程［８－９］

Ｇ（Ｘ１，Ｘ２）＝Ｒ（Ｘ１）－Ｃ（Ｘ２）． （１）
式中：Ｒ为响应（如：结构的应力值），其不确定性
来源于一组随机变量Ｘ１；Ｃ为能力（如：结构的强
度值），其不确定性来源于另一组随机变量Ｘ２，并
且Ｘ１和Ｘ２在统计上是独立的．当式（１）中的Ｒ＞
Ｃ时，结构发生失效．
１１　原始的蒙特卡洛方法（ＣＭＣ）

原始的蒙特卡洛方法（ＣＭＣ）的失效概率估
计表达式为

ｐ^ＣＭＣ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｉ［Ｇ（Ｒｉ，Ｃｉ）≥０］． （２）

式中：Ｉ为一个指示函数，如果条件为真时，Ｉ＝１，
如果条件为假，Ｉ＝０．对于ＣＭＣ方法而言，Ｎ^ｐＣＭＣ
服从一个参数为（Ｎ，ｐｆ）的二项分布，其中ｐｆ为真
实的失效概率．因此，ＣＭＣ失效概率估计的期望
和方差可表示为

Ｅ（^ｐＣＭＣ）＝ｐｆ，ｖａｒ（^ｐＣＭＣ）＝（ｐｆ（１－ｐｆ））／Ｎ．

（３）
　　通常用变异系数来衡量 ｐ^ＣＭＣ精度，如

ＣＶ（^ｐＣＭＣ）＝ ｖａｒ（^ｐＣＭＣ槡 ）／ｐｆ＝
　　　　　（（１－ｐｆ）／Ｎｐｆ）

１／２． （４）
　　从式（４）可以看出，在给定失效概率条件下，
ＣＭＣ计算的精度受限于样本数 Ｎ．所以，对于那
些失效概率很小，获取响应样本成本很高的结构，

响应计算的成本往往就是样本数 Ｎ选取的限制
性因素．
１２　条件期望法（ＣＥ）

如果已知能力值的分布函数 ＦＣ（ｘ），对于任
意给定的一个响应值 Ｒｉ，可获得在该响应值下的
结构失效概率值ＦＣ（Ｒｉ）．故在响应样本数为Ｎ的
条件下，结构的失效概率可表示为

ｐ^ＣＥ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
ＦＣ（Ｒｉ）． （５）

　　式（５）与式（２）中的 ＣＭＣ估计相似，但是
ＣＭＣ中Ｎ表示响应和能力的样本大小，而在 ＣＥ
中Ｎ仅仅表示响应的样本．
　　ＣＥ估计的期望和方差为

　　　Ｅ（^ｐＣＥ）＝Ｅ
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
ＦＣ（Ｒｉ[ ]） ＝

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｅ［ＦＣ（Ｒｉ）］＝ｐｆ． （６）

　ｖａｒ（^ｐＣＥ）＝
１
Ｎ［Ｅ（ＦＣ（Ｒ）

２）－ｐ２ｆ］≈

１
Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝１
［ＦＣ（Ｒｉ）］

２－ｐ２[ ]ｆ ． （７）

通过比较式（３）和式（７），ＣＥ的方差和 ＣＭＣ
的方差可进行明显的比较．基于概率定义，式（７）
中平方项的概率，可表示为

　ＦＣ（ｒ）
２ ＝Ｐ（Ｃ＜ｒ）２ ＝Ｐ（Ｃ１ ＜ｒ，Ｃ２ ＜ｒ）＝
Ｐ［ｍａｘ（Ｃ１，Ｃ２）＜ｒ］．

式中：随机变量Ｃ１和Ｃ２都是Ｃ中的独立样本．因
此，式（７）可表示为

　ｖａｒ（^ｐＣＥ）＝
１
Ｎ［Ｐ（ｍａｘ（Ｃ１，Ｃ２）＜Ｒ）－ｐ

２
ｆ］．

（８）
将式（８）与式（３）进行比较，可以很容易看

出，两个随机变量Ｃ１和Ｃ２小于Ｒ的概率自然小于
或等于一个随机变量Ｃ１小于Ｒ的概率．即
Ｐ（ｍａｘ（Ｃ１，Ｃ２）＜Ｒ）≤Ｐ（Ｃ１ ＜Ｒ）＝ｐｆ．

所以有

ｖａｒ（^ｐＣＥ）≤ｖａｒ（^ｐＣＭＣ）．
１３　分离式蒙特卡洛方法（ＳＭＣ）

在式（１）的极限状态方程中，当能力和响应
在统计上是相互独立的随机变量时，Ｒ（Ｘ１）和
Ｃ（Ｘ２）便可独立进行取样．图 １表示了 ＣＭＣ和
ＳＭＣ在极限状态方程中概率估计的方法，从 ＣＭＣ
与ＳＭＣ对比可以看出，ＣＭＣ进行的是 Ｎ组样本
的一对一比较，而ＳＭＣ进行的是能力和响应样本
所有可能组合的比较，很明显 ＳＭＣ比 ＣＭＣ的精
度要高很多．ＳＭＣ的失效概率估计表达式为

ｐ^ＳＭＣ ＝
１
ＭＮ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Ｉ［Ｒｉ＞Ｃｊ］． （９）

式中：Ｎ为响应样本数量；Ｍ为能力样本数量．在
ＳＭＣ模拟中，不需要相同大小的能力和响应样
本，尤其是对于那些能力样本很容易获得的情况

下，可以获得更多的样本来提高失效概率的计算

精度．
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图１　蒙特卡洛样方法比较示意图
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　　在ＣＥ中，能力的分布函数是已知的，所以在
蒙特卡洛模拟中，不需要对其进行样本抽样；而在

ＳＭＣ中，能力的分布函数可以是未知的，对其进
行随机样本抽样后，就可以获得能力的试验分布

函数，如图２所示．对于不同的随机抽样样本，其
试验分布函数不同，失效概率估计值也就不同．当
ＳＭＣ中能力样本的数量达到无穷大时，其试验分
布函数才等于 ＣＥ中解析的能力函数表达式．可
见，在失效概率计算中，ＣＥ由于采用了解析的能
力分布函数，其精度要高于采用了试验分布函数

的ＳＭＣ，但ＳＭＣ中的能力样本数量越大时，它们
之间的差别就越小．由于ＳＭＣ不需要具体的能力
分布函数，所以它在失效概率估计中比 ＣＥ方法
具有更广的应用范围．
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图２　ＳＭＣ随机样本的试验分布函数示意图

　　同样，对于ＳＭＣ方法而言，也可以获得其失效
概率估计的期望值和方差值．由于ＳＭＣ中响应样
本和能力样本的随机性，必须使用条件计算来确定

其期望和方差．ＳＭＣ的期望值和方差表达式为

Ｅ（^ｐＳＭＣ）＝Ｅ（ＦＣ（Ｒ））＝ＥＲ［ＥＣ（ＦＣ（Ｒ） Ｒ）］＝ｐｆ，

ｖａｒ［^ｐＳＭＣ］＝
１
Ｎ［
１
Ｍ（ｐｆ－Ｅ（ＦＣ（Ｒ）

２））＋Ｅ（ＦＣ（Ｒ）
２）－

　　　　　　ｐ２ｆ］＋
Ｎ－１
Ｎ

１
Ｍ Ｅ（ＦＣ（ｍｉｎ（Ｒ１，Ｒ２）））－ｐ

２( )[ ]ｆ
．

令：

φ＝Ｅ（ＦＣ（Ｒ）
２）－ｐ２ｆ，

ξＲ，Ｒ ＝ｐｆ－Ｅ（ＦＣ（Ｒ）
２），

ξＲ１，Ｒ２ ＝Ｅ（ＦＣ（ｍｉｎ（Ｒ１，Ｒ２）））－ｐ
２
ｆ．（１０）

所以方差的表达式可表示为

　ｖａｒ［^ｐＳＭＣ］＝
１
Ｎ
１
ＭξＲ，Ｒ ＋[ ]φ＋Ｎ－１Ｎ １

ＭξＲ１，Ｒ[ ]２ ．
（１１）

２　算例分析
以喷管扩张段结构的失效概率计算为例，假

设喷管扩张段在热载荷作用下，由于扩张段使用

材料性能的不确定性，导致扩张段发生失效．其极
限状态方程及失效条件可写为

Ｇ＝Ｒ－Ｃ＝σＲ －σＣ ＞０．
式中：σＲ为轴向拉应力极值；σＣ为轴向拉伸强度．
引起轴向拉应力极值 σＲ不确定的主要材料性能
包括径向热导率和轴向弹性模量．表１所示为主
要材料性能的分布规律、均值及变异系数，其他材

料性能变化对结构可靠性的影响可以忽略不计．

表１　主要材料性能及分布规律

材料性能 均值 变异系数／％ 分布规律

径向热导率λｒ／（ｗ·ｍｋ－１）５７２５ １０ 正态分布

轴向弹性模量Ｅａ／／ＧＰａ １５ １０ 正态分布

轴向拉伸强度σＣ／ＭＰａ ７５ １０ 正态分布

　　通过有限元分析，可建立轴向拉应力极值与
径向热导率和轴向弹性模量之间的关系，不考虑

它们之间的单位换算．
σＲ ＝（００１５λ

２
ｒ－０３５λｒ＋３８８）Ｅａ＋９．

（１２）
　　由式（１２）可知，获得轴向拉应力极值的概率
密度函数具有一定的难度，更无法获得失效概率

的解析解，只能从数值计算上对其进行失效概率

估计．由上述分析可知，ＣＥ的计算精度最高，因此
可通过在样本数Ｎ＝１０５情况下，重复进行计算
１０５次，获得名义上失效概率为１７２７５Ｅ－４，并
以此名义失效概率为基础，对ＣＭＣ、ＣＥ和ＳＭＣ估
计的精度进行对比．表２列出了在不同样本，重复
进行计算１０４次条件下，失效概率估计的试验值
和估计值的标准差及变异系数．其中，实验值是指
在数值计算过程中，由式（９）计算出每一次数值
计算的失效概率，然后与名义上的失效概率进行

比较，获得其标准差与变异系数；估计值是指在计

算失效概率方差的过程中，采用式（１１）计算每一
次数值计算中的方差，然后对所有的方差值进行

平均，获得平均方差；并且对这些方差值进行分布

特征分析，获得方差估计的变异系数．由失效概率
估计的变异系数可以看出，ＣＥ估计精度最高，
ＳＭＣ次之，ＣＭＣ最低，并且可以看出，失效概率试
验和估计的变异系数没有明显区别．
　　图３和图４分别表示ＣＥ和ＳＭＣ的计算精度
随样本数（取对数）的变化趋势．从 ＣＥ的精度随
样本数Ｎ的变化来看，Ｎ的增加能提高计算精
度，从Ｎ＝１００时的３９３２％增加到 Ｎ＝１００００
时的４０４％．从 ＳＭＣ的精度随样本数 Ｎ和 Ｍ的
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变化来看，当Ｎ＝１０００时，Ｍ的增加能显著提高
计算精度，而当Ｍ＝１０００时，Ｎ的增加对精度改
变较小，这主要是由 ＳＭＣ的方差组成特点决定

的．在Ｎ＝Ｍ ＝１０４时，重复计算１０４情况下，通
过对ＳＭＣ估计方差计算，可获得式（１０）中３项期
望值，如表３所示．

表２　ＣＭＣ、ＣＥ和ＳＭＣ失效概率估计的标准差和变异系数对比

方法 样本大小
试验值

标准差 变异系数／％

估计值

标准差 变异系数／％ 估计方差的变异系数／％

ｐ^ＣＭＣ Ｎ＝１０３ ４１７３２Ｅ－４ ２４１６０ ４１４Ｅ－４ ２３９６０ ２４３２０

ｐ^ＣＭＣ Ｎ＝１０４ １３１２８Ｅ－４ ７６．００ １３１Ｅ－４ ７６１０ ７６．００

ｐ^ＣＥ Ｎ＝１０３ ２２７９５Ｅ－５ １３２０ ２２６５９Ｅ－５ １３１２ １１３７０

ｐ^ＣＥ Ｎ＝１０４ ７２１６３Ｅ－６ ４１８ ７２４Ｅ－５ ４１９ ４１１９

ｐ^ＳＭＣ Ｎ＝Ｍ ＝１０３ １７２５６Ｅ－４ ９９８９ １７５Ｅ－４ １０１３０ ２７９１０

ｐ^ＳＭＣ Ｎ＝１０３，Ｍ ＝１０４ ５９１６３Ｅ－５ ３４２５ ５９３Ｅ－５ ３４３３ ８０４２

ｐ^ＳＭＣ Ｎ＝Ｍ ＝１０４ ５５１１８Ｅ－４ ３１９１ ５４９Ｅ－５ ３１８１ ７８２５
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图３　ＣＥ计算精度随样本变化
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图４　ＳＭＣ计算精度随样本变化

表３　ＳＭＣ估计方差组成部分的均值和变异系数

参数 均值 变异系数／％

φ ５３８８９Ｅ－７ ４５５８

ξＲ，Ｒ １７２１８Ｅ－４ ３１９６

ξＲ１，Ｒ２ ２９６３４Ｅ－５ ８９６３

　　由于样本的数量比较大，可以近似认为 ＳＭＣ

估计方差组成部分的均值等于真实的期望值．将
均值代入到式（１１）中，当Ｎ＝１０００时，估计标准
差可表示为

ｓｔｄｅｖ［^ｐＳＭＣ］＝
２９７７７
Ｍ ×１０－５＋５３８８９×１０－( )１０ １／２．

　　可见当 Ｍ ＜１０６时，Ｍ的变化对标准差大小
起主要影响作用，当Ｍ＞１０６时，Ｍ的变化对估计
标准差影响很小，当Ｍ→∞时，此时估计标准差
为２３２Ｅ－５，已经接近于 ＣＥ估计在 Ｎ＝１０００
情况下的估计标准差２２９Ｅ－５．而当 Ｍ ＝１０００
时，估计标准差可表示为

ｓｔｄｅｖ［^ｐＳＭＣ］＝
６８１４４
Ｎ ×１０－７＋２９６３４×１０－( )８ １／２．

　　可见当 Ｎ＞１０００时，Ｎ的增加对精度的改
变已经不明显了，标准差基本上趋于定值．造成这
种情况的主要原因是，ＳＭＣ估计方差中的组分 φ
和ξＲ１，Ｒ２在方差中所占的比例不同，当φ所占的比
重较大时，Ｍ的变化对精度影响起主要作用．这
也给ＳＭＣ失效概率估计带来启示：当对一个高可
靠结构进行失效概率分析时，为保证在失效概率

计算中不需要太多的响应样本（一般成本较高），

可对其极限状态方程进行变形重组处理，如将响

应中的部分项移到能力这边，以达到改变ＳＭＣ估
计方差中的ξＲ１，Ｒ２和φ比重的大小，提升样本数Ｍ
对失效概率估计精度的影响．

３　结　论
１）从失效概率计算精度方面来看，ＣＥ计算精

度最高，ＳＭＣ计算精度次之，ＣＭＣ计算精度最低．
２）通过对失效概率计算的试验和估计标准

差及变异系数对比，发现试验和估计的计算精度
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接近，没有明显的差别．
３）对于 ＳＭＣ方差估计来说，当样本数 Ｍ增

加对计算精度没有明显影响时，可通过对极限状

态方程进行重组变形，增加 ξＲ１，Ｒ２在估计方差中
的比重，提高样本数Ｍ对计算精度的敏感度．
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