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一种改进的 ＧＰＳ整周模糊度降相关 ＬＬＬ算法

徐定杰，刘明凯，沈　锋，祝丽业
（哈尔滨工程大学 自动化学院，１５０００１哈尔滨）

摘　要：针对ＧＰＳ整周模糊度降相关ＬＬＬ（Ａ．Ｋ．Ｌｅｎｓｔｒａ，Ｈ．Ｗ．Ｌｅｎｓｔｒａ，Ｌ．Ｌｏｖａｓｚ）算法中存在的病态Ｚ变换的缺陷问题，
提出了一种改进的ＬＬＬ算法．利用修正ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化和行向量内积降序调整矩阵，对模糊度协方差矩阵进行降相
关处理，改善ＬＬＬ算法对低维矩阵的降相关效果，实现对高维矩阵的降相关．以谱条件数作为评判矩阵相关程度的准则，
分别利用ＬＬＬ算法和改进ＬＬＬ算法对２００个随机模拟的模糊度协方差矩阵进行仿真分析和比较，结果表明：改进 ＬＬＬ
算法能更有效地减小模糊度协方差阵的谱条件数，降低矩阵的相关性，更有利于整周模糊度的搜索和解算．
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　　在利用ＧＰＳ载波相位作为观测量进行高精度
实时定位时，关键是要求得测量过程中存在的整周

模糊度［１］．在众多的求解ＧＰＳ整周模糊度方法中，
ＬＡＭＢＤＡ （Ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｍｂｉｇｕｉｔｙ ｄｅｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ
ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ）算法是其中性能较好的一种算法．该算
法以整数最小二乘原理为基础，对模糊度协方差矩

阵进行降相关处理，即对整周模糊度浮点解及其协

方差矩阵进行整数Ｚ变换，使其尽量对角化，降低
模糊度之间的相关性，因此Ｚ变换的性能也直接影
响着整周模糊度搜索的速度和成败［２－５］．目前常用
的降相关处理的方法主要有３种［６－９］：整数高斯

降相关（ＩｎｔｅｇｅｒＧａｕｓｓｉａｎｄｅｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）、逆整数乔
勒 斯 基 降 相 关 （Ｉｎｖｅｒｓｅ ｉｎｔｅｇｅｒ Ｃｈｏｌｅｓｋｙ
ｄｅｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）和ＬＬＬ（Ａ．Ｋ．Ｌｅｎｓｔｒａ，Ｈ．Ｗ．Ｌｅｎｓｔｒａ，
Ｌ．Ｌｏｖａｓｚ，ＬＬＬ）降相关．其中ＬＬＬ算法虽然是一种
较新的模糊度降相关算法，但仍然存在着一些缺

陷，如ＬＬＬ算法在进行整数正交变换取整的过程
中存在舍入误差，将会影响正交变换迭代过程的



收敛性，甚至会恶化原矩阵的相关性，使降相关处

理失败［１０－１１］；在 ＬＬＬ算法中没有考虑矩阵行向
量内积大小顺序对矩阵降相关处理的影响等［１２］．

针对ＬＬＬ算法中存在的病态 Ｚ变换的缺陷，
首先设计了一种行向量内积降序调整矩阵对协方

差矩阵的行向量进行降序排列，然后再利用修正

ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化变换对ＬＬＬ算法中原有的正
交变换算法进行了改进，得到改进 ＬＬＬ算法，然
后分别利用 ＬＬＬ算法和改进 ＬＬＬ算法对随机模
拟的２００个模糊度协方差矩阵进行仿真分析和比
较，并以谱条件数作为评判矩阵相关程度的准则．
结果表明，改进ＬＬＬ算法能够更有效地减小低维
矩阵协方差矩阵的谱条件数，并能够实现对高维

矩阵的降相关．本文首先介绍了 ＬＬＬ算法，然后
给出了改进 ＬＬＬ算法，并进行仿真分析和比较，
最后给出了结论．

１　ＬＬＬ算法
１１　ＬＡＭＢＤＡ算法中的Ｚ变换

在利用ＬＡＭＢＤＡ算法求解 ＧＰＳ整周模糊度
时，为了加快模糊度固定解的搜索，对原始模糊度

作Ｚ变换，将ＧＰＳ整周模糊度向量 ａ^转换为一个
新的向量 ｚ^，协方差阵 Ｑ^ａ也相应地转换为 Ｑ^ｚ，从
而降低模糊度协方差阵的相关性，使搜索椭球更

接近球体，也能极大地缩短搜索时间，提高搜索效

率［８］．其基本的原理为
ｚ^＝Ζ^ａ，Ｑ^ｚ＝ΖＱ^ａΖΤ． （１）

式中：作为Ｚ变换的转换矩阵Ｚ必须满足：１）Ｚ中
所有元素必须都为整数；２）ｄｅｔΖ＝±１．
１２　ＬＬＬ算法的计算步骤

ＬＬＬ算法的基本思想，先对整周模糊度的协
方差阵进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，然后采用整数 Ｇｒａｍ
Ｓｃｈｍｉｄｔ正交变换对协方差矩阵进行降相关处理，
从而得到一个近似正交基［９］．

首先对整周模糊度协方差阵的 Ｑ^ａ进行
Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，即

Ｑ^ａ ＝Ｂ
０（Ｂ０）Ｔ． （２）

式中：Ｂ０为满秩下三角矩阵，其行向量记为
ｂ０ｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ），且各个行向量线性无关，整
数ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交变换过程为

ｂｋｉ ＝ｂ
ｋ－１
ｉ －∑

ｉ－１

ｊ＝１
ｌｋｉｊｂ

ｋ
ｊ，　ｉ≤ｍ． （３）

其中：

ｌｋｉｊ＝
［〈ｂｋ－１ｉ ，ｂ

ｋ
ｊ〉／〈ｂ

ｋ
ｊ，ｂ

ｋ
ｊ〉］，　ｊ＜ｉ；

１，　　 　 　　　　 　ｊ＝ｉ；
０，　 　 　 　 　 　 　

{
ｊ＞ｉ．

式中：ｌｋｉｊ表示矩阵 Ｌ
ｋ中的元素，符号〈〉表示内

积，［·］表示取整，上标 ｋ表示第 ｋ次整数 Ｇｒａｍ
Ｓｃｈｍｉｄｔ正交变换，变换前后矩阵的关系为Ｂｋ－１＝
ＬｋＢｋ．如此循环进行上面的整数ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正
交变换，直至Ｌｎ为单位阵Ｅ，可得对应式（２）的整
数变换Ｚｎ，即
ＱｎＺ ＝Ｚ

ｎＱ^ａ（Ｚ
ｎ）Ｔ，

Ｚｎ ＝（Ｌｎ）－１（Ｌｎ－１）－１…（Ｌｋ）－１…（Ｌ１）－１{ ．
（４）

式中：ＱｎＺ为 Ｑ^ａ经过Ｚ
ｎ正交变换后得到的整周模

糊度协方差阵．
ＬＬＬ算法中ｌｋｉｊ的取整运算是在ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ

正交变换的过程中进行的，而在进行迭代循环的

过程中，ｂｋｉ与ｌ
ｋ
ｉｊ是交替进行的，所以这些舍入误

差也会导致ｌｋｉ出现误差
［１０］，会在很大程度上影响

Ｚ变换的性能，造成病态的Ｚ变换，有时甚至会恶
化矩阵的相关性，造成 Ｌｋ的迭代发散［１１］和原模

糊度协方差阵降相关处理的失败．另外由于整数
ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交变换数值性能有时不好，而相
比之下，修正的 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化变换具有更
好的性能［１３］，因此本文提出一种基于修正的

ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化变换的ＬＬＬ算法对模糊度的
协方差阵进行正交变换．

２　改进的ＬＬＬ算法
２１　行降序调整矩阵

从式（３）可知，如果ｌｋｉｊ值越大，那么所得的ｂ
ｋ
ｉ

就越小，那么Ｚｎ降相关效果越好，模糊度协方差
阵的降相关处理就越彻底，而此时内积〈ｂｋ－１ｉ ，ｂ

ｋ
ｊ〉

就应尽可能地大，因此模糊度协方差矩阵的行向

量内积的大小将会影响降相关处理的效果．
在Ｚ变换的过程中，可能会出现病态Ｚ变换，

即出现模糊度协方差阵的对角线元素等于或小于

零的情况，由文献［１２］可知，造成病态 Ｚ变换的
原因主要是由于在Ｚ变换的过程中出现了不满足
整数约束条件的变换矩阵 Ｚ，这将会导致 Ｚ变换
效果的急剧下降，恶化矩阵的相关性，最终导致协

方差矩阵降相关处理失败．
因此，为了提高 ＬＬＬ算法的降相关性能，改

进的ＬＬＬ算法在进行正交变换之前，采用行降序
调整矩阵，先对矩阵 Ｑ^ａ的行向量按照内积大小进
行降序排列得到 Ｑ^ｓ，调整前后的两矩阵之间的关
系为

珟Ｂｋ－１ ＝ＳｋＢＢ
ｋ－１（ＳｋＢ）

Ｔ． （５）
式中：ＳｋＢ为行向量内积降序调整矩阵，简称为行
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降序调整矩阵．行降序调整矩阵的生成过程：
１）定义矩阵ＳｋＢ为ｍ×ｍ维零矩阵；２）对Ｂ

ｋ－１的行

向量ｂｋ－１ｉ 按照内积大小进行降序排列，如果 Ｂ
ｋ－１

中行向量 ｂｋ－１ｉ 的内积排在第 ｊ位，那么相应的
（ＳｋＢ）ｊｉ＝１，最终得到Ｓ

ｋ
Ｂ．每次进行整数正交变换

之前，先用行降序调整矩阵对矩阵进行排列，然后

再进行正交变换直至满足迭代的终止条件为止．
２２　正交变换算法的改进

由于在 ＬＬＬ算法中进行整数 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ
正交变换的过程中产生了一定的舍入误差，这些

舍入误差将会影响 Ｚ变换的性能，对模糊度协方
差阵的正定性产生影响，甚至会恶化协方差矩阵

的相关性．因此，本文对 ＬＬＬ算法中的正交变换
算法提出两方面的改进：１）正交化变换算法由经
典的ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化算法改为修正的 Ｇｒａｍ
Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化算法；２）将原本在式（３）正交化过
程中进行的ｌｋｉｊ取整运算移至式（４）中进行，即先
对模糊度协方差矩阵进行正交化变换，再进行取

整、求逆和转置运算，以减小迭代过程中存在的舍

入误差．综合上述两个方面的改进，可得出最终的
正交化变换算法为

珟Ｂｋ－１ ＝Ｌｋ珟Ｂｋ， （６）

　
珘ｂｋｊ ＝珘ｂ

ｋ－１
ｊ ，　　　　ｊ＝１，２，…，ｍ－１；　

珘ｂｋｉ ＝珘ｂ
ｋ－１
ｉ －ｌｋｉｊ珘ｂ

ｋ
ｊ，　ｉ＝ｊ＋１，…，ｍ．

{ 　

（７）
珟ＱｎＺ ＝珘Ｚ

ｎＱ^ａ（珘Ｚ
ｎ）Ｔ，

珘Ｚｎ ＝［Ｌｎ］－１ＳｎＢ…［Ｌ
ｋ］－１ＳｋＢ…［Ｌ

１］－１Ｓ１Ｂ
{ ．

（８）
其中：

ｌｋｉｊ＝
〈珘ｂｋ－１ｉ ，珘ｂ

ｋ
ｊ〉／〈珘ｂ

ｋ
ｊ，珘ｂ

ｋ
ｊ〉，　ｊ＜ｉ；

１，　　　 　　　　　ｊ＝ｉ；
０，　　 　　　　　　ｊ＞ｉ．

{
　

式中：珟Ｂｋ为Ｂｋ经过行降序调整矩阵转换后的矩阵，
珘ｂｋｉ为珟Ｂ

ｋ的第ｉ行的行向量，珟ＱｎＺ为 Ｑ^ａ经珘Ｚ
ｎ变换后的

整周模糊度协方差矩阵．式（２）及式（５）～（８）称为
改进的ＬＬＬ算法．该改进算法针对 ＬＬＬ算法中存
在的缺陷，采用行降序调整矩阵和改进的正交变换

算法相结合对ＬＬＬ算法进行了改进．

３　仿真结果与分析
为了验证改进ＬＬＬ算法的适用性，也为了更

好地比较ＬＬＬ算法和改进的 ＬＬＬ算法降相关处
理的效果，本文采用随机模拟的方法构造了２００
个对称正定的矩阵作为整周模糊度的协方差矩

阵，这些随机模拟的协方差矩阵为２～３０维，涵盖

了矩阵从低维到高维的分布．由于这些随机模拟
的矩阵并不依赖于特定的卫星－接收机的几何构
图、双差观测值的随机模型，没有任何的先验信

息，因此具有一般性，也更能检验降相关处理方法

的优缺点．
本文以谱条件数作为矩阵去相关程度的评判

准则，矩阵的行向量的线性相关性越强，谱条件数

就越大，正交矩阵的谱条件数等于１．在整周模糊
度搜索的过程中，整周模糊度搜索椭球被拉长的

程度等于模糊度协方差阵的谱条件数，因此，谱条

件数越大，模糊度搜索椭球被拉伸得越长，对整周

模糊度搜索越不利，严重影响搜索效率．
为了更好地分析在低维和高维情况下 ＬＬＬ

算法和改进的 ＬＬＬ算法对矩阵进行降相关处理
的效果，将２～３０维的矩阵分为３种情况加以分
析：２～６维、７～１５维、１６～３０维．图１为 ＬＬＬ算
法和改进的ＬＬＬ算法降相关处理的流程图．
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图１　ＬＬＬ算法和改进ＬＬＬ算法降相关处理的流程图

　　图２～４中分别给出了２～６维、７～１５维、１６
～３０维协方差矩阵分别经 ＬＬＬ算法和改进的
ＬＬＬ算法处理后得到的谱条件数对数的分布图，
以及两种算法处理之后的矩阵谱条件数对数之差

的变化情况，如果差值大于零，则说明改进的ＬＬＬ
算法优于原ＬＬＬ算法；如果小于零，则说明原ＬＬＬ
算法优于改进的 ＬＬＬ算法；如果等于零，则说明
两者的降相关效果相当．
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图４　１６～３０维协方差阵处理后的结果比较

　　表１分别给出了２～６维、７～１５维、１６～３０维
协方差矩阵经ＬＬＬ算法和改进ＬＬＬ算法处理之

后的谱条件数对数的平均值以及降相关处理的成

功率（谱条件数减小的概率）．
　　从表１可知，对于２～６维的矩阵，经过ＬＬＬ算
法和改进的ＬＬＬ算法处理之后，前者谱条件数减小
的数量占矩阵总数７８５０％，而后者为９５５０％；而
在降低谱条件数对数的均值（对数ｌｇ形式表示）方
面，前者由初始的０６５５１降至０５４２２，降低了
１７２３％，而后者则由初始的０６５５１降至０４４５９，
降低了３１９３％．通过比较图２（ａ）、２（ｂ）可知，ＬＬＬ
算法也能够降低大部分矩阵的谱条件数，但在

图２（ｂ）中可以很明显地看到谱条件数对数出现了
一个很明显的“尖峰”，这表明初始的矩阵经 ＬＬＬ
算法进行降相关处理时，出现了病态的Ｚ变换，导
致了降相关处理失败，而且ＬＬＬ算法处理后的矩阵
谱条件数降低的幅度不够大，比较图２（ａ）、２（ｃ）
知，改进ＬＬＬ算法能使大部分的矩阵谱条件数对数
有明显的降低，且经过改进的ＬＬＬ算法处理时，没
有出现图２（ｂ）中所示的“尖峰”情况．再把经ＬＬＬ
算法和改进ＬＬＬ算法处理后的矩阵谱条件数作差，
发现８０５０％的谱条件数大于零，即经ＬＬＬ算法处
理之后的谱条件数大于经改进的ＬＬＬ算法处理之
后的矩阵谱条件数，如图２（ｄ）所示．因此对于低维
２～６维的矩阵，ＬＬＬ算法和改进的 ＬＬＬ算法都能
降低矩阵的相关性，但是改进的ＬＬＬ算法降相关的
性能要优于ＬＬＬ算法．

结合表１与图３、４进行分析可知，当矩阵的
维数大于６时，ＬＬＬ算法的降相关处理的性能越
来越差，降相关处理的成功概率从 ７～１５维的
２５％到１６～３０维的０，谱条件数对数的平均值甚
至比初始矩阵的谱条件数对数大很多，从

图３（ｂ）、４（ｂ）中也可看出，经 ＬＬＬ算法处理后的
谱条件数对数甚至比原矩阵谱条件数高出一个数

量级．而当矩阵为７～１５维时，由表１和图３（ｃ）
可知，经改进的ＬＬＬ算法处理后的矩阵的谱条件
数仍能保持较高概率，即８９５％的降相关处理的
成功率，初始矩阵的谱条件数平均值则由原来的

１３２６１降至１０７５１，降低了１９３６％，当矩阵为
１６～３０维时，由表１和图４（ｃ）知，改进的 ＬＬＬ算
法仍能成功地降相关处理 ５３％的矩阵，而此时
ＬＬＬ算法已不能对矩阵进行降相关处理了．

表１　ＬＬＬ算法和改进的ＬＬＬ算法处理结果比较

算法
谱条件数减小的概率／％

２～６维 ７～１５维 １６～３０维

谱条件数对数（ｌｇ）的均值

２～６维 ７～１５维 １６～３０维

未处理 — — — ０６５５１ １３２６１ １９７８３
ＬＬＬ算法 ７８５０ ２５００ ０　 ０５４２２ ６７５５７ １８１２６０

改进ＬＬＬ算法 ９５５０ ８９５０ ５３００ ０４４５９ １０７５１ １８９４５
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　　从上述模拟仿真结果的比较和分析可得出，
对于低维矩阵（维数小于７），ＬＬＬ和改进 ＬＬＬ算
法都能较好地对矩阵进行降相关处理，但此时改

进ＬＬＬ算法比ＬＬＬ算法具有更好的降相关效果．
但随着矩阵维数的增加，随机模拟矩阵的谱条件

数、行向量内积之间的差距也变大，ＬＬＬ算法中出
现病态Ｚ变换的概率变大，ＬＬＬ算法便无法对高
维矩阵进行降相关处理，而改进 ＬＬＬ算法对高维
矩阵仍具有较好的降相关能力．

因为ＬＬＬ算法只能对低维矩阵进行降相关
处理，如果想要实现对于高维矩阵的降相关，那么

对于矩阵的先决条件要求较高．而在实际的 ＧＰＳ
实时动态定位中，需要求解的模糊度协方差矩阵

的维数较高，而观测的时间很短，在短时间内所能

观测到的历元数也相对较少，模糊度之间的相关

性很高，这也导致了模糊度协方差阵的谱条件数

很大，因此在实际的 ＧＰＳ动态定位中，ＬＬＬ算法
降相关的效果将不会很理想．而改进 ＬＬＬ算法在
处理高维矩阵的过程中，对高维矩阵的先决条件

要求没有那么高，也能够更好地使高维矩阵达到

降相关的效果．因此，改进ＬＬＬ算法在实际的ＧＰＳ
实时动态定位中具有更好的适用性．

４　结　论
１）在分析了ＬＬＬ算法的基础上，针对其中存

在的缺陷，采用修正 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交变换和行
向量内积降序调整矩阵对 ＬＬＬ算法进行改进．在
实际的ＧＰＳ实时动态定位中，关键是整周模糊度
的正确解算，而在目前应用较多的 ＬＡＭＢＤＡ算法
求解整周模糊度中，降相关处理又是该算法的

核心．
２）仿真结果表明，ＬＬＬ算法仅仅适用于低维

矩阵，而改进后的 ＬＬＬ算法不受协方差矩阵维数
的限制，对低维和高维矩阵都能进行降相关处理，

并且改进ＬＬＬ算法在处理低维矩阵时，降相关处
理的性能也要优于ＬＬＬ算法，更有利于ＧＰＳ整周
模糊搜索和解算．
３）改进ＬＬＬ算法在实际的ＧＰＳ动态定位中，

将会有更好的适用范围．需要指出的是，通过对
ＬＬＬ算法进行改进，可以降低模糊度协方差阵的

相关性，但是为了更好地搜索和解算 ＧＰＳ整周模
糊度，还需要在改进的 ＬＬＬ算法基础上进一步研
究精准确定模糊度搜索椭球半径的方法．
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