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人字齿轮系统齿根动应力计算与对比试验

王　峰，方宗德，李声晋
（西北工业大学 机电学院，７１００７２西安）

摘　要：为了准确地计算人字齿轮的齿根动应力，建立了考虑误差激励、时变啮合刚度激励、啮入冲击激励和齿侧间隙
影响的人字齿轮传动系统十二自由度啮合型弯－扭－轴耦合动力学模型，提出考虑实时动载荷对齿间载荷分配系数影
响的齿根动应力计算方法．以某船用人字齿轮副为实例进行的仿真计算结果表明：随着外载荷和输入转速的增加，人字
齿轮传动系统齿根动应力最大值均呈增加趋势；由于齿侧间隙的存在，随着外载荷增加，齿根动应力的相对波动趋势经

历了先减小后增大的过程．试验数据与数值仿真基本吻合，较准确地反映了齿根动应力的波动趋势．
关键词：人字齿轮；振动模型；动载荷；载荷分配；齿根动应力
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　　凭借承载能力大，运转平稳且噪声小，同时又
能够克服轴向力等优点，人字齿轮传动系统已成

为舰船等重型机械传动系统的重要组成部分，其

动态特性将直接影响传动系统的稳定性和可靠

性［１］．人字齿轮的静强度一般都能满足设计要求
并有一定的盈余量，而现代大功率舰船需在多载

荷、多转速工况下稳定工作，因此研究动载荷下其

齿根动应力的波动变化趋势对提高人字齿轮传动

系统疲劳寿命、安全系数等有着积极的意义．文献
［２］建立了一对舰用人字齿轮接触仿真分析模
型，并将接触仿真得到的接触应力结果与赫兹理

论进行了比较，说明了接触单元在齿轮接触应力

分析上的精确性、有效性和可靠性．文献［３］和
［４］利用考虑时变啮合刚度、基节误差的圆柱齿
轮动力学振动模型，求出了动载荷作用下的轮齿

齿根动应力．动载荷下轮齿各啮合接触线的载荷
分配系数都跟瞬时的系统动载荷有关，对于高速、

重载、大重合度的人字齿轮传动系统来说，动载荷



的变化直接改变了载荷在人字齿轮各啮合齿对间

的分配率，从而加剧了齿轮齿根应力的波动，而这

方面的研究尚未见有文献报道．
本文由轮齿承载接触分析（ＬｏａｄＴｏｏｔｈＣｏｎｔａｃｔ

Ａｎａｌｙｓｉｓ，ＬＴＣＡ）计算出考虑安装误差的轮齿综合
啮合刚度，建立考虑轮齿误差激励、时变啮合刚度

激励、啮入冲击激励和齿侧间隙影响的人字齿轮

系统十二自由度啮合型弯 －扭 －轴耦合振动模
型．得出了考虑动载荷影响的轮齿间载荷分配系
数，精确计算了人字齿轮啮合齿对的齿根动应力，

试验对比验证了计算结果的准确性，研究分析了

不同载荷、不同转速下齿根动应力的变化特性．

１　动载荷计算模型
在人字齿轮传动系统中，由于加工误差、受力

变形等原因，左右两斜齿轮副产生的轴向力不可

能完全抵消，因此，系统除具有扭转振动和横向振

动外，还会引起轴向窜动，从而形成了综合考虑误

差激励、时变啮合刚度激励、啮入冲击激励、齿侧

间隙激励的人字齿轮啮合型弯－扭－轴耦合振动
模型［５］．
　　系统的十二自由度广义位移列阵可表示为
｛δ｝＝｛ｙｐ１，ｚｐ１，θｐ１，ｙｇ１，ｚｇ１，θｇ１，ｙｐ２，ｚｐ２，θｐ２，ｙｇ２，ｚｇ２，θｇ２｝

Ｔ．
式中：ｙｉｊ、ｚｉｊ、θｉｊ（ｉ＝ｐ，ｇ；ｊ＝１，２）分别为主、从动
人字齿轮中心点Ｏｐ１、Ｏｐ２和Ｏｇ１、Ｏｇ２在ｙ向、ｚ向的
平移振动位移和转角位移．根据牛顿力学定律，由
图１可得如下系统的动力学方程：
ｍｐ̈ｙｐ１＋ｃｐ１ｙｙｐ１＋ｋｐ１ｙｙｐ１ ＝－Ｆｙ１，

ｍｐ̈ｚｐ１＋ｃｐ１２ｚ（ｚｐ１－ｚｐ２）＋ｋｐ１２ｚ（ｚｐ１－ｚｐ２）＝－Ｆｚ１，

Ｉｐ̈θｐ１ ＝－Ｆｙ１·Ｒｐ＋Ｔｐ１
{

；

（１）
ｍｇ̈ｙｇ１＋ｃｇ１ｙｙｇ１＋ｋｇ１ｙｙｇ１ ＝Ｆｙ１，

ｍｇ̈ｚｇ１＋ｃｇ１ｚｚｇ１＋ｋｇ１ｚｚｇ１＋ｃｇ１２ｚ（ｚｇ１－ｚｇ２）＋

　　ｋｇ１２ｚ（ｚｇ１－ｚｇ２）＝Ｆｚ１，

Ｉｇ̈θｇ１ ＝Ｆｙ１·Ｒｇ－Ｔｇ１










；

（２）

ｍｐ̈ｙｐ２＋ｃｐ２ｙｙｐ２＋ｋｐ２ｙｙｐ２ ＝－Ｆｙ２，

ｍｐ̈ｚｐ２－ｃｐ１２ｚ（ｚｐ１－ｚｐ２）－ｋｐ１２ｚ（ｚｐ１－ｚｐ２）＝－Ｆｚ２，

Ｉｐ̈θｐ２ ＝－Ｆｙ２·Ｒｐ＋Ｔｐ２
{

；

（３）
ｍｇ̈ｙｇ２＋ｃｇ２ｙｙｇ２＋ｋｇ２ｙｙｇ２ ＝Ｆｙ２，

ｍｇ̈ｚｇ２＋ｃｇ２ｚｚｇ２＋ｋｇ２ｚｚｇ２－ｃｇ１２ｚ（ｚｇ１－ｚｇ２）－

　　ｋｇ１２ｚ（ｚｇ１－ｚｇ２）＝Ｆｚ２，

Ｉｇ̈θｇ２ ＝Ｆｙ２·Ｒｇ－Ｔｇ２










．

（４）

式中：ｍｐ、ｍｇ、Ｉｐ、Ｉｇ分别为小轮和大轮的质量及转
动惯量；Ｒｐ、Ｒｇ为小轮和大轮的分度圆半径；ｃｐ１ｙ、

ｃｇ１ｙ、ｃｐ２ｙ、ｃｇ２ｙ、ｋｐ１ｙ、ｋｇ１ｙ、ｋｐ２ｙ、ｋｇ２ｙ为传动轴、轴承在
中心点Ｏｐ１、Ｏｇ１、Ｏｐ２、Ｏｇ２的等效支撑阻尼和刚度；
ｃｐ１２ｚ、ｃｇ１ｚ、ｃｇ２ｚ、ｃｇ１２ｚ、ｋｐ１２ｚ、ｋｇ１ｚ、ｋｇ２ｚ、ｋｇ１２ｚ分别为齿轮、
轴的轴向等效平移振动阻尼和刚度；Ｆｙ１、Ｆｙ２、Ｆｚ１、
Ｆｚ２分别为轮齿啮合切向及轴向动态啮合力，其中
包含了啮合冲击力激励．
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图１　啮合型弯－扭－轴耦合人字齿轮振动模型

　　式（１）～（４）中的切向及轴向动态啮合力的
参数可表达为式（５）～（８）：
　Ｆｙ１ ＝ｃｏｓβｃｍ（ｙｐ１＋Ｒｐθｐ１－ｙｇ１－Ｒｇθｇ１）＋

ｃｏｓβｋｍ（ｔ）ｆ（ｙｐ１＋Ｒｐθｐ１－ｙｇ１－Ｒｇθｇ１）－
Ｆｓ（ｔ）， （５）

Ｆｚ１ ＝ｓｉｎβｃｍ［ｔａｎβ（ｙｐ１＋Ｒｐθｐ１－ｙｇ１－Ｒｇθｇ１）＋
ｚｐ１－ｚｇ１］＋ｓｉｎβｋｍ（ｔ）ｆ［ｔａｎβ（ｙｐ１＋Ｒｐθｐ１－
ｙｇ１－Ｒｇθｇ１）＋ｚｐ１－ｚｇ１］－ｔａｎβＦｓ（ｔ）， （６）

　Ｆｙ２ ＝ｃｏｓβｃｍ（ｙｐ２＋Ｒｐθｐ２－ｙｇ２－Ｒｇθｇ２）＋
ｃｏｓβｋｍ（ｔ）ｆ（ｙｐ２＋Ｒｐθｐ２－ｙｇ２－Ｒｇθｇ２）－
Ｆｓ（ｔ）， （７）

　Ｆｚ２＝ｓｉｎβｃｍ［ｔａｎβ（ｙｐ２＋Ｒｐθｐ２－ｙｇ２－Ｒｇθｇ２）＋
ｚｐ２－ｚｇ２］＋ｓｉｎβｋｍ（ｔ）ｆ［ｔａｎβ（ｙｐ２＋Ｒｐθｐ２－
ｙｇ２－Ｒｇθｇ２）＋ｚｐ２－ｚｇ２］＋ｔａｎβＦｓ（ｔ）．（８）

式中：β为螺旋角；ｋｍ（ｔ）为法向啮合刚度，本文通
过齿轮承载接触分析程序计算得到一个啮合周期

内不同啮合位置的接触力和法向接触变形，从而

得出轮齿时变啮合刚度，具体计算原理与数据分

析已另文撰写，在此不再赘述；Ｆｓ（ｔ）为啮入冲击
力；ｃｍ为法向啮合等效阻尼；ｆ（ｘ）为分段非线性
函数，其表达形式参见文献［６］．

考虑人字齿轮左端啮合副的动载荷：

Ｆｄ ＝ｋｍ（ｔ）·（ｙｐ１－ｙｇ１＋Ｒｐθｐ１－Ｒｇθｇ１）＋Ｆｓ（ｔ）．
（９）

利用表１中给出的某船用单级人字齿轮副参
数，作为本文中的分析实例．
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表１　某船用单级人字齿轮副参数

参 数
法向模数／

ｍｍ

端面压力角／

（°）
β／（°）

齿侧间隙／

μｍ

负载扭矩／

（Ｎ·ｍ）

阻尼率

系数

密度／

（ｇ·ｃｍ－３）

轮齿

齿数

轮齿

旋向

齿宽／

ｍｍ

转动惯量／

（ｋｇ·ｍ２）

正常工

况转速／
（ｒ·ｍｉｎ－１）

小齿轮

（主动轮）

大齿轮

（被动轮）

８

８

２０

２０

１６２６

１６２６

２

２

１０８８

１０８８

０１

０．１

７８５

７．８５

１６

３２

左右旋

右左旋

３５

３５

００４９

２６００

１０００

５００

　　利用变步长四阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ数值积分方
法［７］对动力学方程组（１）～（８）进行求解，将位移
响应结果代入式（９），得动载荷随时间的响应如
图２，其中横坐标时间的零点为所考察齿对的啮
入起始点．
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图２　人字齿轮左端啮合轮齿动载荷

２　齿根动应力计算方法
人字齿轮啮合轮齿的齿根动应力的计算方法

通常有材料力学近似法［８］和动力学有限元商业

软件建模求解法［９］．前者计算公式简单，一般用
于齿面齿根的强度校核；后者通用性较强，但对复

杂人字齿轮系统则基本无法较好地反应其动力性

特性．
本文通过轮齿承载接触分析ＬＴＣＡ［１０］程序得

出单位载荷在齿根动应力考查点所产生的应力值

σｅｉ（这里选定被动轮受拉侧齿根中点作为考查
点），再由式（１０）即可得出动载荷下的人字齿轮
齿根动应力：

σｖｉ＝Ｆｖｉ·σｅｉ…（ｉ＝１，…，ｎ）． （１０）
式中：σｖｉ为第ｉ条啮合接触线接触时齿根中点动
应力；Ｆｖｉ为第 ｉ条啮合接触线接触时啮合单对轮
齿分配到的动载荷；ｎ为啮合齿对从啮入到啮出
在齿面上取的接触线数目．

Ｆｖｉ的计算直接影响到齿根动应力的准确性
和求解效率．笔者提出３种思路：一是直接用静
载荷下的轮齿间的载荷分配率来代替动载荷下的

载荷分配系数，从而忽略了动载荷对载荷分配率

的影响，提高了计算效率却影响了齿根动应力计

算的精确度；二是将每一条轮齿啮合接触线的瞬

时动载荷代入 ＬＴＣＡ程序进行一次计算，得到瞬
时载荷分配系数，这样虽保证了瞬时载荷分配系

数的准确性却降低了计算效率；三是将由式（９）
计算得到的动载荷按最小值到最大值进行五等

分，通过 ＬＴＣＡ程序一次计算即可得出每条接触
线在５种载荷下的载荷分配系数，由此可以拟合
出任意一条接触线的载荷分配系数与载荷大小的

关系，进而可以完整地得出啮合单齿对从啮入到

啮出任一时刻所承担的动载荷大小．这种方法兼
顾了计算效率和精度，在保证计算效率的前提下

较为真实地反映了人字齿轮齿根动应力的实际变

化波动趋势，因此本文算例采取思路三所提出的

算法．
由表１中给出的人字齿轮副参数，得到人字

齿轮副左端单对啮合轮齿所承担的动载荷（如图

３），其中横坐标为考查齿对从啮入到啮出过程中
主动轮的转角．
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图３　人字齿轮左端单对啮合轮齿动载荷

３　试验装置与测点布置
将利用本文方法计算得到的结果与文献［４］

的试验结果进行比较，并分析多工况下齿根动应

力的变化趋势．
　　图４为齿轮振动测试试验装置简图，应变片
布置在被动轮啮合轮齿受拉侧的齿根中点［１１］，如

图５所示．
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图４　人字齿轮振动测试试验装置简图
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图５　齿根应力测点布置图

４　实例验证与结果分析
４１　外载扭矩对齿根动应力的影响

为验证数值计算的精确度，探讨外载扭矩对

人字齿轮齿根动应力的影响，分别选取外载扭矩

为１５００、３０００、４５００Ｎ·ｍ，主动轮转速恒为
４５００ｒ／ｍｉｎ的３种载荷工况进行研究．３种不同
载荷工况的人字齿轮左端被动轮齿根动应力数值

计算结果和试验数据见图６～８，其中实线表示数
值计算结果，虚线为试验测试所得应力值．
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图６　Ｔ＝２４０Ｎ·ｍ时人字齿轮左端被动轮齿根动应力
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图７　Ｔ＝６４０Ｎ·ｍ时人字齿轮左端被动轮齿根动应力
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图８　Ｔ＝８４０Ｎ·ｍ时人字齿轮左端被动轮齿根动应力

　　３种载荷工况的齿根最大动应力数值计算值
分别为 ２３６４、５４８６、６９３４ＭＰａ，试验测量值分
别为２５７、６００、７２６ＭＰａ．可以看出，随着外载
的增加，齿根动应力呈增加趋势；然而２４０Ｎ·ｍ
载荷时齿根应力幅值的相对波动却 ＞６４０Ｎ·ｍ
载荷时的应力幅值波动．这是因为动力学模型考
虑了轮齿侧隙激励，当外载荷扭矩为 ２４０Ｎ·ｍ
时，轮齿变形不足以消除齿侧间隙对系统的影响，

故动载荷波动较强，导致了上述现象；当外载荷扭

矩增加到８４０Ｎ·ｍ以上时，基本消除了齿侧间
隙对人字齿轮系统的影响．

对比图６～８可见：不同载荷工况下，数值计算
得到的齿根最大应力随外载扭矩的变化规律与实

验结果比较吻合，误差＜８％，误差主要来自于加工
误差、热变形以及试验应变片的灵敏度等因素．
４２　转速对齿根动应力的影响

当人字齿轮主动轮输入转速分别为 １５００、
２０００、２５００ｒ／ｍｉｎ，负载扭矩恒为１０８８Ｎ·ｍ时，
３种不同转速工况的人字齿轮左端被动轮齿根动
应力数值计算结果和试验数据见图９～１１．
　　３种转速工况的齿根最大动应力数值计算值
分别为９０２０、９４６０、９８６８ＭＰａ，试验测量值分别
为９３７、１０３５、１０７１ＭＰａ，可以看出，在文中给出
的转速范围内，人字齿轮传动系统其齿根动应力随

着转速的增加而增大，应力的波动也增加许多．
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图９　ｎ＝１５００ｒ／ｍｉｎ时人字齿轮左端被动轮齿根动应力
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图１０　ｎ＝２０００ｒ／ｍｉｎ时人字齿轮左端被动轮齿根动应力
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图１１　ｎ＝２５００ｒ／ｍｉｎ时人字齿轮左端被动轮齿根动应力

　　对比图９～１１可见，不同转速工况下，数值计
算得到的齿根最大应力随主动轮输入转速的变化

规律与实验结果吻合，较精确地计算出了人字齿

轮齿根动应力．
需要说明的是，由图６～１１可以看出，当系统

中有新齿对啮入，即啮合转角分别为 －１１．５°和
１１°时，仿真数值和试验数值偏差较大．这是因为
实际试验中，齿对的加工误差、热变形等因素加剧

了啮入冲击对系统的影响，从而使得实测数据与

仿真数据存在较大偏差．

５　结　论
１）建立了综合考虑误差激励、时变啮合刚度

激励、啮入冲击激励、齿侧间隙激励的人字齿轮啮

合型弯－扭－轴耦合振动模型，完整计算出人字
齿轮系统的动载荷．
２）提出了考虑实时动载荷对齿间载荷分配

系数影响的齿根动应力计算方法，保证计算效率

的同时更准确地反映出齿根动应力的波动变化

趋势．

　　３）随着外载荷和输入转速的增加，人字齿轮
传动系统齿根动应力最大值均呈增加趋势．但由
于齿侧间隙的存在，随着外载荷增加，齿根动应力

的相对波动趋势经历了先减小后增大的过程．
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