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摘　 要： 针对 ＢＰ 网络的训练算法 ＳＰＤＳ 算法，研究了局部极小问题．利用基于单参数动态搜索算法的 ＳＰＤＳ 算法的变量

逐一搜索的特点，证明了每次迭代的等价误差函数均为拟凸函数，进而极小点存在并可求出．将迭代必将收敛的初值集

合定义为全局极小区域，针对局部极小问题给出 Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法，并证明了 ＳＰＤＳ 算法的全局极小区域沿坐标轴方向扩张

的区域既是 Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法的全局极小区域，从而 ＳＰＤＳ 算法收敛于全局极小点的可能性大大增加了，算法的仿真试验也

证明了这一点．
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　 　 ＢＰ 算法的主要缺点之一是训练容易陷入局

部极小点［１］ ．许多研究者采用随机优化技术，如模

拟退火技术等［２］，来寻求全局最优解［３－４］ ． ＳＰＤＳ
算法［５－７］ 也存在局部极小值问题．但是，在解决一

些实际问题的过程中，本文发现用 ＳＰＤＳ 算法收

敛到全局极小点的可能性远大于 ＢＰ 算法．即使它

收敛到局部极小点时，通过一些技术措施也容易

使它收敛到全局极小点．
局部极小值的产生是与初始值的选取密切相

关的．两个距离很近的初始点，可能最终一个将迭

代到局部极小点，而另一个将迭代到全局极小点．
本文将那些最终能迭代到全局极小点的初始点的

集合定义为全局极小区域．本文首先从理论上提

出 Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法，然后证明其全局极小区域比

ＳＰＤＳ 算法的全局极小区域大，由此不难看出，
ＳＰＤＳ 算法收敛到全局极小点的可能性大大增加

了，这对于解决局部极小问题，也具有一定的

贡献．
本文只研究了 ３ 层 ＢＰ 网络的误差函数为
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式中：Ｏｐｉ 为输出层第 ｉ 个节点对应于第 ｐ 个训练

样本的实际输出；ｙｐｉ 为相应的期望输出值．
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（１）
式中：ｗ ｉｊ 为第 ｉ个输出层单元到第 ｊ个隐层单元的

权值；ｗｋｊ 为第 ｋ个输入层单元到第 ｊ个隐层单元的

权值；ｂ ｊ 为第 ｊ个隐层单元的输出；ｂｋ 为第 ｋ个输入

层单元的输出；θｉ 为第 ｉ 个输出层单元阈值；φｊ 为

第 ｊ 个 隐 层 单 元 阈 值； ｇ 为 Ｓｉｇｍｏｉｄ 函 数，
ｇ′ ＝ λｇ（１ － ｇ） ．

神经网络的训练就是使 θｉ、ｗ ｉｊ、φｊ、ｗｋｊ 这 ４ 组

变量取适当的值，使得误差函数 Ｅ 取得全局极

小值．
基于单参数动态搜索算法的 ＳＰＤＳ 算法，就

是将这 ４ 组变量逐一作为变量处理，其他值均用

上次迭代后的储存值代替．这样 ４ 个误差函数分

别记为Ｅ１、Ｅ２、Ｅ３ 和Ｅ４，它们都是关于变量的连续

可微函数． 不难看出， 每个误差函数均为以下

形式：
Ｅ ｉ ＝ Σｆ２ｉ（ｘ） ．

式中， ｆ２ｉ（ｘ） 为一元函数，ｉ ＝ １，２，３，４．

１　 全局极小区域

引理 １　 ｆ２ｉ（ｘ） 均为 Ｒ１ 上的拟凸函数，其中

ｉ ＝１，２，３，４．
证　 明　 对于 Ｅ１，即式（１） 中，只有 θｉ 是变

量 （ 设 为 ｘ）， 其 余 皆 视 为 常 量． 故 ｆ１（ｘ） ＝

ｇ ∑
ｊ
ｗ ｉｊ

ｂ ｊ ＋ ｘ( ) － ｙｐｉ，因为 ｇ 为单调增连续函数，

故 ｆ１（ｘ） 亦为单调增连续函数．
任给 α ＞ ０，ｘ１，ｘ２ ∈ Ｒ１， 若 ｆ２１ （ｘ１） ≤ α，

ｆ２１（ｘ２） ≤ α， 则有

-α≤|f1(x1)|≤ α,

-α≤|f1(x2)|≤ α.

而 α>0,故 存 在 y1,y2∈R1使 f1(y1)=- α,

f1(y2)= α且 y1≤x1≤y2,y1≤x2≤y2.
任 意 λ∈(0,1),有 y1≤(1-λ)x1+λy2≤y2,而

f1(x)为 单 调 增 连 续 函 数 ,故

- α=f1(y1)≤f1((1-λ)x1+λx2)≤f1(y2)= α,

从而

ｆ２１（（１ － λ） ｘ１ ＋ λｘ２） ≤ α．
　 　 所以， 任意 α ＞ ０，Ｓ（ ｆ２１，α） ＝ ｛ｘ ｜ ｆ２１（ｘ） ≤ α｝
为凸集．故 ｆ２１（ｘ） 为 Ｒ１ 上的拟凸函数．同理可证

ｆ２ｉ（ｘ） 为 Ｒ１ 上的拟凸函数，其中 ｉ ＝ ２，３，４．证毕．

定理 １　 对于误差函数 Ｅ ｉ（其中 ｉ ＝ １，２，３，
４），若 ｆ２ｉ（ｘ） 在 Ｒ１ 上有极小值 ｘ∗

ｉ ，则 Ｅ ｉ 的极小值

ｘ０
ｉ 满足：

ｍｉｎ ｘ∗
ｉ ≤ ｘ０

ｉ ≤ ｍａｘ ｘ∗
ｉ ．

　 　 证　 明　 由引理知 ｆ２ｉ （ｘ） 为 Ｒ１ 上的拟凸函

数，故存在区间 Ｊ１ 和 Ｊ２，ｄｏｍ ｆ２ｉ（ｘ） ＝ Ｊ１ ∪ Ｊ２，且 Ｊ１

在 Ｊ２ 的左边，ｆ２ｉ（ｘ） 在 Ｊ１ 上不增，在 Ｊ２ 上不减［８］，
对于 Ｅ ｉ ＝ Σｆ２ｉ （ｘ）， 当 ｘ ＜ ｍｉｎ ｘ∗

ｉ 时，Ｅ ｉ 不增；当
ｘ ＞ ｍａｘ ｘ∗

ｉ 时，Ｅ ｉ 不减．因而 Ｅ ｉ 的极小值 ｘ０
ｉ 满足：

ｍｉｎ ｘ∗
ｉ ≤ ｘ０

ｉ ≤ ｍａｘ ｘ∗
ｉ ．

定理得证．
由此可知，Ｅ ｉ（其中 ｉ ＝ １，２，３，４） 的极小点存

在并可求出．
定义 １　 在初始值可取区域中，迭代必然收敛

到全局极小点的区域使本文成为全局极小区域．

２　 Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法及全局极小区域扩

张定理

　 　 对于局部极小问题，本文给出了 Ｌ⁃ＳＰＤＳ
算法：

１）任给初值．
２）按某种顺序，以下步骤逐个迭代上述 ４ 类

参数：
ａ）计算该参数的导数，得到误差函数沿该参

数的下降方向．
ｂ）沿误差函数的下降方向进行搜索，直到导

数零点停止．
３）若迭代已落入局部极小点，则在初始点处

求出误差函数沿任一参数的所有极小点，并分别

以这些极小点为该参数的调整点，跳到步骤 ２）至
步骤 ３）进行迭代；若误差函数 Ｅ 小于允许误差，
则认为已收敛到全局极小点，迭代停止．

定理 ２　 ＳＰＤＳ 算法的全局极小区域沿坐标

轴方向延长形成新的区域，该新的区域是 Ｌ⁃ＳＰＤＳ
算法的全局极小区域．

证　 明　 设 Ａ 点为 ＳＰＤＳ 算法的全局极小区

域中任一固定点，Ｂ 点为 Ａ 点沿坐标轴方向延长

形成一条直线上的任意点，只要证明以 Ｂ 点为初

始点，Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法将收敛于全局极小点即可．
设 Ｃ点是 ＳＰＤＳ算法以 Ａ点为初始点时，目标

函数沿该坐标轴方向迭代的下一个极小点．由 Ｃ
点出发继续迭代将收敛到全局极小点．以 Ｂ 点为

初始点时， 沿该坐标轴方向可求出每个极小点

（其中包括 Ｃ 点） ．若分别以这些极小点为调整的

下一点进行迭代的话，由于以 Ｃ 点为迭代的下一
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点进行的迭代将收敛于全局极小点，故这样的迭

代将至少有一次收敛于全局极小点． 而这正是 Ｌ⁃
ＳＰＤＳ 算法的迭代过程，定理得证．

定理 ２ 中， 由 Ｃ 点出发继续进行迭代将收敛

于全局极小点．具有这种性质的 Ｃ 点往往较多．这
样的迭代，计算量有相当的增加，但全局极小区域

却扩大了．以误差函数是二元函数的情况为例，
图 １为二元函数的取值范围，设区域Ω１ 和区域Ω２

均为 ＳＰＤＳ 算法的全局极小区域，则阴影以外的

部分（包括区域 Ω１ 和区域 Ω２） 都是 Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法

的全局极小区域．在实际计算中，Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法中

的求出某参数的所有极小点有时可改为求得某个

极小点或者用随机优化技术来替代．此时 Ｌ⁃ＳＰＤＳ
算法即转化为 ＳＰＤＳ 算法．在一维情况下，使用随

机优化技术搜索到定理 ２ 中的 Ｃ 点相对比较容易

实现．因此，ＳＰＤＳ 算法收敛到全局极小点的可能

性比较大．而 ＢＰ 算法却无此特性，这是对 ＢＰ 网

络训练算法的贡献．

Ω1

Ω2

图 １　 全局极小区域扩张示意图

３　 仿真算例
例 １　 以 Ｘｏｒ 问题为例．网络结构为 ２－２－１，初

值选取如表 １ 所示．在迭代到第 １９ 步，调整第 １ 个

输入层单元与第 １ 个隐层单元的权值时，误差函数

与该权值的关系如图 ２ 所示，图 ３ 为误差函数关于

该权值的导数与该权值的关系．

表 １　 Ｘｏｒ 问题的初始值

单元
权值

输入层第 １ 单元 输入层第 ２ 单元
阈值

隐层第 １ 单元 ９ ５１１ ４１４ ｅ－００３ ２ ７０５ ６８８ｅ－００３ ３ ７４７ ５５９ｅ－００３

隐层第 ２ 单元 －８ ４１０ ６４５ ｅ－００４ ９ ０６８ ２９８ｅ－００３ －９ ４４７ ９３７ｅ－００３

单元
权值

隐层第 １ 单元 隐层第 ２ 单元
阈值
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图 ２　 误差函数与该权值的关系
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图 ３　 误差函数关于该权值的导数与该权值的关系

　 　 从图 ２ 中可知，－１８ ９ 和 ６ ３９ 均为误差函数

沿该权值的极小点． 在图 ３ 中也能看到同样

的结果．分别选择这两个极小点作为该权值的下

一步调整值，继续进行迭代，得到结果如表 ２、

３ 所示．
　 　 从表 ２ 中可看出，选择极小点 ６ ３９ 作为该权

值的下一步调整值，迭代结果很快收敛；而从表 ３
中可知，选择极小点－１８ ９ 作为该权值的下一步
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调整值，迭代结果不收敛，可以认为已陷入局部

极小．
表 ２　 以 ６ ３９ 为调整值的迭代结果

极小点值 极小点处函数值

６ ３９ ４ ７２ｅ－２
迭代次数 均方误差

１９ ４ ４７ｅ－２
４０ １ ２４ｅ－７
５０ １ ２０ｅ－１０

表 ３　 以－１８ ９ 为调整值的迭代结果

极小点值 极小点处函数值

－１８ ９ １ ２３ｅ－０

迭代次数 均方误差

１９ １ １５ｅ－０

４０ ５ ０２ｅ－１

１００ ５ ０１ｅ－１

５００ ５ ００ｅ－１

５ ０００ ５ ００ｅ－１

１０ ０００ ５ ００ｅ－１

　 　 即－１８ ９ 对应的参数点不属于 ＳＰＤＳ 算法的

全局极小区域，６ ３９ 对应的参数点属于其全局极

小区域．在进行到此处的迭代时，分别选取 ６ ３９
和－１８ ９ 作为该权值的下一个调整值进行迭代，
将又一次收敛到全局极小点，即－１８ ９ 对应的参

数点属于 Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法的全局极小区域，亦能收

敛到全局极小点．
由此不难看出，ＳＰＤＳ 算法收敛到全局极小点

的可能性大大增加了，而 ＢＰ 算法是将所有参数

作为一个整体进行统一搜索的，没有此性质．

４　 结　 论

１）对于 ＢＰ 网络的 ＳＰＤＳ 算法，证明了每次迭

代的等价误差函数均为拟凸函数，进而极小点存

在并可求出．
２）将迭代必将收敛的初值集合定义为全局

极小区域，针对局部极小问题给出 Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法，
并证明了 ＳＰＤＳ 算法的全局极小区域沿坐标轴方

向扩张的区域既是 Ｌ⁃ＳＰＤＳ 算法的全局极小区域．
从而 ＳＰＤＳ 算法收敛于全局极小点的可能性大大

增加了．
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