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钢管混凝土拱极限承载力分析的共旋坐标法
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摘　 要： 为提高钢管混凝土拱极限承载力分析的精度和效率，基于共旋坐标法建立了考虑材料和几何非线性的钢管混

凝土拱数值分析模型．首先基于共旋坐标系下应变和消除刚体位移后的变形为线性关系，利用虚功原理无须迭代就可直

接计算出该坐标系下完全粘结钢管混凝土梁单元考虑材料非线性的切线刚度矩阵，再通过结构坐标系与共旋坐标系下

节点力之间及节点位移之间的总量关系及微分导出的增量关系，最终获得其在结构坐标系中考虑几何与材料双非线性

的切线刚度矩阵，不平衡力完全是基于全量来计算．算例结果表明，该算法具有减少计算量、不累积误差和精度高等优点．
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　 　 钢管混凝土拱极限承载力作为钢管混凝土结

构设计理论中的核心问题一直是研究热点［１－３］ ．目
前已有钢管混凝土非线性分析模型中，大部分都

是借用钢筋混凝土常采用的分层梁模型［４］ ． 而分

层梁模型算法有以下问题：



１）将截面划分成数百层，截面每一层的应变

都假定为沿梁单元轴向均匀分布，为保证计算精

度，单元长度需划分得很短，导致计算量猛增；
２）几何非线性采用总体拉格朗日法（Ｔ．Ｌ 法）

或修正拉格朗日法（Ｕ．Ｌ 法），已有非线性研究文

献发现 Ｔ．Ｌ 法计算精度很低［５］，Ｕ．Ｌ 法有误差累

积，计算效率不高的问题［６］；
３） 由 Ｃｒａｎｓｔｏｎ 迭代法求解截面的切线抗

拉压及抗弯刚度，迭代计算量巨大，甚至由于混凝

土和钢管的应力 －应变曲线为分段曲线而不

收敛［７］ ．
在共旋坐标法（ＣＲ 法）、Ｔ．Ｌ 法、Ｕ．Ｌ 法等几

何非线性分析方法中，共旋坐标法具有误差不累

积，计算精度和效率较高等优点［８－１１］，但目前对共

旋坐标法的研究主要集中在几何非线性分析方

面，用于几何与材料双非线性分析方面较少．本文

基于共旋坐标系下应变和消除刚体位移后的变形

为线性关系，利用虚功原理，直接计算出该坐标系

下钢管混凝土梁单元考虑材料非线性的切线刚度

矩阵，再通过转换矩阵获得其在结构坐标系中考

虑几何与材料双非线性的切线刚度矩阵，并进行

了严格验证．

１　 钢管混凝土梁元切线刚度矩阵

１􀆰 １　 基本假设

如图 １ 所示钢管混凝土截面，分析中采用以

下假定［２］：１）平截面假定；２）无滑移假定；３）无剪

切假定．
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图 １　 钢管混凝土截面

１􀆰 ２　 共旋坐标系下单元材料非线性切线刚度矩阵

图 ２ 示意了在结构坐标系 ＸＹ 中初始时刻和

计算 ｔ 时刻钢管混凝土梁单元的几何参数及位移

的即时变量；设钢管混凝土梁单元的共旋坐标系

为 ｘｙ，该坐标系是随单元变形而转动的，它始终

以节点 ｉ 为原点，以节点 ｉ 到 ｊ 的连线方向为 ｘ 轴，
由 ｘ 轴逆时钟转 ９０° 为 ｙ 轴．
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（ａ）初始时刻　 　 　 　 　 　 （ｂ）计算时刻

图 ２　 变形前后梁单元

　 　 设初始时刻单元节点在结构坐标系里的坐

标为（ｘｉ， ｙｉ） 和（ｘ ｊ， ｙ ｊ），计算 ｔ 时刻结构坐标

系中的位移向量 ｄ ＝ ［ ｕｉ ｖｉ θ ｉ ｕ ｊ ｖｊ θ ｊ］ Ｔ，
在 共 旋 坐 标 系 中 的 位 移 向 量 ｄｌ ＝
［ｕｉ′ ｖｉ′ θ ｉ′ ｕ ｊ′ ｖｊ′ θ ｊ′］ Ｔ，对比图 ２（ａ） 与图

２（ｂ） 可知：
ｘｔ ＝ ｘ０ ＋ ｕ ｊ － ｕｉ，　 ｙｔ ＝ ｙ０ ＋ ｖｊ － ｖｉ，

αｔ ＝ ａｒｃｔａｎ
ｙｔ

ｘｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

（１）

混凝土梁元在共旋坐标系中的节点位移为

ｕｉ′ ＝ ｖｉ′ ＝ ｖｊ′ ＝ ０，　 ｕ ｊ′ ＝ ｌｔ － ｌ０；

θ ｉ′ ＝ θ ｉ － （α ｔ － α０）， θ ｊ′ ＝ θ ｊ － （α ｔ － α０） ．{ （２）

式中 ｌ０、ｌｔ 分别为变形前后梁单元长度．
设单元任一截面形心轴处的应变及截面曲率

为 ε ０、φ，在共旋坐标系下单元的应变 － 位移关系

只需考虑线性项［１２］，有

ε ＝
ε０

φ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｂ０ｄｌ ． （３）

　 　 如图 １所示，采用沿梁高分层的方法，对计算

截面任意梁层 ｋ，基于平截面假定，由ε ０、φ可求出

该梁层的应变值 ε ｋ 为

εｋ ＝ ε０ ＋ ｙｋφ， （４）
式中 ｙｋ 为梁层 ｋ 到形心轴的距离．

通过混凝土和钢管的应力 － 应变关系由 ε ｋ

可求得梁层 ｋ 处各自的应力 σ ｃ
ｋ、σ ｓ

ｋ 和切线模量

Ｅｃ
ｋ、Ｅｓ

ｋ，截面力Ｐ ＝ （ｎｃｓ ｍｃｓ）（上标 ｃ、ｓ、ｃｓ分别代

表混凝土、钢管及钢管混凝土，以下均同） 可由截

面平衡条件求得

ｎｃｓ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
Ａｃ

ｋ σｃ
ｋ ＋ Ａｓ

ｋ σｓ
ｋ，

ｍｃｓ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（Ａｃ

ｋ σｃ
ｋ ＋ Ａｓ

ｋ σｓ
ｋ）ｙｋ ． （５）

式中：Ａｃ
ｋ、Ａｓ

ｋ 分别为梁层 ｋ 处混凝土和钢管的面

积，ｎ 为截面分层总数．
微分式（５）及代入式（４）的微分，有

δＰ ＝
δｎｃｓ

δｍｃｓ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｄ

δε０

δφ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （６）

式中
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Ｄ ＝
∑

ｎ

ｋ ＝１
（Ａｃ

ｋ Ｅｃ
ｋ ＋ Ａｓ

ｋ Ｅｓ
ｋ） ∑

ｎ

ｋ ＝１
（Ａｃ

ｋ Ｅｃ
ｋ ＋ Ａｓ

ｋ Ｅｓ
ｋ）ｙｋ

∑
ｎ

ｋ ＝１
（Ａｃ

ｋ Ｅｃ
ｋ ＋ Ａｓ

ｋ Ｅｓ
ｋ）ｙｋ ∑

ｎ

ｋ ＝１
（Ａｃ

ｋ Ｅｃ
ｋ ＋ Ａｓ

ｋ Ｅｓ
ｋ）ｙ２ｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

由虚功原理可建立单元的平衡方程组

δｄＴ
ｌ ｆ ＝ ∫ｌ

０

０
δεＴＰｄｘ， （７）

式中 ｆ 为共旋坐标系下单元等效节点力列阵．
微分式（３）并代入式（７）可得

ｆ ＝ ∫ｌ
０

０
ＢＴ

０ Ｐｄｘ， （８）

微分式（８），联立式（６）和微分式（３）有

δｆ ＝ ∫ｌ
０

０
ＢＴ

０ ＤＢ０ｄｘ·δｄｌ ＝ ｋｌ·δｄｌ ． （９）

式中 ｋｌ 即为共旋坐标系下考虑材料非线性的单

元切线刚度矩阵，且 ｋｌ ＝ ∫ｌ
０

０
ＢＴ

０ ＤＢ０ｄｘ．

１􀆰 ３　 结构坐标系下单元双非线性切线刚度矩阵

从式（２） 知，由于 ｕｉ′、ｖｉ′、ｖｊ′ 恒为 ０，对式（２）
的后三项进行微分，得到共旋坐标系下的位移微

分 δｄｌ 用结构坐标系下的位移微分 δｄ 表达的

形式

δｄｌ ＝ Ｔδｄ． （１０）
　 　 设钢管混凝土梁单元在结构坐标系下的节

点力向量 Ｆ，由静力学关系可导出［１３］

Ｆ ＝ ｔＴｆ， （１１）
式中 ｔ 为结构坐标系与共旋坐标系之间的转换矩阵．

将式（１１）两边微分可得

δＦ ＝ δｔＴｆ ＋ ｔＴδｆ． （１２）
　 　 微分式（１１）中的矩阵 ｔ，及联立式（８）、（９）
和（１０），可将 δ ｔＴｆ 和 ｔＴδｆ 分别用 δｄ 表达

δｔＴｆ ＝ Ｋｎδｄ，
ｔＴδｆ ＝ Ｋｌδｄ． （１３）

　 　 联立式（１２） 和（１３），显然，ＫＴ ＝ Ｋｌ ＋ Ｋｎ 即为

所求钢管混凝土梁单元在结构坐标系下考虑几何

与材料双非线性的切线刚度矩阵．

２　 材料的应力－应变关系

钢管的应力 －应变曲线采用理想弹塑性曲

线，不考虑钢材的应力强化；钢管内核心混凝土受

压应力－应变关系采用文献［１４］中考虑了套箍作

用的分段多项式；受拉区混凝土应力－应变关系

为清华大学试验研究得到的轴心受拉曲线．

３　 算例分析

例 １　 简支梁［４］，该梁的跨径为 Ｌ ＝ ５０ ｍ，截

面为矩形，宽 ｂ ＝ １􀆰 ０ ｍ，高 ｈ ＝ ０􀆰 ８ ｍ，跨中受一竖

向集中力 Ｐ 的作用，材料为钢材，其本构关系参

数：Ｅ ＝ ２􀆰 １ × １０８ ｋＰａ，ε ｓ ＝ １􀆰 ０ × １０ －３，ＥＴ ＝ ０． 进
行两种工况的计算，一种是只在跨中作用 １ 个竖

向集中力，另一种是为增大几何非线性的影响，先
在梁端作用一个大小不变的轴向力 ６ ７２０ ｋＮ，再
在跨中作用 １ 个竖向集中力；按两种方法进行考

虑双非线性计算：１） ＡＮＳＹＳ 方法，将梁划分成

５０ 个ｂｅａｍ１８９ 空间梁单元，材料非线性通过采用

双线性随动强化模型（ＢＫＩＮ），几何非线性因素考

虑了大位移效应和应力刚化效应；２）本文方法，
将梁均匀划分成５０ 个单元，横截面等分成 ８ 层，
两种方法得到的荷载－跨中挠度曲线见图 ３．
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图 ３　 荷载－跨中挠度曲线

　 　 由文献［４］知，该梁理论上的塑性极限弯矩

及跨中最大所能承受的竖向集中力分别为

３３ ６００ ｋＮ·ｍ和 ２ ６８８ ｋＮ，用本文程序、ＡＮＳＹＳ
程序及文献［４］所得的极限荷载值分别为 ２ ７２８、
２ ７１４、２ ８００ ｋＮ；对于工况二，从图 ３（ｂ）可知，由
于轴向力的影响，使梁的极限荷载值显著降低，本
文程序、ＡＮＳＹＳ 程序及文献［４］所得极限荷载值

分别为 ２ ０８８、２ ０３０ 和 ２ １５０ ｋＮ，如果不考虑几何

非线性的影响，则理论上算得的极限承载弯矩及

承载力分别为 ３１ ５００ ｋＮ·ｍ 和 ２ ５２０ ｋＮ，可见此

时几何非线性影响显著，对以上计算结果进行比

较，图 ３ 说明本文双非线性算法正确．尚应指出，
文献［４］在工况二下计算得到的荷载－跨中挠度

曲线顶部与工况一类似，也是平的，这是非线性计

算中未考虑水平轴向力的二次效应．
例 ２　 两个钢管混凝土拱肋模型 Ａ－１ 和Ａ－２

分别承受拱顶和 １ ／ ４ 跨径处作用的集中荷载，钢
管混凝土拱肋模型的尺寸为：净跨径４􀆰 ６ ｍ，净矢
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高 １􀆰 ５３３ ｍ，钢管拱肋为抛物线单圆管，外径

ϕ７６ ｍｍ， 钢管壁厚 ３􀆰 ８ ｍｍ，钢材屈服强度 ｆｙ ＝
３０７􀆰 ６７ ＭＰａ，钢材弹模 Ｅｓ ＝ ２０６ ＧＰａ，剪切模量

Ｇｓ ＝ ８１ ＧＭＰａ， 混凝土立方体抗压强度 ｆｃｕ ＝
３６􀆰 ８ ＭＰａ，混凝土弹模 Ｅｃ ＝ ３２．１ ＧＰａ．本文计算的

荷载－位移曲线见图 ４，表 １、２ 示出本文计算的荷

载与位移极限值、模型的试验极限值及其他文献

的计算极限值，从中可看出本文算法正确．
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图 ４　 模型拱荷载－位移曲线

表 １　 模型拱极限荷载值比较 ｋＮ

模型 试验值 本文 文献［２］ 文献［１５］ 文献［１６］

Ａ－１ ３１􀆰 ９０ ３１􀆰 ２４ ３１􀆰 ３７ ３２􀆰 ８０ ３３􀆰 ００

Ａ－２ ４２􀆰 ０７ ４４􀆰 ９３ ４４􀆰 ９２ ４７􀆰 ９０ ４７􀆰 ４０

表 ２　 模型拱极限挠度值比较 ｍｍ

模型 试验值 本文 文献［２］ 文献［１５］ 文献［１６］

Ａ－１ ６０􀆰 ２４ ６０􀆰 ０１ ６８􀆰 ３３ ６７􀆰 ２８ －

Ａ－２ ３８􀆰 ９６ ４４􀆰 ４９ ４５􀆰 ８４ ５５􀆰 ４４ －

４　 结　 语

从本文推导过程及算例结果可知，本文算法

相对于目前已有的非线性算法而言，在几何非线

性方面，克服了 Ｔ．Ｌ 列式法精度不高和 Ｕ．Ｌ 列式

法对增量步长有严格限制的缺点，在材料非线性

方面，本文算法基于应变与共旋坐标系下已经扣

除单元刚体位移的节点变形为线性关系从而通过

虚功原理由截面切线刚度矩阵积分直接求解出单

元切线刚度矩阵，省去了反复迭代过程，计算量少

且精度和效率均比较高，适合钢管混凝土结构的

极限承载能力分析．
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