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３ 种确定性采样非线性滤波算法的复杂度分析

张召友， 郝燕玲， 吴　 旭

（哈尔滨工程大学 自动化学院， １５０００１ 哈尔滨）

摘　 要： 为考察非线性卡尔曼滤波在 ＳＩＮＳ ／ ＧＰＳ 组合导航中的实时性问题，对无迹卡尔曼滤波（ＵＫＦ）、中心差分卡尔曼

滤波（ＣＤＫＦ）和容积卡尔曼滤波（ＣＫＦ）３ 种常用确定性采样非线性算法的实现复杂度进行了理论分析，并总结了实时性

选择的依据．根据确定性采样卡尔曼滤波的统一迭代步骤，以等效浮点操作数作为评价准则对 ３ 种算法进行了复杂度分

析，导出了精确计算复杂度的表达式，并进一步对三者之间的差异进行了推导．将上述算法应用于 ＳＩＮＳ ／ ＧＰＳ 紧耦合导航

中，并进行了蒙特卡罗仿真．结果表明：３ 种算法的精度一致，ＵＫＦ 复杂度最高，在状态维数高于量测维数的系统中 ＣＫＦ
复杂度最低，但在高维量测系统中 ＣＤＫＦ 可望获得最小的硬件开销．
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　 　 卡尔曼滤波是实现捷联惯性导航系统

（ｓｔｒａｐｄｏｗｎ ｉｎｅｒｔｉａｌ ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ， ＳＩＮＳ）和全

球定位系统（ｇｌｏｂａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ， ＧＰＳ）组合

导航数据融合的首选方法［１－２］ ．低精度传感器构成

的组合系统在复杂应用环境中易产生大的误差，
导致系统非线性度增加，此时线性卡尔曼滤波已

不再适用，而扩展卡尔曼滤波（ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｋａｌｍａｎ
ｆｉｌｔｅｒ， ＥＫＦ）也难以保证系统性能．随着近年非线

性滤波的快速发展，较 ＥＫＦ 精度更高的确定性采

样卡尔曼滤波被用于处理组合导航中的非线性融

合问题．确定性采样卡尔曼滤波是一类利用有限

固定采样点对高斯系统中状态的一二阶矩进行近

似，并经过非线性函数传播后进行加权求和估计

的滤波算法．最为常用的 ３ 种确定性采样算法

为［３］ 无迹卡尔曼滤波 （ ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ Ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒ，
ＵＫＦ）、中心差分卡尔曼滤波 （ ｃｅｎｔｒａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
Ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒ， ＣＤＫＦ）、容积卡尔曼滤波（ ｃｕｂａｔｕｒｅ



Ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒ， ＣＫＦ）算法．
精度是表征滤波性能的重要指标，大量文献

已证实 ＵＫＦ、ＣＤＫＦ、ＣＫＦ 的精度相当，均至少可

达二阶［４－５］ ．但在导航系统中，滤波多是在嵌入式

计算机中实现，因此复杂度是影响其应用的另一

个重要参数．先前对于非线性滤波复杂度的研究

多是对单一算法的改进与分析［６－８］，对于形式相

近的确定性采样算法之间缺乏系统的分析与比

较．因此，本文将对 ３ 种典型确定性采样算法进行

等效复杂度的理论分析，导出定量的计算表达式，
并进行横向比较，得出算法实时性选择的依据．最
后，将确定性采样算法应用于 ＳＩＮＳ ／ ＧＰＳ 的紧耦

合组合导航，对其精度和复杂度进行仿真，验证分

析的正确性．

１　 确定性采样滤波的等效复杂度分析

滤波的精度是保证系统性能的前提，但当精

度满足要求后滤波的易实现性与否是另一个制约

因素，复杂度是表征易实现性的主要参数．本节将

对 ＵＫＦ、ＣＤＫＦ、ＣＫＦ 的复杂度及差异进行分析，
力图得出一个精确的、定量的表述．
１ １　 确定性采样滤波中数值运算的复杂度

分析算法复杂度最为有效的方法是对其浮点

操作数（ｆｌｏｐｓ）的准确统计．一次 ｆｌｏｐｓ 定义为两个

浮点数进行一次加、减、乘或除法运算．但滤波中的

很多运算难以用加、减、乘、除来简单描述，如开方、
数值分解、指数运算等，因此只能将其等效为相同

运行时间的 ｆｌｏｐｓ，故称为等效复杂度分析．本文给

出滤波中基本代数运算的 ｆｌｏｐｓ 次数［１］：１）矩阵加

减法． Ａ ∈ Ｒｎ×ｍ，Ｂ ∈ Ｒｎ×ｍ，计算 Ａ ± Ｂ 需 ｎｍ 次

ｆｌｏｐｓ．２）矩阵相乘． Ａ∈Ｒｎ×ｍ， Ｂ∈Ｒｍ×ｌ，计算ＡＢ的

ｆｌｏｐｓ为２ｍｎｌ － ｎｌ次．３）矩阵求逆． Ａ∈Ｒｎ×ｎ， Ａ－１ 的

ｆｌｏｐｓ 数 为 ｎ３ ．４）Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分 解． Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ， 则

ｃｈｏｌ（Ａ） 需要进行
１
３
ｎ３ 次 ｆｌｏｐｓ．

利用上述诸元素即可对确定性采样卡尔曼滤

波进行复杂度的分析．
１ ２　 确定性采样滤波的等效复杂度分析

３ 种确定性采样算法的滤波形式相近，均包

括样本点产生、基于状态方程与量测方程的均值

与方差预测以及状态与方差的后验估计等步骤．
算法实现形式均为加性噪声形式，ＵＫＦ 与 ＣＤＫＦ
的详细公式参见文献［４］，ＣＫＦ 的公式参见文献

［５］．按照滤波过程可对相应算法进行分析．由于

具体的分析过程较为繁琐，在此只给出 ＣＫＦ 算法

的分析过程如下．

产生ＣＴ 样本点，如下式，需要
１
３
ｎ３ ＋ ３ｎ２ 次 ｆｌｏｐｓ．

χ ｋ－１ ＝ ｘ^ｋ－１ ＋ （ ｎＰｋ－１ ） ｉ ｘ^ｋ－１ － （ ｎＰｋ－１ ） ｉ[ ] ．
　 　 状态方程预测， 如下式， 获得样本点预测
χ ｋ｜ ｋ－１ 需要４ｎ３ － ２ｎ２ 次 ｆｌｏｐｓ（３ 种算法均以线性矩

阵形式代换）， 获得状态预测值 ｘ^ｋ｜ ｋ－１ 需要 ２ｎ２ 次

ｆｌｏｐｓ，预测协方差 Ｐｋ｜ ｋ－１ 需要 ２ｎ３ ＋ ４ｎ２ 次 ｆｌｏｐｓ．
χ ｋ｜ ｋ－１ ＝ ｆｋ－１（χ ｋ－１），

ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ＝ ｗ∑
２ｎ

ｉ ＝ １
χ ｉ，ｋ｜ ｋ－１，

Ｐｋ｜ ｋ－１ ＝ ｗ∑
２ｎ

ｉ ＝ １
χ ｉ，ｋ｜ ｋ－１ χ Ｔ

ｉ，ｋ｜ ｋ－１ － ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ｘ^Ｔ
ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｑｋ－１ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

　 　 产生量测样本点，如下式，需要
１
３
ｎ３ ＋ ３ｎ２ 次

ｆｌｏｐｓ．
χｋ－１ ＝ ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ＋ （ ｎＰｋ｜ ｋ－１ ）ｉ ｘ^ｋ｜ ｋ－１ － （ ｎＰｋ｜ ｋ－１ ）ｉ[ ] ．

量测方程预测， 如下式， 获得样本点预测

γ ｋ｜ ｋ－１ 需要 ４ｎ２ ｌ － ２ｎｌ 次 ｆｌｏｐｓ，获得量测预测值

ｙ^ｋ｜ ｋ－１ 需要 ２ｎｌ 次 ｆｌｏｐｓ，预测量测协方差 Ｐｙｋ 需要

４ｎｌ２ ＋ ３ｌ２ 次 ｆｌｏｐｓ，互协方差Ｐｘｋｙｋ 需要４ｎ２ ｌ ＋ ２ｎｌ次
ｆｌｏｐｓ．

γｋ｜ ｋ－１ ＝ ｈｋ（χｋ－１），

ｙ^ｋ｜ ｋ－１ ＝ ｗ∑
２ｎ

ｉ ＝ １
γｉ，ｋ｜ ｋ－１，

Ｐｙｋ
＝ ｗ∑

２ｎ

ｉ ＝ １
γｉ，ｋ｜ ｋ－１ γＴ

ｉ，ｋ｜ ｋ－１ － ｙ^ｋ｜ ｋ－１ ｙ^Ｔ
ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｒｋ，

Ｐｘｋｙｋ
＝ ｗ∑

２ｎ

ｉ ＝ １

χｉ，ｋ｜ ｋ－１ γＴ
ｉ，ｋ｜ ｋ－１ － ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ｙ^Ｔ

ｋ｜ ｋ－１ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

　 　 计算后验估计，如下式，增益Ｋｋ 需 ｌ３ ＋ （２ｎｌ２ －
ｎｌ） 次 ｆｌｏｐｓ，协方差更新Ｐｋ 需要 ２ｎｌ２ － ｎｌ ＋ ２ｎ２ｌ次
ｆｌｏｐｓ，状态更新 ｘ^ｋ 需要 ２ｎｌ ＋ ｌ 次 ｆｌｏｐｓ．

Ｋｋ ＝ Ｐｘｋｙｋ Ｐ
－１
ｙｋ ，

Ｐｋ ＝ Ｐｋ｜ ｋ－１ － Ｋｋ Ｐｙｋ Ｋ
Ｔ
ｋ ，

ｘ^ｋ ＝ ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ＋ Ｋｋ（ｙｋ － ｙ^ｋ｜ ｋ－１） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 总结以上分析，ＣＫＦ 的复杂度 ｆＣＫＦ 总计为

２０
３
ｎ３ ＋ １０ｎ２ ＋ １０ｎ２ ｌ ＋ ８ｎｌ２ ＋ ２ｎｌ ＋ ｌ３ ＋ ３ｌ２ ＋ ｌ．

　 　 同理，可对 ＵＫＦ 和 ＣＤＫＦ 进行分析，滤波参

数的具体分析结果如表 １ 所示．由表中数据可计

算得到 ＵＫＦ 的复杂度 ｆＵＫＦ 总计为

２６
３
ｎ３ ＋ １５ｎ２ ＋ １０ｎ２ｌ ＋ ５ｎ ＋ ８ｎｌ２ ＋ ６ｎｌ ＋ ｌ３ ＋ ３ｌ２ ＋ ４ｌ．

　 　 ＣＤＫＦ 的复杂度 ｆＣＤＫＦ 总计为

２６
３
ｎ３ ＋ １３ｎ２ ＋ ８ｎ２ｌ ＋ ２ｎ ＋ ８ｎｌ２ ＋ ５ｎｌ ＋ ｌ３ ＋ ２ｌ２ ＋ ３ｌ．
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表 １　 确定性采样卡尔曼滤波复杂度分析结果

滤波参数 ＣＤＫＦ ＵＫＦ ＣＫＦ

χ ｋ－１
１
３
ｎ３ ＋ ３ｎ２ １

３
ｎ３ ＋ ３ｎ２ １

３
ｎ３ ＋ ３ｎ２

χ ｋ｜ ｋ－１ ４ｎ３ － ｎ ４ｎ３ － ｎ ４ｎ３ － ２ｎ２

ｘ^ｋ｜ ｋ－１ ２ｎ２ ＋ ２ｎ ２ｎ２ ＋ ２ｎ ２ｎ２

Ｐｋ｜ ｋ－１ ４ｎ３ ＋ ５ｎ２ ＋ ｎ ４ｎ３ ＋ ５ｎ２ ＋ ２ｎ ２ｎ３ ＋ ４ｎ２

χｋ－１
１
３
ｎ３ ＋ ３ｎ２ １

３
ｎ３ ＋ ３ｎ２ １

３
ｎ３ ＋ ３ｎ２

γｋ｜ ｋ－１ ４ｎ２ ｌ － ｌ ４ｎ２ ｌ － ｌ ４ｎ２ ｌ － ２ｎｌ

ｙ^ｋ｜ ｋ－１ ２ｎｌ ＋ ２ｌ ２ｎｌ ＋ ２ｌ ２ｎｌ

Ｐｙｋ ４ｎｌ２ ＋ ３ｎｌ ＋ ２ｌ２ ＋ ｌ ４ｎｌ２ ＋ ２ｎｌ ＋ ３ｌ２ ＋ ２ｌ ４ｎｌ２ ＋ ３ｌ２

Ｐｘｋｙｋ ２ｎ２ ｌ ４ｎ２ ｌ ＋ ２ｎ２ ＋ ２ｎｌ ＋ ２ｎ ４ｎ２ ｌ ＋ ２ｎｌ

Ｋｋ ｌ３ ＋ （２ｎｌ２ － ｎｌ） ｌ３ ＋ （２ｎｌ２ － ｎｌ） ｌ３ ＋ （２ｎｌ２ － ｎｌ）

ｘ^ｋ ２ｎｌ ＋ ｌ ２ｎｌ ＋ ｌ ２ｎｌ ＋ ｌ

Ｐｋ ２ｎｌ２ － ｎｌ ＋ ２ｎ２ ｌ ２ｎｌ２ － ｎｌ ＋ ２ｎ２ ｌ ２ｎｌ２ － ｎｌ ＋ ２ｎ２ ｌ

　 　 由 ３ 个表达式可看出，ＣＤＫＦ、ＵＫＦ、ＣＫＦ ３ 种

算法的复杂度均为 Ｏ（ｎ３） 和 Ｏ（ ｌ３） 量级， 即与状

态维数和量测维数均呈三次方关系．
通过对 ３ 种算法总体复杂度系数项的直观比

较可知： ｆＵＫＦ ＞ ｆＣＤＫＦ 和 ｆＵＫＦ ＞ ｆＣＫＦ 恒成立， 即 ＵＫＦ
的复杂度始终最高．而 ＣＤＫＦ 和 ＣＫＦ 的复杂度难

以通过系数项直接看出，所以将两者求差得

Δｆｌｏｐｓ ＝ ｆＣＤＫＦ － ｆＣＫＦ ＝
２ｎ３ ＋ ３ｎ２ － ２ｎ２ ｌ ＋ ２ｎ ＋ ３ｎｌ － ｌ２ ＋ ２ｌ． （１）

　 　 式（１）仍为状态维数 ｎ 的三次方形式，不便

于分析． 假设状态维数 ｎ 和量测维数 ｌ 存在

ｎ － ｌ ＝ｋ 的关系，其中 ｋ 为整数，则式（１） 可分别

整理为关于 ｎ 和 ｌ 的二次项形式，即
Δｆｌｏｐｓ ＝ ５ｎ２ ＋ ２ｎ２ｋ ＋ ４ｎ － ｎｋ － ｋ２ － ２ｋ ＝

（５ ＋ ２ｋ）ｎ２ ＋ （４ － ｋ）ｎ － （ｋ２ ＋ ２ｋ）， （２）
Δｆｌｏｐｓ ＝ － ｋ２ － （２ ＋ ｎ － ２ｎ２）ｋ ＋ （４ｎ ＋ ５ｎ２）． （３）
　 　 当 ０ ≤ ｋ ＜ ｎ 时，状态维数大于量测维数，由
式（２） 可知Δｆｌｏｐｓ为关于 ｎ的开口向上的抛物线，
且 ｎ ＝ １ 时 Δｆｌｏｐｓ ＞ ０，所以 Δｆｌｏｐｓ 为状态维数 ｎ
的单增函数，即状态维数大于量测维数时，ｆＣＤＫＦ ＞
ｆＣＫＦ 恒成立， 且随着状态维数增大，ＣＤＫＦ 与 ＣＫＦ
的差异也增大．

当 ｋ ≤ ０ 时，量测维数大于状态维数，由式

（３） 知Δｆｌｏｐｓ为关于 ｋ的开口向下的抛物线，所以

随着 ｋ 的不断减小，会出现 Δｆｌｏｐｓ ＜ ０ 的情况，即
量测维数与状态维数差异的不断加大，ＣＫＦ 的复

杂度会高于 ＣＤＫＦ，即 ｆＣＫＦ ＞ ｆＣＤＫＦ ．具体差异可根

据实际系统的维数及前面的复杂度计算式进行计

算得出．
为更为直观的揭示三者之间的差异，根据复

杂度计算式绘出了图 １、２ 所示的状态和量测维数

分别变化时 ３ 种算法复杂度的变化曲线．
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图 １　 确定性采样卡尔曼滤波复杂度（ ｌ＝１０）
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图 ２　 确定性采样卡尔曼滤波复杂度（ｎ＝４０）

２　 仿真实验与分析

为验证 ＵＫＦ、ＣＤＫＦ 和 ＣＫＦ 算法复杂度分析

的正确性及在精度上的一致性，分别将其应用于

ＳＩＮＳ ／ ＧＰＳ 的紧耦合导航中．
状态方程选取大方位失准欧拉角非线性模

型，具体见文献［９］，状态量为： ｘ ＝ ［δψ，δθ，δγ，
δＶＥ，δＶＮ，δＶＵ，δＬ，δλ，δｈ，ε ｘ，ε ｙ，ε ｚ，∇ｘ，∇ｙ，∇ｚ，
ｂｔ，ｄｔ］ Ｔ ． 其中， （δψ，δθ，δγ） 为姿态误差， （δＶＥ，
δＶＮ，δＶＵ） 为速度误差，（δＬ，δλ，δｈ） 为位置误差，
ε 和 ∇ 分别为陀螺和加速度计常值漂移，ｂｔ和 ｄｔ

分别为时钟偏置和漂移．
利用 ４ 颗卫星的伪距与伪距率作为观测量，则

卫星 ｉ的量测值为 ｙｉ，ｋ ＝ ［ρ ｉ，ｋ，ρ̇ｉ，ｋ］，ρ ｉ，ｋ为伪距，ρ̇ｉ，ｋ为
伪距率．具体非线性量测方程参见文献［１０］．

综上可知，状态维数为 ｎ ＝ １７，量测维数为 ｌ ＝
８．根据前面对复杂度的分析，ｌ ＝ ８ 时有 ｆＵＫＦ ＞
ｆＣＤＫＦ ＞ ｆＣＫＦ ．

仿真中载体分别经过静止、加速、爬升等阶

段．初始位置为（１２６ ６７°，４５ ７８°，１００ ｍ）．初始失

准角为（５°，５°，２０°）．ＳＩＮＳ 传感器各参数为：陀螺

常值漂移 １００° ／ ｈ， 随机漂移 ０ ３° ／ ｈ ；加速度计

零偏 ０．００１ ｇ（ｇ ＝ ９ ７８０ ３ ｍ ／ ｓ２ ）， 随 机 噪 声

０．００１ｇ ／ Ｈｚ ． ＧＰＳ 伪距率量测噪声为 ０ １ ｍ ／ ｓ；
伪距量测噪声为 １０ ｍ；时钟偏差为 １００ ｍ；时钟漂

移噪声为 ０ １ ｍ ／ ｓ．

　 　 随机产生 ２０ 组数据进行蒙特卡罗仿真．图 ３、
４ 分别给出了紧耦合的姿态和位置估计误差曲线

（２０ 次仿真平均值）．表 ２ 给出了确定性采样滤波

在 ＳＩＮＳ ／ ＧＰＳ 紧耦合导航中的估计精度（２０ 组均

方跟误差的平均值）．由图 ３、４ 可知，基于确定性

采样原理的 ＵＫＦ、ＣＤＫＦ、ＣＫＦ ３ 种算法均可使姿

态和位置快速收敛，并且精度相近，只有可忽略的

轻微不同．ＵＫＦ、ＣＤＫＦ、ＣＫＦ ３ 种算法的单次导航

迭代耗时（２０ 次仿真平均值）分别为 ７ ２３、６ ９２、
６ ７４ ｍｓ．可见，ＵＫＦ 的复杂度最高，ＣＤＫＦ 次之，
ＣＫＦ 最低，与理论分析结果一致．
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图 ３　 载体姿态误差
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图 ４　 载体位置误差

表 ２　 ＳＩＮＳ ／ ＧＰＳ 紧耦合导航估计性能

算法 Δψ ／ （°） Δθ ／ （°） Δγ ／ （°） ΔＬ ／ ｍ Δλ ／ ｍ Δｈ ／ ｍ

ＵＫＦ ０ ２０８ ０ ３０８ ２ ６７０ ０ ５９０ １ ０１４ １ ３８７

ＣＤＫＦ ０ ２０８ ０ ３０５ ２ ６４６ ０ ５９０ １ ０１４ １ ３８８

ＣＫＦ ０ ２１０ ０ ２９９ ２ ４３２ ０ ５９２ １ ０１３ １ ３８７
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３　 结　 论

１）针对确定性采样非线性滤波的实时性问

题，对 ＵＫＦ、ＣＤＫＦ 和 ＣＫＦ ３ 种常用算法进行了复

杂度分析，导出了复杂度计算的表达式．
２）通过进一步的差异性比较，表明 ３ 种算法

中 ＵＫＦ 复杂度最高；当状态维数高于量测维数

时，ＣＤＫＦ 的复杂度低于 ＵＫＦ 的复杂度，ＣＫＦ 的

复杂度最低；量测维数相对状态维数较高时，
ＣＤＫＦ 的复杂度会低于 ＣＫＦ 的复杂度，在诸如雷

达测距［１１］等高维量测系统中选取 ＣＤＫＦ 可获得

最小的硬件开销．
３）将 ３ 种算法应用于 ＳＩＮＳ ／ ＧＰＳ 的紧耦合导

航中，仿真结果表明了分析结果的正确性．
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