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摘　 要： 本文提出了计算简谐激励下一类干摩擦振子系统响应的解析方法，振子系统的摩擦力用含有限个 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元

的 Ｉｗａｎ 模型描述。 针对力－位移之间的分段线性关系，对振子运动逐段进行分析，并给出了各阶段内的系统的振动方

程，最后通过变量代换，获得了方程的解析解． 由于每个阶段解的初值均由位移和速度的连续性条件得到，因此顺次求得

各线性阶段中响应便获得了整个时域上的响应． 仿真结果表明，随着外激励量级的递增，接触面出现滑移，使得接触刚度

减小，因而系统幅频曲线峰值明显左移；另一方面，系统的等效粘性阻尼会随着激励量级的递增而先增大后减小．
关键词： 干摩擦振子；Ｉｗａｎ 模型；分段线性；解析解；等效粘性阻尼
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　 　 装配结构中，大量存在着各种机械连接，诸如

螺接、铆接、法兰式连接或其他紧固式连接，这些

连接也被称为“硬连接” ［１］ ．实际上，此类连接并

不完全紧固，当外激励量级较大时，其连接接触面

常 会 产 生 微 滑 移 （ Ｍｉｃｒｏｓｌｉｐ ） 甚 至 宏 滑 移

（Ｍａｃｒｏｓｌｉｐ），与之伴随的干摩擦是结构阻尼的一

个重要来源，这种干摩擦阻尼甚至可占到整个结

构阻尼的 ９０％［２］ ．由于这种连接还会改变连接处

的局部刚度，从而会影响整个结构的动力学特性

及动态响应［３］ ．因此，在进行整体装配结构计算



时，需要对连接处特别考虑．
库伦模型是一种简单常用的摩擦模型，它已

被广泛应用于描述摩擦阻尼或摩擦连接处的建模

和计 算 中． 这 方 面 的 工 作 可 以 追 溯 到 Ｄｅｎ
Ｈａｒｔｏｇ［４］，他首次计算了同时含有库伦阻尼器和

粘性阻尼器的振子系统的稳态响应． Ｌｅｅ 等［５］ 计

算了含有一个摩擦连接的梁在正弦激励下的稳态

解，其连接处摩擦力用库伦模型来描述，得到的数

值计算结果与实验结果吻合．Ｄｉｎｇ 等［６］ 提出了用

于计算含有库伦摩擦阻尼器的单自由度振子系统

响应的解析计算方法．
库伦模型只能用来描述接触面的粘滞状态和

宏滑移状态，而不能用于描述微滑移状态．而实际

上，在连接处若产生宏滑移，常会引起连接失效，
其并不多见；而微滑移现象更为普遍，它是结构阻

尼的重要来源且不会引起连接失效［７－８］，因此其

更具研究价值．目前，国内外学者已发展了多种可

以描述接触面宏滑移和微滑移的迟滞模型，如
Ｉｗａｎ 模型［９］、Ｖａｌａｎｉｓ 模型［１０］ 以及 Ｂｏｕｃ －Ｗｅｎ 模

型［１１－１２］等．其中，Ｉｗａｎ 模型由于其构型简单直观，
近年来颇受关注，已被广泛应用于研究含摩擦连

接结构的力学行为和阻尼问题［１３－１６］ ．图 １（ ａ）和

（ｂ）分别是经典 Ｉｗａｎ 模型和改进 Ｉｗａｎ 模型构型

示意图．经典 Ｉｗａｎ 模型是由 Ｎ 个 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元并

联而成，每个 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元（也称为双线性迟滞模

型）是由刚度为 ｋｉ 的线性弹簧和屈服力（即临界

摩擦力） 为 ｆｉ∗ 的库伦摩阻片串联构成．修正 Ｉｗａｎ
模型是在经典 Ｉｗａｎ 模型的基础上并联一个弹簧

单元得到的．由于每个 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元的屈服位移

ｘｉ
∗（ｘｉ

∗ ＝ ｆｉ∗ ／ ｋｉ） 不同，使得 Ｉｗａｎ 模型可以用来

描述连接处的宏滑移行为（所有 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元产

生滑动）和微滑移行为（部分 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元出现

滑动）．
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（ａ） 经典 Ｉｗａｎ 模型　 　 （ｂ） 修正 Ｉｗａｎ 模型

图 １　 Ｉｗａｎ 模型示意图

　 　 本文研究的是由有限个 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元构成的

Ｉｗａｎ 模型的摩擦振子在简谐激励下的响应求解

问题．针对此类分段线性的振子系统，在文献［６］
中方法的基础上，给出了简谐激励下振子系统响

应的精确解析求解方法，并分析系统在不同量级

的外激励下的动力学特征和阻尼特性．

１　 摩擦振子模型

本文研究的振子模型如图 ２ 所示， 模型为刚

度 ｋα，粘性阻尼 ｃ，质量块ｍ的振子系统．在外部简

谐激励 Ｆｅｓｉｎ（ωｔ） 的作用下，质量块将沿摩擦面

上运动，位移为 ｘ．基于 Ｉｗａｎ 模型描述的摩擦接触

模型见图 ３：图中，ｕｉ 为 Ｉｗａｎ模型中任意一个摩阻

片的位移．系统的运动方程为

ｍｘ̈ ＋ ｃｘ̇ ＋ ｋａｘ ＋ ｆ（ｘ，ｘ̇，｛ｕｉ｝） ＝ Ｆｅｓｉｎ（ωｔ） ． （１）
其中，｛ｕｉ｝ 是各摩阻片位移的集合，ｆ （ｘ，ｘ̇，｛ｕｉ｝）
是 Ｉｗａｎ 模型描述的接触面摩擦力函数，如下

ｆ（ｘ，ｘ̇，｛ｕｉ｝） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

ｋｉ（ｘ － ｕｉ）， ｜ ｘ － ｕｉ ｜≤ ｘ∗
ｉ ，

ｆ∗ｉ ｓｇｎ ｘ̇， ｜ ｘ － ｕｉ ｜≥ ｘ∗
ｉ ．{
（２）
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图 ２　 振子模型示意图
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图 ３　 含 Ｉｗａｎ 摩擦模型的振子模型

　 　 当处于粘滞状态时（即所有 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元均未

滑动），系统的总刚度为

ｋ ＝ ｋａ ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｋｉ ．

引入下面无量纲化参数

τ ＝ ｋ
ｍ

ｔ ＝ ω０ ｔ， ｙ ＝ ｘ
Ｆｅ

ｋ

， ｙ∗
ｉ ＝

ｘ∗
ｉ

Ｆｅ

ｋ

，

ｚｉ ＝
ｕｉ

Ｆｅ

ｋ

， Ω ＝ ω
ω０

， ξ ＝ ｃ
ｍｋ

，

Ｋａ ＝
ｋａ

ｋ
， Ｋ ｉ ＝

ｋｉ

ｋ
， Ｆ∗

ｉ ＝
ｆ∗ｉ
Ｆｅ
．

得到无量纲化后的方程（１）为
ｙ″ ＋ ξｙ′ ＋ Ｋａｙ ＋ Ｆ（ｙ，ｙ′，｛ ｚｉ｝） ＝ ｓｉｎ（Ωτ） ．

（２）
其中 ｙ＇ 和 ｙ″分别表示 ｙ对 τ的一、二阶导数，Ｆ（ｙ，
ｙ′， ｛ ｚｉ｝） 为无量纲摩擦力函数式如下所示．
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Ｆ（ｙ，ｙ′，｛ｚｉ｝） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

Ｋｉ（ｙ － ｚｉ）， ｜ ｙ － ｚｉ ｜≤ ｙ∗
ｉ ；

Ｆ∗
ｉ ｓｇｎｙ′， ｜ ｙ － ｚｉ ｜≥ ｙ∗

ｉ ．{
（３）

２　 振子响应计算

从式（３）可以看出，可根据 Ｉｗａｎ 模型中发生

屈服（滑动）的 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元数量， 将振子每次加

载（振子速度为正） ／ 卸载（振子速度为负） 的过

程分为 Ｎ ＋ １ 个阶段，分别命名为 Ｓ０，Ｓ１，Ｓ２，…，
ＳＮ，其中下标 ｉ（ ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｎ） 对应为在该运动

阶段已屈服的 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元的数量．在每个阶段

内，振子的刚度不变，其恢复力－位移关系是线性

的．在周期外载荷激励下，振子反复经历加载和卸

载过程，在任意一次加载 ／卸载过程中，如果接触

面存在滑动，系统将历经多个运动阶段．下面任取

一个加载 ／卸载过程中的一个阶段的运动进行

分析．
２􀆰 １　 各阶段的运动方程

将所有 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元的屈服位移按从小到大

排列，则对于任意运动阶段 Ｓｉ， 无量纲位移满足

｜ ｙ － ｚｉ ＋１ ｜ ＜ ｙ∗
ｉ ＋１，　 　 　 ｉ ＝ ０；

ｙ∗
ｉ ＜ ｜ ｙ － ｚｉ ＋１ ｜ ＜ ｙ∗

ｉ ＋１，　 ０ ＜ ｉ ＜ Ｎ；

ｙ∗
ｉ ＜ ｜ ｙ － ｚｉ ｜ ， 　 　 　 ｉ ＝ Ｎ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

接触面摩擦力可写成

Ｆ（ｙ，ｙ′，｛ ｚｉ｝） ＝ Ｆ（ｙ′，｛ ｚｉ｝） ＋ Ｋｒｅｓ
ｉ ｙ． （７）

式中 Ｆ（ｙ＇，｛ ｚｉ｝） 为常数项，Ｋ ｉ
ｒｅｓ 为阶段 Ｓｉ 中 Ｉｗａｎ

模型的剩余刚度，两者分别为

Ｆ（ｙ′，｛ｚｉ｝） ＝

－ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１
Ｋ ｊｚ ｊ，　 　 　 　 　 ｉ ＝ ０；

∑
ｉ

ｊ ＝１
Ｆ∗

ｊ ｓｇｎ ｙ′ －∑
Ｎ

ｊ ＝ｉ＋１
Ｋｊｚｊ，　 ０ ＜ ｉ ＜ Ｎ；

∑
ｉ

ｊ ＝ １
Ｆ∗

ｊ ｓｇｎ ｙ′，　 　 　 　 ｉ ＝ Ｎ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

Ｋｒｅｓ
ｉ ＝

∑
Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１
Ｋ ｊ， 　 ｉ ＝ ０，１，…Ｎ － １；

０， 　 　 　 ｉ ＝ Ｎ．
{

　 　 将式（５） 代入式（２），得到阶段 Ｓｉ 的运动方

程为

ｙ″ ＋ ξｙ′ ＋ （Ｋａ ＋ Ｋｒｅｓ
ｉ ）ｙ ＋ Ｆ（｛ ｚｉ｝） ＝ ｓｉｎ（Ωτ） ．

（６）
令 􀭴ｋｉ ＝ Ｋａ ＋ Ｋｒｅｓ

ｉ ，并引入变量代换

ｙ ＝ η －
Ｆ（｛ ｚｉ｝）

􀭴ｋｉ

． （７）

进一步令􀭾ωｉ ＝ 􀭴ｋｉ ， ζｉ ＝
ξ

２􀭾ωｉ
，则可将式（６） 转换为

下面的一般形式：
η″ ＋ ２ζｉ􀭾ωｉη′ ＋ 􀭾ω２

ｉ η ＝ ｓｉｎ（Ωτ） ． （８）
２􀆰 ２　 方程解的一般表达式

假设在 τａ 时刻，运动进入阶段 Ｓｉ，则方程（８）
的解可写成下面一般形式

η（τ） ＝ ηｈ（τ － τａ） ＋ ηｐ（τ） （１１）
其中 ηｈ 为瞬态部分，ηｐ 为稳态部分，它们各自为

ηｈ（τ）＝ ｅ－ζｉ􀭹ωｉτ ηｉ，０ｃｏｓ（􀭹ωｄ，ｉτ）＋
η′ｉ，０ ＋ ζｉ􀭹ωｉηｉ，０

􀭹ωｄ，ｉ
ｓｉｎ（􀭹ωｄ，ｉτ）

ù

û
ú
ú

é

ë
ê
ê ，

ηｐ（τ）＝ Ｂｉｓｉｎ（Ωτ － ϕｉ）．
式中

􀭾ωｄ，ｉ ＝ 􀭾ωｉ １ － ζ２
ｉ ， ϕｉ ＝ ａｒｃｔａｎ

２ζｉλ ｉ

１ － λ２
ｉ

，

λ ｉ ＝
Ω
􀭾ωｉ

， Ｂ ｉ ＝
１

􀭴ｋｉ （１ － λ２
ｉ ） ２ ＋ （２ζｉλ ｉ） ２

，

很明显，当 λ ｉ ＝ １ 时，Ｂ ｉ 达到最大值 １ ／ （２􀭴ｋｉζｉλ ｉ），
亦即 １ ／ （ξΩ） ．

当初值 ηｉ，０ 与 η′ｉ，０ 已知时，便可求得该运动

阶段内任意时刻的 η（τ） 值，代入式（７） 便可进一

步求得位移 ｙ（τ） ．假设 Ｓｉ 的前一个运动阶段的系

统响应已知，由速度和位移在 τａ 处的连续性，容
易求得初值 ηｉ，０ 与 η′ｉ，０ 分别为

ηｉ，０ ＝ ｙ（τａ） ＋
Ｆ（｛ ｚｉ｝）

􀭴ｋｉ

－ ηｐ（τａ）， （１０）

η′ｉ，０ ＝ ｙ′（τａ） － η′ｐ（τａ） ． （１１）
２􀆰 ３　 摩阻片位移值计算

式（１０）中变量 ｛ ｚｉ｝ 尚未求得．将构成 Ｉｗａｎ 模

型的 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元按屈服位移从小到大依次命名

为 Ｊ１、Ｊ２、…、ＪＮ，并将 Ｓｉ 所处的加载 ／ 卸载过程的

初始时刻和末端时刻分别标记为 τ０１ 和 τ０２ ．则在运

动阶段 Ｓｉ 中， Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元 Ｊ１ 至 Ｊｉ 屈服，其余均处

于粘滞状态．对于处于粘滞状态的单元，其摩阻片

在该阶段任意时刻的位移值与加载 ／卸载初始时

刻的位移值相同：
ｚ ｊ（τ） ＝ ｚ ｊ（τ０１）， ｊ ＝ ｉ ＋ １， ｉ ＋ ２， …， Ｎ．

（１２）
而对于已滑动的单元，在 Ｓｉ 阶段滑动的位移与振

子在该阶段振子运动位移相同，因此

Δｚ ｊ（τ） ＝ ｚ ｊ（τ） － ｚ ｊ（τａ） ＝ ｙ（τ） － ｙ（τａ），
ｊ ＝ １，２，…，ｉ． （１３）

　 　 式（１５） 表明，每次加载 ／ 卸载过程中，初始

时刻各摩阻片的位移值正是式（１０） 中待求的

｛ ｚｉ｝，因此只需求得这些时刻已屈服单元中摩阻

片的位移值即可．假设当前加载 ／ 卸载过程中，振
子的运动经历了 Ｓ０ 到 Ｓｎ（ｎ ≤ Ｎ） 的阶段， 且
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ｚ ｊ（τ０１） 已知，结合式（１３） 不难求出 τ０２ 时刻（下一

个卸载 ／ 加载初始时刻） 各摩阻片的位移值为

ｚｉ（τ０２） ＝ ｚｉ（τ０１） ＋ ｙ（τ０２） － ｙ（τｉ）， ｉ ≤ ｎ，
（１４）

ｚｉ（τ０２） ＝ ｚｉ（τ０１）， ｉ ＞ ｎ． （１５）
式（１４）也可视为每次加载 ／卸载完成后，库伦摩

阻片位移值的更新．由于零时刻点摩阻片的位移

值已知，则第一个加载 ／卸载过程内振子的位移值

便可求得，下一个卸载 ／加载过程初始时刻摩阻片

的位移值可通过式（１４） ～ （１５）求得，依次递推求

解，便可获得整个时域内振子响应和每次加载 ／卸
载初始时刻各个摩阻片的位移值．
２􀆰 ４　 阶段转换时刻的确定

确定阶段转换时刻，就是确定各个运动阶段

的初始时刻和末端时刻，如式（９） ～ （１１） 中的

τａ，该值显然会影响解的精度．当不等式（４） 不再

满足时，运动跳出阶段 Ｓｉ，转入其他运动阶段．这
里存在两种情况，如果

｜ ｙ － ｚ ｊ ｜ ＞ ｙ∗
ｊ ，

ｊ ＝ ｉ ＋ １， ｉ ＋ ２，…，Ｎ．
运动进入阶段 Ｓ ｊ，如果速度为零

ｙ′ ＝ ０，
ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．

则所有 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元全部停止滑动，运动转入 Ｓ０ ．
为了确定状态转换时间，我们构造下面函数

ｇ１（τ） ＝｜ ｙ（τ） － ｚ ｊ（τ） ｜ － ｙ∗
ｊ （τ），

ｊ ＝ ｉ ＋ １， ｉ ＋ ２， …， Ｎ，
以及

ｇ２（τ） ＝ ｙ′（τ）， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，
　 　 不难看出，确定状态转换时刻实际上就是寻

找 ｇ１（τ） 或 ｇ２（τ） 的零值点所对应的时刻值，亦
即为求方程 ｇ１（τ） ＝ ０ 或 ｇ２（τ） ＝ ０ 的根．在每一步

的计算过程中，应首先判断 ｇ２（τ） 是否经过零值

点：如果过零，则状态转入 Ｓ０；如果未过零，进一

步判断 ｇ１（τ）：如果过零，则转入更高阶段 Ｓ ｊ，如
果未过零，则进行下一步计算．为了获得更准确的

两函数零值点所对应的时间值，当 ｇ１（τ） 或 ｇ２（τ）
处于零值附近时，应减小步长，可用二分法确定零

值点所对应的时刻值．
从前面分析过程不难看出，本文提出的方法

是一种“分段－解析”法：先对分段线性运动方程

（２）进行分段分析，由于各运动阶段内的运动方

程（６）都是线性的，通过变量代换（式（７）），便获

得了代换后方程的精确解析解（９），这样顺次求

得相应时域内各个阶段运动方程的解析解，自然

获得了所求时域上振子系统的响应．由于式（９）为

线性方程（８）完全精确的解析解，而方程（８）是通

过对方程（６）进行变量代换得到的，变量代换显

然不会引入误差，因而将式（９）代入代换式（７）所
得的解便是方程（６）的精确解析解．由此可见，如
果阶段转换时刻能精确确定，由各阶段的精确解

析解连接起来所形成的方程（２）的解便完全精确．
但由阶段转换时刻只能通过数值方法确定，这个

过程不可避免会产生数值误差，其误差大小由事

先设置的误差容限（迭代终止条件）决定．因此，这
里的“分段－解析”法的误差仅来源于确定阶段转

换时刻的数值误差，这种误差显然要远小于求解

非线性振动方程的近似解析方法（如谐波平衡

法、小参数摄动法等）由近似所致的误差．与纯数

值方法相比（如用四阶龙格库塔法直接求解方程

（２）），该“分段－解析”法可给出每个运动阶段所

对应方程的精确解析解，因此比数值方法更精确

和高效．需要说明的是，当 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元数量非常

大而趋于无穷时，其振子系统不再是分段线性系

统，这种情况下，本文方法不再适用．

３　 仿真算例及结果讨论

假设 Ｉｗａｎ 模型中 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元的刚度和屈服

位移满足下面关系：
ｋｉ ＋１ ＝ ｋｉ， ｘ∗

ｉ ＝ ｉ × ｘ∗
１ ．

　 　 模型参数见表 １．

表 １　 模型参数

ｍ ／ ｋｇ ｋ ／ （Ｎ·ｍ－１） ξ Ｎ Ｋａ Ｆｅ ／ Ｎ Ω ｘ１∗ ／ ｍ

１􀆰 ０ １５ ７９１ ０􀆰 ０５ ４ ０􀆰 ２ １５􀆰 ７９１ １􀆰 ０ ５􀆰 ０×１０－４

　 　 取方程参数为表 １ 中的数据，由上节介绍的

方法求得的大约 ３０ 个周期的无量纲位移、速度和

摩擦力的时间历程如图 ４ 所示．从图中可以看出，
由于摩擦阻尼的影响，使得系统运动很快进入稳

态．图 ５ 为图 ４ 中位移和摩擦力稳态阶段一个周

期时域曲线的放大图，曲线上的圆圈为阶段转换

点．可以看出，在该量级的激励下，在一个加载 ／卸
载过程中依次经历了 Ｓ０ 到 Ｓ４ 的 ５ 个运动阶段．从
图还可看出，每个转换点前后位移曲线光滑性要

好于恢复力曲线，这是由于恢复力变化量是刚度

与位移变化量的乘积，因此阶段转换引起的刚度

变化对其影响较大． 以图 ５ 中位移和摩擦力分别

为 ｘ 轴和 ｙ 轴， 便得到了如图 ６ 所示的迟滞环曲

线，曲线的斜率值表示了每个运动阶段内系统的

刚度．很明显，在 Ｓ４ 阶段，Ｉｗａｎ 模型恢复力值为定

值，Ｉｗａｎ 模型刚度为零，表明 Ｉｗａｎ 模型中所有

Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元均屈服，模型处于宏滑移阶段．
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图 ６　 系统稳态段迟滞环

　 　 图 ７ 是 不 同 激 励 幅 值 下， 激 励 频 率 在

［０􀆰 １， １􀆰 ５］区间内振子系统响应的幅频曲线．图
中， γ ＝ Ｆｅ ／ １􀆰 ５７９ １．结果显示，当 γ ＝ ０􀆰 ２ 时，其幅

频曲线峰值出现在 Ω ＝ １ 处，其值为 ２０，正好等于

Ｂ ｉ 的极值 １ ／ （ξΩ），表明在此激励下，整个振动周

期内 Ｆ（ｙ′，｛ ｚｉ｝） 均为零，表明振子运动一直处于

Ｓ０ 阶段， 因此振子运动是完全线性的．故该幅频

曲线也是线性的．
比较图中的曲线可发现：随着激励力幅值增

大，曲线峰值明显左移，表现出刚度软化特征，其
原因显而易见： 激励力幅值越大， 产生屈服

Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元越多，系统刚度递减量就越大．从图中

还可发现，随着激励力幅值的增大，幅频曲线的峰

值先减小后增大，表明系统阻尼也随之先减小后

增大．文献［１７］中的实验结果也出现了此现象，但
作者并未给出解释．显然这种阻尼特征是由 Ｉｗａｎ
模型决定的，由于 Ｉｗａｎ 模型是由一系列 Ｊｅｎｋｉｎｓ
单元并联而成，故其阻尼特性与单个 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元

的阻尼特性密切相关．对于任意一个 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单

元，在简谐激励下发生屈服时的迟滞环的形状如

图 ８ 所示，图中 Ａ 为振幅．当振动频率为 ω 时，
Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元的等效粘性阻尼为

ｃｅｑ，ｉ ＝
４ｆ∗ｉ （Ａ － ｘ∗

ｉ ）
πωＡ２ ．

　 　 对 Ａ 求偏导，得到

∂ｃｅｑ，ｉ
∂Ａ

＝
４ｆ∗ｉ （２ｘ∗

ｉ － Ａ）
πωＡ３ ，

　 　 可见， 在区间 （ｘｉ
∗， ＋ ∞） 上，ｃｅｑ，ｉ 随 Ａ 先增

后减，当 Ａ 的值为 ２ｘｉ
∗ 时，ｃｅｑ，ｉ 有最大值为

ｃｍａｘ
ｅｑ，ｉ ＝

ｆ∗ｉ
πωｘ∗

ｉ

．
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图 ８　 单个 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元的迟滞回线示意图

　 　 而 Ｉｗａｎ 模型的等效粘性阻尼为

ｃｅｑ ＝ ∑
ｊ

ｉ ＝ １
ｃｅｑ，ｉ ．

　 　 可见，Ｉｗａｎ 模型的等效粘性阻尼也会随着振幅

的增大而先增大后减小． γ ＝ １５对应的幅频曲线上

共振带边缘频率点Ω ＝ ０􀆰 ４和Ω ＝ ０􀆰 ６处所对应的

稳态段的迟滞环形状如图９所示．可以看出，在一个

运动周期的大部分时间内，Ｉｗａｎ模型处在宏滑移阶

段（即 Ｓ４ 阶段），迟滞环形状与双线性迟滞模型的
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迟滞环形状（图 ８） 相似，且振幅远大于 Ｉｗａｎ 模型

中屈服位移值最大的 Ｊ４ 的屈服位移的 ２倍，因此其

等效阻尼值已经出现减小．
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图 ９　 当 γ＝１５，Ω＝０􀆰 ４ 和 Ω＝０􀆰 ６ 时分别对应的迟滞环

４　 结　 论

针对简谐激励下一类含 Ｉｗａｎ 模型的分段线

性振子系统的非线性振动问题，提出了用于计算

系统响应的“分段－解析”方法．通过对一算例求

解，分别得到了系统响应的时域曲线和幅频曲线．
在激励量级逐渐递增时，幅频曲线峰值明显向左

偏移，使得 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单元滑动所致的刚度软化效应

得到了体现．另一方面，摩擦阻尼对系统响应影响

也很显著：随着激励量级的递增，幅频曲线峰值先

减小后增大．通过对构成 Ｉｗａｎ 模型的 Ｊｅｎｋｉｎｓ 单

元的等效粘性阻尼分析，得到系统等效粘性阻尼

随振幅的增大而先增大后减小，从而解释了幅频

曲线峰值产生这种变化的原因．文中方法为存在

分段线性问题的系统的响应求解提供了一种有效

途径．后面还可进一步开展关于存在摩擦连接边

界的连续体的非线性振动方面的研究．
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