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利用改进开窗转换法确定沥青离散松弛时间谱

陈静云， 孙依人， 徐　 辉， 张　 岩

（大连理工大学 交通运输学院， １１６０２４ 辽宁 大连）

摘　 要： 为了精确地获得沥青胶结料的离散松弛时间谱，提出了一种改进开窗转换法的线性黏弹性材料函数转换算法．
此方法可以用于离散延迟时间谱和离散松弛时间谱的相互转换．与开窗转换法相比，改进开窗转换法对于时间常数的设

置更加精确，并且不会产生负数谱线．将改进开窗转换法用于一种传统非改性沥青的弯曲梁流变仪试验数据的离散延迟

时间谱的转换，成功地确定了相应的离散松弛时间谱．经有限元模型验证表明，此离散松弛时间谱能很好地还原该沥青

结合料的应力松弛特性．
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　 　 沥青是沥青混合料黏弹性的直接来源，且沥

青路面的车辙、疲劳开裂、温度裂缝等病害都与沥

青的黏弹性有关，因此研究沥青在不同激励下产

生的黏弹性响应对于沥青路面的结构设计和病害

预防有很好的参考价值．蠕变和应力松弛是黏弹

性材料力学响应随时间变化的两个重要特征．弯
曲梁流变仪（ｂｅｎｄｉｎｇ ｂｅａｍ ｒｈｅｏｍｅｔｅｒ，ＢＢＲ）为沥

青静态蠕变行为的研究提供了有效途径，通过

ＢＢＲ 试验可以获得沥青的离散延迟时间谱．文献

［１－４］对沥青蠕变性能进行了深入的研究．对于

沥青的松弛模量，可通过直接施加瞬态矩形应变

荷载得到，但由于设备的限制，试验操作困难，若
利用松弛试验直接测定，会造成较大误差．因此，
通常采用对延迟函数的转换间接地获得．文献［５－
１３］提出了多种关于松弛函数和延迟函数相互转

换的数值或解析方法，其中 Ｔｓｃｈｏｅｇｌ 和 Ｅｍｒｉ［１３］提
出 的 开 窗 转 换 法 （ ｗｉｎｄｏｗｉｎｇ ｉｎｔｅｒｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ）是较为简单实用的一种．但由于该方法近

似地将时间常数（松弛时间 ρｉ 或者延迟时间 τｉ）
等距设置，且假设 ρｉ ＝ τｉ， 因此转换后可能产生负



数谱线．为了避免这种情况的发生，本文提出了一

种基于时间常数精确设置的改进开窗转换法

（ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｗｉｎｄｏｗｉｎｇ ｉｎｔｅｒｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ），并

用此方法成功确定了某沥青结合料的离散松弛时

间谱．应用离散松弛时间谱，可以进一步对沥青的

动、静态松弛性能进行研究．

１　 模型理论

材料应力松弛行为通常采用广义 Ｍａｘｗｅｌｌ 模
型描述．广义 Ｍａｘｗｅｌｌ 模型由一系列简单 Ｍａｘｗｅｌｌ
元件并联得到，由此模型推导出松弛模量的 Ｐｒｏｎｙ
级数表达式为

Ｅ（ ｔ） ＝ Ｅｇ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｉ（１ － ｅ － ｔ

ρｉ） ＝ Ｅｅ ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｉｅ

－ ｔ
ρｉ ．

（１）
式中：Ｅｇ 为玻璃态模量，即瞬态模量；Ｅｅ 为平衡模

量；Ｅ ｉ 为松弛强度；ρｉ 为松弛时间；（Ｅ ｉ，ρｉ） 为离散

松弛时间谱．
材料蠕变行为用广义 Ｋｅｌｖｉｎ 模型描述更为简

单．广义 Ｋｅｌｖｉｎ 模型由一系列简单 Ｋｅｌｖｉｎ 元件串联

而成，由此推导出蠕变柔量的 Ｐｒｏｎｙ 级数表达式为

Ｊ（ ｔ） ＝ Ｊｇ ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｊｉ（１ － ｅ － ｔ

τｉ） ＋ ｔ
η０

＝

Ｊｅ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｊｉｅ

－ ｔ
τｉ ＋

ｔ
η０

． （２）

式中：Ｊｇ 为玻璃态柔量，即瞬态柔量；Ｊｅ 为平衡柔

量；Ｊｉ 为延迟强度；τｉ 为延迟时间；（Ｊｉ， τｉ） 为离散

延迟时间谱；η０ 为长期黏度．
当材料为黏弹性固体时， Ｅｅ ＞ ０ 且 η０ → ∞ ．

对式（１）、（２）进行 Ｃａｒｓｏｎ 变换，即乘 ｓ 的 Ｌａｐｌａｃｅ
变换， ｓ 为复数变量，可将松弛函数和延迟函数从

时域变换到复数平面内，表示为

Ｑ（ ｓ） ＝ ｓ∫∞
０
Ｅ（ ｔ）ｅ －ｓｔｄｔ ＝ Ｅｇ － ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｉ

１
１ ＋ ρｉｓ

，

（３）

Ｕ（ ｓ） ＝ ｓ∫∞
０
Ｊ（ ｔ）ｅ －ｓｔｄｔ ＝ Ｊｇ ＋ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
Ｊｉ

１
１ ＋ τｉｓ

＋ １
η０ｓ

．

（４）
由弹性－黏弹性对应原理可知，在复数平面

内松弛函数和延迟函数具有与弹性材料类似的倒

数关系，即
Ｑ（ ｓ）Ｕ（ ｓ） ＝ １． （５）

２　 试　 验

２ １　 ＢＢＲ 试验

ＢＢＲ 由加载装置、乙醇冷却浴和计算机数据

采集系统组成． 在对沥青小梁试件进行静载三点

弯曲蠕变试验的过程中，数据采集系统可以自动

测量小梁跨中处的荷载和挠度值，并由数据处理

程序计算出蠕变劲度 Ｓ和蠕变劲度变化率ｍ两个

参数．这两个参数反映了沥青结合料的松弛性能

和低温抗裂能力．在静载作用下，蠕变劲度 Ｓ（ ｔ）
为蠕变柔量 Ｊ（ ｔ） 的倒数，即

Ｓ（ ｔ） ＝ １
Ｊ（ ｔ）

＝ Ｐｌ３

４ｂｈ３δ（ ｔ）
． （６）

式中：Ｐ 为恒定荷载，取 ０．９８ Ｎ； ｂ 为小梁宽度，取
１２ ７ ｍｍ； ｈ 为小梁高度，取 ６ ３５ ｍｍ； Ｌ 为简支梁

跨径，取 １０１ ６ ｍｍ； δ（ ｔ） 为小梁跨中挠度．对 ９０＃

基质沥青分别进行－６、－１２、－１８、－２４ ℃下的 ＢＢＲ
试验，通过式 （６） 计算出各温度下的蠕变柔量

Ｊ（ ｔ）， 如图 １ 所示．
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图 １　 不同温度下的蠕变柔量试验数据

２ ２　 蠕变柔量主曲线和 ＷＬＦ 方程

沥青是典型的热流变简单材料，具有明显的

温度依赖性和时间依赖性，符合时温等效原理．因
此，可将不同温度下的蠕变柔量曲线在时间的对

数坐标下进行平移，进而得到参考温度下的蠕变

柔量主曲线．利用蠕变柔量主曲线可以对沥青的

长期蠕变性能进行预测，而不必进行长时间的实

际试验．本文参考温度取为－１２ ℃，得到相应的蠕

变柔量主曲线如图 ２ 所示，－６、－１２、－１８、－２４ ℃下

的时间－温度移位因子分别为－０ ９６５、０、１ ３２８、
２ ４６６．通过对时间－温度移位因子进行非线性最小

二乘拟合，可以得到不同温度下的时间－温度移位

因子．拟合方程通常有两种形式：Ｗｉｌｌｉａｍｓ⁃Ｌａｎｄｅｌ⁃
Ｆｅｒｒｙ（ＷＬＦ）方程和 Ａｒｒｈｅｎｉｕｓ 方程［１］ ．本文采用

ＷＬＦ 方程，表达式为

ｌｇαＴ ＝ －
Ｃ１（Ｔ － Ｔ０）

Ｃ２ ＋ （Ｔ － Ｔ０）
． （７）

式中：ｌｇ αＴ 为时间 － 温度移位因子，Ｃ１、Ｃ２ 为材料

参数，Ｔ０ 为参考温度．当 Ｔ０ ＝ － １２ ℃ 时，非线性拟

合结果为 Ｃ１ ＝ ８ ８２，Ｃ２ ＝ ４９ ８６．平移后的缩减时
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间为 ξ ＝ ｔ ／ αＴ ．
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图 ２　 参考温度为－１２ ℃的蠕变柔量主曲线

２ ３　 离散延迟时间谱的识别

离散延迟时间谱的识别本质上是对蠕变柔量

主曲线进行 Ｐｒｏｎｙ 级数拟合的过程．本文根据文

献［１４］介绍的方法，采用广义 Ｋｅｌｖｉｎ 模型，获得

了该 ９０＃基质沥青的离散延迟时间谱，如表 １ 所

示，相关系数为 ０ ９９９ ６．
表 １　 离散延迟时间谱

项数 延迟时间 ／ ｓ 延迟强度 ／ ＭＰａ－１

１ ２ ２１６×１０－３ ２ ０２４×１０－４

２ ２ ２１６×１０－２ ８ ７４０×１０－５

３ ２ ２１６×１０－１ ５ ０４７×１０－４

４ ２ ２１６×１００ ５ ９８３×１０－４

５ ２ ２１６×１０１ ３ ４６４×１０－３

６ ２ ２１６×１０２ ４ ５６８×１０－３

７ ２ ２１６×１０３ ７ ０４８×１０－２

３　 离散松弛时间谱的确定

３ １　 开窗转换法

Ｔｓｃｈｏｅｇｌ 和 Ｅｍｒｉ 提出了一种叫做开窗转换

法的计算机递归算法，可以对黏弹性材料的离散

松弛时间谱和离散延迟时间谱进行相互转换． 该
方法的提出是基于以下事实：复数域内的松弛函

数和延迟函数的核函数 １ ／ （１ ＋ τｉｓ），在以 ｓ ＝ １ ／ τｉ

为中心的一个十倍程内随时间变化最为显著， 因

此把 这 个 十 倍 程 定 义 为 边 界 窗 （ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｗｉｎｄｏｗ）． 当一个十倍程内包含 ｎ（ｎ ≥ １） 个时间

常数 τｉ 的倒数时，将［ ｓｌ， ｓｕ］ （即模拟最有效的区

间）定义为模拟窗（ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｗｉｎｄｏｗ）．模拟窗受边

界窗的限制，当 ｎ ＝ １ 时，二者重合．开窗转换法以

式（５）为转换桥梁，计算每条谱线时只采用相应

模拟窗内的试验数据， 且假设 ρｉ ＝ τｉ ．在计算前需

要预先设置 １ ／ τｉ，每个十倍程内等距设置 ｎ 个时

间常数的倒数．下面以由离散延迟时间谱确定离

散松弛时间谱为例，对开窗转换法的基本步骤进

行简要说明．
首先，由式（４） 生成一组延迟数据｛Ｕ ｊ，ｓ ｊ；ｊ ＝

１，…，Ｍ｝，并通过式（５） 得到相应的一组松弛数

据｛Ｑ ｊ，ｓ ｊ；ｊ ＝ １，…，Ｍ｝ ．然后，分别将松弛数据和谱

线强度进行标准化处理为

ｑ^（ ｓ ｊ） ＝
Ｑ ｊ

ｍａｘ Ｑ ｊ － ｍｉｎ Ｑ ｊ

， （８）

ｅ^ｋ ＝
Ｅｋ

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｉ

． （９）

　 　 得到松弛函数表达式为

　 ｑ^（ ｓ ｊ） ＝ ｍａｘ ｑ^（ ｓ ｊ） － ∑
ｉ ＝ ｋ－１

ｉ ＝ １
ｅ^ｉ

１
１ ＋ τｉｓ ｊ

－ ｅ^ｋ
１

１ ＋ τｋｓ ｊ

－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ｋ＋１
ｅ^ｉ

１
１ ＋ τｉｓ ｊ

． （１０）

引入数据点和松弛函数间的绝对误差Δｊ，并用

模拟窗内的 Ｍｗ 个数据点形成平方误差函数 ｆｋ 为

ｆｋ ＝ ∑
Ｍｗ

ｊ ＝ １
Δ２

ｊ ＝ ∑
Ｍｗ

ｊ ＝ １
ｑ^（ ｓ ｊ） － ｍａｘ ｑ^（ ｓ ｊ） ＋[

∑
ｋ－１

ｉ ＝ １
ｅ^ｉ

１
１ ＋ τｉｓ ｊ

＋ ｅ^ｋ
１

１ ＋ τｋｓ ｊ
＋ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ｋ＋１
ｅ^ｉ

１
１ ＋ τｉｓ ｊ

ù

û
úú

２

．

（１１）
使平方误差函数 ｆｋ 最小化，进而导出标准化

谱线强度为

ｅ^ｋ ＝ －
∑
Ｍｗ

ｊ ＝ １
ｑ^（ ｓ ｊ） － ｍａｘ ｑ^（ ｓ ｊ） ＋ ∑

ｋ－１

ｉ ＝ １
ｅ^ｉ

１
１ ＋ τｉｓ ｊ

＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ｋ＋１
ｅ^ｉ

１
１ ＋ τｉｓ ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú

１
１ ＋ τｋｓ ｊ

∑
Ｍｗ

ｊ ＝ １

１
１ ＋ τｋｓ ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú

２
． （１２）

　 　 计算时从第 １ 条谱线开始，依次向后计算谱

线强度．在进行第 １ 次数据扫描时，将标准化谱线

强度初值设为 ０，在接下来的扫描中，将得到的非

负谱线强度保留，同时将得到的负谱线强度重新

设置为 ０．当相邻扫描计算出的两组标准化谱线强

度差的范数小于某给定标准值时，终止迭代．最

后，谱线强度可由标准化谱线强度求得．
３ ２　 改进开窗转换法

开窗转换法虽然简单直接，但由于时间常数

等距设置，且假设 ρｉ ＝ τｉ，转换后可能产生负数谱

线．为了避免负数谱线的产生，本文提出了一种基

于时间常数精确设置的改进开窗转换法．仍以获
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得离散松弛时间谱为例．由式（５） 可知

ｌｉｍ
ｓ→－ １

ρｋ

Ｑ（ ｓ） ＝ ±∞， （１３）

ｌｉｍ
ｓ→－ １

ρｋ

Ｕ（ ｓ） ＝ ０． （１４）

　 　 对于某给定的 τｋ，可以通过求解式（１４） 的根

的负倒数获得相应的 ρｋ ．为了求解式（１４） 的根，文
献［１０］ 描述了一种实用的寻根图解方法：以延迟

函数绝对值的对数作为纵坐标，以 － １ ／ ｓ（ｓ ＜ ０） 的

对数作为横坐标，采用 ０ ０１ 个十倍程作为横坐标

取值间隔作图（取值间隔可调节），图中最大值的

横坐标即为 τｉ，而最小值的横坐标即为所求松弛时

间 ρｉ ．由于改进开窗转换法设置的松弛时间 ρｉ 分布

是基于松弛函数与延迟函数的精确数值关系，因此

计算不会产生负数谱线．同理，可以从松弛时间分

布获得延迟时间分布．
３ ３　 转换结果

采用改进开窗转换法，以寻根图解法计算出

的精确松弛时间分布代替原开窗转换法中近似的

等距分布，利用 Ｍａｔｌａｂ 软件编制计算程序，对表 １
所示离散延迟时间谱进行转换，成功获得了对应

的离散松弛时间谱，如表 ２ 所示，相关系数为

０ ９９９ ９．寻根图解法得到的时间常数分布如图 ３
所示．

表 ２　 离散松弛时间谱

项数 松弛时间 ／ ｓ 松弛强度 ／ ＭＰａ

１ １ ５６７×１０－３ ５ ５６６×１０２

２ １ ９６９×１０－２ １ ６８２×１０２

３ １ ３２７×１０－１ ４ ９２６×１０２

４ １ ４４２×１００ ２ ９２３×１０２

５ ０ ７５７×１０１ ２ ８１３×１０２

６ ０ ９３３×１０２ ９ ８９６×１０１

７ ０ ４０６×１０３ ２ ９０８×１０１
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10-4 10-2 10-0 102 104
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｜
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s)｜

~

τ1

ρ１
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ρ6ρ5ρ4
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图 ３　 时间常数分布

４　 离散松弛时间谱的验证及应用

为了验证采用改进开窗转换法获得的离散松

弛时间谱的可靠性，利用 ＡＮＳＹＳ 有限元程序建立

了尺寸为 ｈ × Ｌ 的 ＢＢＲ 沥青小梁二维有限元模

型．采用表 ２ 数据作为有限元模型的黏弹性材料

参数，将黏弹性泊松比近似取为 ０ ４９，单元取为

ＰＬＡＮＥ１８２ 平面应力单元，对不同温度下的 ＢＢＲ
试验进行模拟，并将模拟数据与试验数据进行了

比较，结果如图 ４ 所示．由图可知，无论加载过程

还是卸载过程模拟数据与试验数据均非常接近，
由此可知采用改进开窗转换法获得的离散松弛时

间谱能准确地反映该沥青结合料的应力松弛

特性．

10

1

0.1

0.01
0 50 100 150 200 250

t/s

小
梁
跨
中
挠
度
/m
m

-6℃试验
-12℃试验
-18℃试验
-24℃试验
-6℃模拟
-12℃模拟
-18℃模拟
-24℃模拟

图 ４　 模拟数据与试验数据的比较

　 　 在确定沥青离散松弛时间谱后，可以方便地

获得相应的松弛模量 Ｅ（ ｔ）、储能模量 Ｅ′（ω） 和耗

散模量 Ｅ″（ω）（ω 为加载频率），进而预测沥青的

动、静态松弛性能．由此可知，离散松弛时间谱包

含了给出谱线范围内材料线性黏弹性的所有信

息，是一种良好的预测沥青黏弹性能的方法．

５　 结　 论

１）采用 ＢＢＲ 对某 ９０＃基质沥青进行了不同温

度下的 ＢＢＲ 静载弯曲蠕变试验，获得了参考温度

为－１２ ℃的静态蠕变柔量主曲线和时间－温度移

位因子，并通过非线性拟合分别得到了该沥青结

合料的离散延迟时间谱和 ＷＬＦ 方程．
２）在原有开窗转换算法的基础上，提出了一

种基于时间常数精确设置的改进开窗转换算法．
该算法不会产生物理上无法解释的负数谱线．将
改进开窗转换法用于由 ＢＢＲ 试验获得的离散延

迟时间谱的转换，成功获得了该沥青结合料的离

散松弛时间谱，并由有限元模型验证了该离散松

弛时间谱的可靠性．
３）利用离散松弛时间谱可以进一步预测沥

青动、静态松弛性能，这对于降低试验成本和研究

沥青黏弹性能均有重要意义．
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