
第 ４６ 卷　 第 ３ 期

２ ０ １ ４ 年 ３ 月
　

哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报

ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＨＡＲＢＩＮ ＩＮＳＴＩＴＵＴＥ ＯＦ ＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ
　

Ｖｏｌ􀆰 ４６ Ｎｏ􀆰 ３

Ｍａｒ． ２０１４

　 　 　 　 　 　

惯性矩二次变化变截面梁柱几何非线性分析

孟丽霞， 陆念力， 刘士明

（哈尔滨工业大学 机电工程学院，１５０００１ 哈尔滨）

摘　 要： 为研究考虑剪切变形的变截面梁杆结构几何非线性问题，应用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，采用位移、转角独立插值的

方法，获取考虑剪切影响的惯性矩二次变化变截面梁单元的形函数；从严格的虚功增量方程出发，建立同时考虑轴力、剪
切、弯曲效应及其耦合项的平面变截面梁柱单元几何非线性增量平衡方程，得到惯性矩二次变化变截面梁单元大位移切

线刚度阵；与经典算例进行对比，验证了本文方法的精确性与有效性．
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　 　 梁杆结构由于自重轻、承载能力大等优点而在

工程中得到广泛应用． 随着优质钢材等级的提高，
梁杆结构跨度与柔度不断增大，梁杆结构的受载形

式表现为强非线性，此时传统的小位移假定已不再

适用．在几何非线性分析方面，１９７５ 年， 文献［１］提
出了非线性增量形式的完全拉格朗日（Ｔ．Ｌ．）和修

正拉格朗日（Ｕ．Ｌ．）描述．文献［２］改进了 Ｂａｔｈｅ 的

方法，通过建立三维连续梁的虚功增量方程，推导

了分析三维梁式构件大挠度问题的 Ｕ．Ｌ．列式法，并
提出了新形式的梁单元之几何刚度阵．文献［３］通
过建立考虑剪切变形与弯曲变形影响的修正剪切

方程，对半刚性连接的单根梁柱的大位移大转动小

应变问题进行分析研究．文献［４］使用 Ｃ．Ｒ 法分析

了薄壁梁的大位移几何非线性问题．但上述研究对

象均为等截面梁，对于变截面梁单元，文献［５］在获

得小位移 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 变截面梁单元刚度阵基

础上，利用随动坐标法，在变形后位形上建立单元

随动坐标系，得到变截面梁单元大位移全量平衡方

程，所得刚度阵并未计及剪切变形的影响． 文献

［６］基于修正的拉格朗日列式法，采用等截面

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁单元形函数代入虚功方程，给出了可



直接用于几何非线性分析的变截面梁单元弹性和

几何刚度矩阵． 以往研究中，要么对变截面梁单元

形函数简单采用等截面形函数代替［６］，并未考虑剪

切变形与变截面因素的影响，要么在虚功方程中忽

略了单元轴向变形与剪切变形及各耦合项对结构

的影响［７～８］ ．
本文利用多项式插值，采取转角与位移独立

插值的方法构造计及剪切与变截面因素的位移

场，随后运用更新的拉格朗日列式法建立严格的

平面梁柱单元的大位移虚功增量方程，得到包括

各种耦合项的惯性矩二次变化变截面梁单元大位

移切线刚度阵．最终得到显示表达的变截面梁单

元大位移线性刚度阵与几何刚度阵．

１　 惯性矩二次变化变截面梁单元

变截面梁单元以其受力合理以及节约材料等

特点而得到广泛应用．工程中，等效为惯性矩二次

变化的变截面梁多见于格构式结构与腹板镂空的

工字梁．如图１所示惯性矩二次变化的变截面梁，构
件截面面积为定值 Ａ０，构件长度为 Ｌ，在 ｘ ＝ ０处的

截面惯性矩为 Ｉ１，在 ｘ ＝ Ｌ处的截面惯性矩为 Ｉ２，则
任意截面 ｘ处的截面惯性矩可表示为坐标 ｘ的函数：
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ａ
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图 １　 平面变截面梁单元

　 　 在单元局部坐标系下，推导变截面梁单元切

线刚度矩阵过程中使用如下基本假定：
１） 梁单元变形后的截面形状保持不变，即为

刚性截面；２）梁单元受载形式为大位移小应变情

况；３）垂直于中面的截面变形后仍保持为平面，
但不必再与变形后的中面垂直；４）单元材料为各

向同性线弹性材料，遵循广义虎克定律；５）构件

截面特性沿轴向连续变化，且构件为双轴对称．则
构件的横截面面积及截面惯性矩可表示为轴向坐

标的函数形式

∫
ｖ
ｄＡ ＝ Ａ０， ∫

ｖ
ｙｄＡ ＝ ０，

∫
ｖ
ｙ２ｄＡ ＝ Ｉ（ｘ）， ∫

Ａ
ｙ３ｄＡ ＝ ０ ．

（２）

２　 变截面梁单元位移插值函数

　 　 在有限元分析中，需要先确定位移模式， 本

文对位移增量场采用多项式插值，即：对轴向位移

增量采用线性函数插值，对横向位移增量采用三

次函数插值，对转角位移增量采用二次函数插值．
如图 ２ 所示，单元左右两端横向位移分别为 ｙｉ、ｙ ｊ，
相应的转角位移记为 θｉ、θ ｊ，单元长度为 Ｌ．则单元

位移可表示为

ｕｅ ＝ ｙｉ θｉ ｙ ｊ θ ｊ[ ] Ｔ ．
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图 ２　 变截面梁单元的位移描述

　 　 根据势能驻值原理，考虑剪切变形的单元总

势能为
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将式（３）列写为矩阵形式有

Πｅ ＝
１
２
ｕＴ

ｅ（Ｋｅ ＋ ＰＧｅ）ｕｅ － ＦｅＴｕｅ ．

式中： Ｋｅ 为单元线性刚度矩阵， Ｇｅ 为单元几何刚

度矩阵， Ｆｅ 为广义载荷向量．
为了计入剪切变形影响，假设挠度函数ω（ｘ）

与转角函数 ψ（ｘ） 分别表示为

ω（ｘ） ＝ ｙｉ
􀭰ξ ＋ ｙ ｊξ ＋ ｒ１􀭰ξξ ＋ ｒ２（􀭰ξ２ξ － 􀭰ξξ２），

ψ（ｘ） ＝ θｉ
􀭰ξ ＋ θ ｊξ ＋ ｔ１􀭰ξξ．

（４）

式中：􀭰ξ ＝ １ － ｘ
Ｌ
，ξ ＝ ｘ

Ｌ
．

单元内部自由度 ｒ１、ｒ２、ｔ１ 的大小可由单元应

变能确定，由式（３） 可知，单元应变能表示为
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将式（４）代入式（５），积分后化为矩阵形式：

Π′ｅ ＝
１
２
ｕＴ

１ [Ｋ
ｅ ＬＴ

Ｌ Ｈ ]ｕ１，

其中

ｕ１ ＝ ｙｉ θｉ ｙ ｊ θ ｊ ｒ１ ｔ１ ｒ２[ ]
Ｔ，
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式中：ρ 为量纲一的剪切系数，ρ ＝ ＥＩ１ｋ ／ （ＧＡＬ２）；
λ 为锥度系数，λ ＝ Ｉ２ ／ Ｉ１ ＝ （ａ ＋ Ｌ） ／ ａ；ｋ 为截面

剪切校正因子．
系数 ｒ１、ｒ２、ｔ１ 应使应变能 Πｅ′ 取最小值，故

∂Πｅ′
∂ｒ１

＝ ０，　
∂Πｅ′
∂ｔ１

＝ ０，　
∂Πｅ′
∂ｒ２

＝ ０．

即
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　 　 由式（６），利用静力凝聚，将 ｒ１、ｒ２、ｔ１ 用 ｙｉ、θ ｉ、
ｙ ｊ、θ ｊ 表示，得到已消除内部自由度的横向位移与

转角
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其中：μ １ ＝ １ ／ Δ， μ ２ ＝ （１ ＋ ２ρ（ － １ ＋ λ ２）） ／ Δ，
μ ３ ＝ （１ － ２ρ（ － １ ＋ λ ２）） ／ Δ，

Δ ＝ １ ＋ １２
５
ρ（２ ＋ λ ＋ ２λ ２） ．

不难证明，当变截面锥度系数 λ →１ 时，本文

梁单元横向位移与转角表达式（７）、（８） 将相应发

生退化，退化后的表达式与文献［９］ 中考虑剪切

变形的等截面梁单元相同．

３　 几何非线性有限元增量平衡方程

采用 Ｕ．Ｌ．列式法来建立梁柱单元的几何非线性

增量刚度方程．根据有限元理论，以 ｔ 时刻位形为参

考位形，建立梁单元 Ｕ．Ｌ．格式下的虚功增量方程：

∫ｔＶ
ｔＤｉｊｋｌ ｔｅｉｊδ（ ｔｅｉｊ） ｔｄＶ ＋ ∫ｔＶ

ｔσｉｊδ（ ｔη ｉｊ） ｔｄＶ ＝

　 　 　 　 ｔ ＋ΔｔＲ － ∫ｔＶ ｔσｉｊδ（ ｔｅｉｊ） ｔｄＶ ． （９）

式中：Ｄｉｊｋｌ 为单元本构关系矩阵；ｅｉｊ 为格林应变张

量线性项；η ｉｊ 为格林应变张量非线性项；σｉｊ 为单

元柯西应力；ｔ ＋ΔｔＲ 为 ｔ ＋ Δｔ 时刻外力所做的虚功．
本构关系矩阵为

Ｄｉｊｋｌ ＝
Ｅ ０
０ Ｇ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１０）

式中：Ｅ 为弹性模量， Ｇ 为剪切模量．
因为已知方程中所有的物理量都是以 ｔ 时刻

为基准来度量的，而 ｔ 时刻为已知状态，因此，在
以下分析中省去左上角标及左下角标 ｔ．

将式（１０）带入式（９），并考虑应变分量与应

变张量表达之间的关系，可得相应的虚功增量方

程为

∫
Ｖ
（Ｅｅｘｘδｅｘｘ ＋ ４Ｇｅｘｙδｅｘｙ）ｄＶ ＋

　 　 　 ∫
Ｖ
（σ ｘｘδη ｘｘ ＋ ２σ ｘｙδη ｘｙ）ｄＶ ＝

　 　 　 ｔ ＋ΔｔＲ － ∫
Ｖ
（σ ｘｘδｅｘｘ ＋ ２σ ｘｙδｅｘｙ）ｄＶ． （１１）

式中格林应变张量的线性项与非线性项表达

如下：
ｅｘｘ ＝ Ｕｘ，ｘ，
ｅｘｙ ＝ （Ｕｘ，ｙ ＋ Ｕｙ，ｘ） ／ ２，

η ｘｘ ＝ （Ｕ２
ｘ，ｘ ＋ Ｕ２

ｙ，ｘ） ／ ２，
η ｘｙ ＝ （Ｕｘ，ｘＵｘ，ｙ ＋ Ｕｙ，ｘＵｙ，ｙ） ／ ２．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

式中：“，” 表示对后面坐标的导数，Ｕｘ０，Ｕｙ０ 为截
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面 ｘ 形心处的位移增量，θ 为截面 ｘ 的转动增量．
变截面梁单元任意截面 ｘ 处的位移增量可表

示为

Ｕｘ ＝ Ｕｘ０ － θｙ，　 Ｕｙ ＝ Ｕｙ０ ． （１３）
结合式（２）、（１１） ～ （１３）有如下关系式：

σｘｘ ＝
Ｆｘ

Ａ０

－ Ｍ·ｙ
Ｉ（ｘ）

，　 σｘｙ ＝
Ｆｙ

Ａ０
． （１４）

可得平面梁柱单元的虚功增量方程

　 １
２ ∫

Ｌ

０
［ＥＡδ（Ｕ′ｘ０）２ ＋ ＥＩ（ｘ）δ（θ′）２ ＋ ＧＡｓδ（Ｕ′ｙ０ －

　 　 θ） ２］ｄｘ ＋ １
２ ∫

Ｌ

０
［Ｆｘδ［（Ｕ′ｘ０） ２ ＋ （Ｕ′ｙ０） ２］ ＋

　 　 ＦｘＩ（ｘ） ／ Ａ０δ（θ′） ２ ]ｄｘ ＋ ∫Ｌ
０
Ｍδ（Ｕ′ｘ０ θ′）ｄｘ －

　 　 ∫Ｌ
０
Ｆｙδ（θＵ′ｘ０）ｄｘ ＝ ２Ｒ － １Ｒ． （１５）

式中： Ａｓ 为单元抗剪切面积，Ａｓ ＝ Ａ０ ／ ｋ；２Ｒ 为 ｔ ＋
Δｔ时刻外力所做虚功，即２Ｒ ＝ ｔ ＋ΔｔＲ；１Ｒ为 ｔ时刻外

力所做虚功，即
１Ｒ ＝ ∫

Ｖ
（σｘｘδｅｘｘ ＋ ２σｘｙδｅｘｙ）ｄＶ．

　 　 将式（２）、（１２） ～ （１４）代入 １Ｒ，可得

１Ｒ ＝ ∫Ｌ
０
［Ｆｘδ（Ｕ′ｘ０） ＋ Ｆｙδ（Ｕ′ｙ０ － θ） ＋ Ｍδ（θ′）］ｄｘ．

　 　 方程（１５）即为平面梁柱单元的虚功增量方

程，式中包括了轴向变形、剪切变形、弯曲变形以

及它们之间的耦合项．

４　 变截面梁单元之大位移刚度阵

平面变截面梁单元杆端力与杆端位移如图 ３
所示．

y

FyA,vA

MA,θA

FxA,uA FxB,uB

FyB,vBMB,θB

BA

L

x

图 ３　 平面梁柱单元杆端力与杆端位移

　 　 单元节点位移向量

􀭹ｕ ＝ ［ｕＡ ｖＡ θＡ ｕＢ ｖＢ θＢ］ Ｔ ．
　 　 单元节点载荷向量

􀭾Ｆ ＝ ［ＦｘＡ ＦｙＡ ＭＡ ＦｘＢ ＦｙＢ ＭＢ］ Ｔ ．
　 　 轴向位移选用线性函数插值，横向位移与转

角采用式（７）、（８）考虑剪切变形的三次多项式插

值．则单元任意截面质心处位移增量与杆端位移

增量间的关系为

Ｕｘ０ ＝ Ｎｕｘｕ，　 Ｕｙ０ ＝ Ｎｕｙｕ，　 θ ＝ Ｎθｕ ． （１６）
式中：

Ｎｕｘ ＝ ［Ｎ１ ０ ０ Ｎ２ ０ ０］，

Ｎｕｙ ＝ ［０ Ｎ３ Ｎ４ ０ Ｎ５ Ｎ６］，

Ｎθ ＝ ［０ Ｎ７ Ｎ８ ０ Ｎ９ Ｎ１０］ ． （１７）
其中： Ｎ１ ＝ １ － ξ；Ｎ２ ＝ ξ；

Ｎ３ ＝ １ － ξ ＋ μ １（ξ － ３ξ ２ ＋ ２ξ ３）；
Ｎ４ ＝ Ｌ［ξ － ξ ２ ＋ μ ２（ξ － ３ξ ２ ＋ ２ξ ３）］ ／ ２；
Ｎ５ ＝ ξ － μ １（ξ － ３ξ ２ ＋ ２ξ ３）；

Ｎ６ ＝ Ｌ
２
［ξ ２ － ξ ＋ μ ３（ξ － ３ξ ２ ＋ ２ξ ３）］；

Ｎ７ ＝ － ６μ １（ξ － ξ ２） ／ Ｌ；
Ｎ８ ＝ １ － ξ － ３μ ２（ξ － ξ ２）；
Ｎ９ ＝ ６μ １（ξ － ξ ２） ／ Ｌ；
Ｎ１０ ＝ ξ － ３μ ３（ξ － ξ ２）；ξ ＝ ｘ ／ Ｌ．

　 　 将单元截面内力用其杆端力表示为

Ｆｘ ＝ ＦｘＢ，　 Ｆｙ ＝ － （ＭＡ ＋ ＭＢ） ／ Ｌ，
Ｍ ＝－ ＭＡ（１ － ｘ ／ Ｌ） ＋ ＭＢ（ｘ ／ Ｌ） ．

　 　 将式（１）、（１６）、（１７）代入单元虚功增量方

程（１５），可得三维梁柱单元的几何非线性刚度

方程

Ｋｕ ＝ Ｆ．
式中 Ｋ 即为惯性矩二次变化变截面梁柱单元的

大位移切线刚度矩阵，其表达式为

　 Ｋ ＝ ＥＡ０［Ｋ１１０
ｕｘｕｘ］ ＋ ＥＩ１（［Ｋ１１０

θθ ］ ＋ ２ａ －１［Ｋ１１１
θθ ］ ＋

ａ －２［Ｋ１１２
θθ ］） ＋ ＧＡｓ（［Ｋ１１０

ｕｙｕｙ］ － ［Ｋ０１０
θｕｙ］ －

［Ｋ１００
ｕｙθ］ ＋ ［Ｋ０００

θθ ］） ＋ ＦｘＢ（［Ｋ１１０
ｕｘｕｘ］ ＋ ［Ｋ１１０

ｕｙｕｙ］） ＋

ＦｘＢＩ１ Ａ０
－１（［Ｋ１１０

θθ ］ ＋ ２ａ－１［Ｋ１１１
θθ ］ ＋ ａ－２［Ｋ１１２

θθ ］） －

ＭＡ（［Ｋ１１０
ｕｘθ］ ＋ ［Ｋ１１０

θｕｘ］） ＋ （ＭＡ ＋ ＭＢ） ／
Ｌ（［Ｋ１００

ｕｘθ］ ＋ ［Ｋ０１０
θｕｘ］ ＋ ［Ｋ１１１

ｕｘθ］ ＋ ［Ｋ１１１
θｕｘ］） ．

（１８）
式中：

［Ｋｓｔｖ
ｇｈ］ ＝ ∫Ｌ

０

ｄ ｓＮＴ
ｇ

ｄｘｓ

ｄ ｔＮｈ

ｄｘｔ ｘｖｄｘ．

其中：下标 ｇ和 ｈ表示位移 ｕｘ、ｕｙ 或 θ，上标 ｓ和 ｔ表
示对位移插值函数 Ｎ求导的阶数，ｖ则表示以 ｘ为
底的幂函数的次数．

将式（１７） 带入式（１８），可得变截面梁单元大

位移刚度矩阵

Ｋ ＝ Ｋ０ ＋ Ｋｇ ．
式中：Ｋ０ 为变截面梁单元之弹性刚度矩阵，Ｋｇ 为

变截面梁单元之几何刚度矩阵．
线性刚度阵表达式为
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Ｋ０ ＝
ＥＩ１
Ｌ３

􀭵ａ１ ０ ０ － 􀭵ａ１ 　 ０ 　 ０
􀭰ｂ１ 􀭰ｃ１ 　 ０ － 􀭰ｂ１ 　 􀭵ｄ１

􀭰ｅ１ 　 ０ － 􀭰ｃ１ 　 􀭰ｆ１
　 􀭵ａ１ 　 ０ 　 ０

ｓｙｍ 　 􀭰ｂ１ － 􀭵ｄ１

　 􀭵ｇ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

其中： 􀭵ａ１ ＝ Ａ０Ｌ２ ／ Ｉ１；􀭰ｂ１ ＝ ４ϕ１μ２
１ ＋ （μ１ － １）２ ／ ρ；

􀭰ｃ１ ＝ Ｌ （１ － λ２）μ１ ＋ ２ϕ１μ１μ２ ＋
１
２ ρ

（μ１ － １）（μ２ － １）æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

􀭵ｄ１ ＝ Ｌ （λ２ － １）μ１ ＋ ２ϕ１μ１μ３ ＋
１
２ ρ

（μ１ － １）（μ３ － １）æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

􀭰ｅ１ ＝ Ｌ２ ϕ２ ＋ （１ － λ２）μ２ ＋ ϕ１μ２
２ ＋

１
４ ρ

（μ２ － １）２æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

􀭰ｆ１ ＝ Ｌ２ ( － ϕ２ ＋ ０．５（λ ２ － １）（μ ２ － μ ３） ＋ ϕ１μ ２μ ３ ＋

（μ ２ － １）（μ ３ － １） ) ／ （４ ρ） ；

􀭵ｇ１ ＝ Ｌ２ ϕ２ ＋ （λ２ － １）μ３ ＋ ϕ１μ２
３ ＋ １

４ ρ
（μ３ － １）２æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

几何刚度阵表达式为

Ｋｇ ＝
ＦｘＢ

Ｌ

􀭵ａ２ ０ 􀭺ｍ２ － 􀭵ａ２ 　 ０ 　 􀭵ｎ２

􀭰ｂ２ 􀭰ｃ２ 　 ０ － 􀭰ｂ２ 　 􀭵ｄ２

􀭰ｅ２ － 􀭺ｍ２ － 􀭰ｃ２ 　 􀭰ｆ２
　 􀭵ａ２ 　 ０ － 􀭵ｎ２

ｓｙｍ 　 􀭰ｂ２ － 􀭵ｄ２

　 􀭵ｇ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

其中：

􀭵ａ２ ＝ １；􀭰ｂ２ ＝ １ ＋ １
５
μ ２

１ ＋
４ｉ２μ ２

１

Ｌ２ ϕ１；

􀭰ｃ２ ＝ μ １ ( ｉ
２

Ｌ
（１ － λ ２） ＋ Ｌ

１０
μ ２ ＋

２ｉ２μ ２

Ｌ
ϕ１ )；

􀭵ｄ２ ＝ μ １ ( ｉ
２

Ｌ
（λ ２ － １） ＋ Ｌ

１０
μ ３ ＋

２ｉ２μ ３

Ｌ
ϕ１ )；

􀭰ｅ２ ＝ ｉ２ϕ２ ＋ Ｌ２

１２
＋ ｉ２μ ２（１ － λ ２） ＋

μ ２
２Ｌ２

２０
＋ ｉ２μ ２

２ϕ１；

􀭰ｆ２ ＝ ０．５ｉ２（μ ２ － μ ３）（λ ２ － １） ＋ μ ２μ ３Ｌ２ ／ ２０ ＋
ｉ２μ ２μ ３ϕ１ － ｉ２ϕ２ － Ｌ２ ／ １２；

􀭵ｇ２ ＝ ｉ２ϕ２ ＋ Ｌ２

１２
＋ ｉ２μ ３（λ ２ － １） ＋

μ ２
３Ｌ２

２０
＋ ｉ２μ ２

３ϕ１；

􀭺ｍ２ ＝ －
ＭＡ

ＦｘＢ
；􀭵ｎ２ ＝ －

ＭＢ

ＦｘＢ
．

其中：
ϕ１ ＝ ３ ／ ５（２ ＋ λ ＋ ２λ２）；
ϕ２ ＝ （１ ＋ λ ＋ λ２） ／ ３；

ｉ２ ＝ Ｉ１ ／ Ａ０ ．

５　 算　 例

算例 １　 如图 ４ 所示典型的 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 曲肘，
两杆均为等截面直杆，两端约束方式为固接，在曲

肘顶 点 处 施 加 竖 向 载 荷 Ｐ． 结 构 参 数 Ｌ ＝
６５７􀆰 ５ ｍｍ， ｈ ＝ ９􀆰 ８ ｍｍ， ａ ＝ １９􀆰 １２６ ｍｍ， ｂ ＝
６􀆰 １７２ ｍｍ，弹性模量取 Ｅ ＝ ７１ ＧＰａ．计算在承受轴

力 Ｐ 作用时顶点处的竖向位移 δ， 使用本文方法

对该结构进行大位移非线性分析，每根杆件划分

为 ２０ 个单元， 计算所得结果与文献 ［ １０］ 中

Ｗｉｌｌｉａｍｓ 解析解进行比较，如图 ５ 所示．

h

L/2 L/2

Pa

b

图 ４　 等截面 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 曲肘模型
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图 ５　 Ｗｉｌｌａｍｓ 曲肘轴向载荷位移曲线

　 　 由图 ５ 可见，两种方法所得结果吻合较好，证
明了本文方法的有效性，本文推导的变截面梁单

元退化得到的等截面梁单元在大位移非线性分析

时，保持了较高的计算分析精度．
算例 ２　 如图 ６ 所示变截面悬臂梁， 自由端承

受横向集中力 Ｑ 作用．取构件小端截面面积Ａ０ ＝
０􀆰 ０４ ｍ２，小端截面惯性矩 Ｉ０ ＝ １􀆰 ３３×１０－４ ｍ４，大端

截面惯性矩为 ２Ｉ０， 构件长度 Ｌ ＝ １􀆰 ０ ｍ，弹性模量

Ｅ ＝ ２００ ＧＰａ，剪切模量 Ｇ ＝ ７１ ＧＰａ，采用量纲一载

荷 κ ＝ ＱＬ２ ／ ＥＩ０，取截面剪切校正因子 ｋ ＝ １０ ／ ９，
（ｘ，ｙ） 表示梁杆轴线上任意点坐标值．本文将构

件离散为２０个单元进行计算，所得结果与ＡＮＳＹＳ
将构件划分为 ２０ 个单元的结果进行对比如表 １
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所示．

L
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图 ６　 变截面悬臂梁模型

表 １　 本文方法与 ＡＮＳＹＳ 大位移分析结果比较

κ
ｕ ／ Ｌ

本文 ＡＮＳＹＳ 误差 ／ ％

ω ／ Ｌ

本文 ＡＮＳＹＳ 误差 ／ ％

１ ０􀆰 ０２３ ５ ０􀆰 ０２４ １ ２􀆰 ４８９ ６ ０􀆰 １９８ １ ０􀆰 ２００ ５ １􀆰 １９７ ０

２ ０􀆰 ０７９ ２ ０􀆰 ０８０ ２ １􀆰 ２４６ ９ ０􀆰 ３５９ １ ０􀆰 ３６１ ０ ０􀆰 ５２６ ３

５ ０􀆰 ２６１ ０ ０􀆰 ２５６ ６ １􀆰 ７１４ ７ ０􀆰 ６２３ ８ ０􀆰 ６１９ ４ ０􀆰 ７１０ ４

８ ０􀆰 ３８６ ３ ０􀆰 ３７４ ５ ３􀆰 １５０ ９ ０􀆰 ７３９ ２ ０􀆰 ７３１ ０ １􀆰 １２１ ８

１０ ０􀆰 ４２９ ８ ０􀆰 ４４５ ６ ３􀆰 ５４５ ８ ０􀆰 ７７６ ５ ０􀆰 ７８６ ４ １􀆰 ２５８ ９

　 　 图 ７给出了 κ ＝ １、 ２、 ５、 ８、 １０时该悬臂梁大

位移变形后的构型．图中横纵坐标分别为构件轴

向坐标 ｘ、横向坐标 ｙ与构件总长 Ｌ的无量纲比值．
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图 ７　 变截面悬臂梁大位移构型

　 　 在大位移情况下，构件自由端横向位移随剪

切系数变化情况如图 ８ 所示．可见，在相同载荷

下，剪切刚度越弱，构件横向位移越大，剪切刚度

对惯性矩二次变化变截面构件几何非线性影响较

为显著．
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图 ８　 不同剪切系数下的横向位移变化曲线

６　 结　 论

１）利用多项式插值函数构造了计及剪切与

变截面因素影响的位移场，采用 Ｕ．Ｌ．列式法建立

梁柱单元的几何非线性虚功增量方程，得到同时

考虑轴力、剪切、弯曲效应及其耦合项的惯性矩二

次变化变截面梁单元大位移切线刚度阵．
２）本文方法严格计入了剪切变形与变截面

因素的影响，具有较高的计算精度，适用于变截面

梁、等截面梁以及组合式梁杆结构的大位移几何

非线性分析．
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