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牵绳非保向力作用下的起重臂稳定性分析

刘士明， 陆念力， 孟丽霞

（哈尔滨工业大学 机电工程学院，１５０００１ 哈尔滨）

摘　 要： 为准确地分析牵绳非保向力作用下的起重机伸缩臂起升平面外稳定性问题，建立牵绳作用下的多节伸缩臂的

挠曲微分方程，引入适当的边界条件，获得多节伸缩臂平面外失稳特征方程的递推表达式，并给出工程起重机常用臂节

起升平面外失稳特征方程的显示表达式；讨论牵绳在吊臂方向的投影长度 ａ 与吊臂长度 ｌ 的比值 ａ ／ ｌ 对起重臂失稳临界

力的影响． 对典型 ４ 节起重机伸缩臂进行稳定性分析，与 ＡＮＳＹＳ 密分单元的计算结果比较表明：推导的失稳特征方程是

完全正确的；起重臂的抗失稳能力随着 ａ ／ ｌ 比值的逐渐增大而逐渐减弱，并趋于定值．
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　 　 工程起重机作为工业建筑中不可替代的大型

吊装设备，其稳定性分析备受学者们关注［１－４］ ．而
轮式起重机由于机动灵活，操作方便，效率高，其
应用更加广泛．伸缩臂作为轮式起重机最重要的

承载部件，为减轻质量及合理利用材料，通常呈阶

梯柱的形式，对于这类结构的稳定性问题，国内外

许多学者都进行了深入的研究［５－８］ ．我国起重机

设计规范 ＧＢ ／ Ｔ ３８１１—２００８ 中，起重机伸缩臂起

升平面外的失稳计算模型为变截面阶梯柱［９］，采

用精确有限单元法计算其失稳临界力［１０］ ． 文献

［１１－１２］研究了伸缩臂内部支撑油缸对起重臂稳

定性的影响，并给出伸缩臂失稳临界力的递推公

式． 本文作者在上述研究基础上讨论了吊臂间搭

接摩擦力对起重臂起升平面外稳定性的影响，并
与文献［１０］和文献［１１－１２］的计算结果进行了分

析比较［１３－１４］ ．对于某些大型轮式起重机，为提高

伸缩臂的承载能力，减小伸缩臂挠曲变形，都会在

伸缩吊臂上安装牵引钢丝绳或拉索．由于牵引钢

丝绳或拉索的存在，使得起重机伸缩臂在起升平

面外受非保向力的作用，虽然这些牵绳或拉索引

起的非保向力能有效地提高伸缩臂的稳定承载

力，但缺乏相应的理论推导．文献［１５］虽然研究了



平面内单钢丝绳非保向力作用下起重机吊臂的稳

定性问题，但该研究只针对吊臂为等截面的情况，
对于变截面阶梯柱结构是否适用，有待进一步的

分析．
本文详细讨论牵绳等非保向力作用下的多节

伸缩臂起升平面外稳定性问题，并分析牵绳在吊

臂方向的投影长度与伸缩臂长度的比值对起重机

伸缩臂起升平面外失稳临界力的影响．

１　 牵绳作用下的起重臂失稳特征方程

牵绳作用下的多节起重机伸缩臂的失稳变形

如图 １ 所示，Δ 为伸缩臂头部的竖向位移，δ 为伸

缩臂头部侧向位移， ｌｓ 为牵绳的长度，ａ 为变形前

牵绳在伸缩臂轴向上的投影，ｈ 为变形前牵绳在 ｚ
方向的投影．忽略伸缩臂的轴向变形，令牵绳引起

的非保向力为 Ｆ，由图 １ 可知，其伸缩臂顶部受到

的轴向力 Ｆｘ、侧向力 Ｆｙ 和竖向力 Ｆｚ 分别为

Ｆｘ ＝ Ｆａ ／ ｌｓ，
Ｆｙ ＝ Ｆδ ／ ｌｓ，
Ｆｚ ＝ Ｆ（ｈ ＋ Δ） ／ ｌｓ ．
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图 １　 多节起重机伸缩臂的失稳变形图

　 　 由图 １ 可知，牵绳作用下的多节伸缩臂平面外

失稳力学模型如图 ２所示，设第 ｉ 节伸缩臂的截面惯

性矩为 Ｉｉ，ｘｉ 为第 ｉ 节伸缩臂顶部到伸缩臂根部的长

度，伸缩臂总长为 ｌ ＝ ｘｎ， Ｅ 为弹性模量．
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图 ２　 多节起重机伸缩臂的失稳力学模型

　 　 将吊臂头部的轴力 Ｆｘ 改用符号 Ｐ 代替，
式（１） 中的侧向分力可表示为

Ｆｙ ＝ Ｐδ ／ ａ ．
　 　 由图 ２ 所示的多节伸缩臂失稳力学模型，可
建立各节伸缩臂挠曲微分方程为

ＥＩ１ｙ″１ ＝ Ｐ（δ － ｙ１） － Ｐδ（ｌ － ｘ） ／ ａ， （０≤ ｘ ≤ ｘ１）；
　 　 ︙
ＥＩｉｙ″ｉ ＝ Ｐ（δ － ｙｉ） － Ｐδ（ｌ － ｘ） ／ ａ， （ｘｉ－１ ≤ ｘ ≤ ｘｉ）．
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（２）
令 ｋ２

ｉ ＝ Ｐ ／ ＥＩｉ，式（２） 可以统一表示为

ｙ″ｉ ＋ ｋ２ｉ ｙｉ ＝ ｋ２ｉ δ １ － ｌ － ｘ
ａ
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è
ç

ö

ø
÷ ，（ｉ ＝ １，２，３，…ｎ）． （３）

挠曲微分方程（３）的通解可表示为

ｙｉ ＝ Ｃｉｓｉｎ（ｋｉｘ） ＋ Ｄｉｃｏｓ（ｋｉｘ） ＋ δ（１ － （ｌ － ｘ） ／ ａ），
ｙ′ｉ ＝ Ｃ ｉｋｉｃｏｓ（ｋｉｘ） － Ｄｉｋｉｓｉｎ（ｋｉｘ） ＋ δ ／ ａ．{

由伸缩臂根部的边界条件 ｘ ＝ ０时，ｙ１ ＝ ｙ′１ ＝ ０，得
Ｃ１ ＝ － δ ／ （ａｋ１），
Ｄ１ ＝ － δ（１ － ｌ ／ ａ） ．{ （４）

　 　 又由位移边界条件 ｘ ＝ ｘｉ 时，ｙｉ ＝ ｙｉ ＋１，ｙ′ｉ ＝
ｙ′ｉ ＋１ 得各积分常数之间的关系为

Ｃ ｉｓｉｎ（ｋｉｘｉ） ＋ Ｄｉｃｏｓ（ｋｉｘｉ） ＝
　 Ｃ ｉ ＋１ｓｉｎ（ｋｉ ＋１ｘｉ） ＋ Ｄｉ ＋１ｃｏｓ（ｋｉ ＋１ｘｉ），
Ｃ ｉｋｉｃｏｓ（ｋｉｘｉ） － Ｄｉｋｉｓｉｎ（ｋｉｘｉ） ＝
　 Ｃ ｉ ＋１ｋｉ ＋１ｃｏｓ（ｋｉ ＋１ｘｉ） － Ｄｉ ＋１ｋｉ ＋１ｓｉｎ（ｋｉ ＋１ｘｉ） ．
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（５）

将式（５）整理得积分常数之间递推表达式：
Ｃ ｉ ＋１

Ｄｉ ＋１
{ } ＝ Ｑｉ

Ｃ ｉ

Ｄｉ
{ } ． （６）

式（６） 中 Ｑｉ 可表示为

　 　 Ｑｉ ＝
ｓｉｎ（ｋｉ ＋１ｘｉ） ｃｏｓ（ｋｉ ＋１ｘｉ）
ｃｏｓ（ｋｉ ＋１ｘｉ） － ｓｉｎ（ｋｉ ＋１ｘｉ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
·

　 　 　 　
ｓｉｎ（ｋｉｘｉ） ｃｏｓ（ｋｉｘｉ）
ｋｉ

ｋｉ ＋１
ｃｏｓ（ｋｉｘｉ） －

ｋｉ

ｋｉ ＋１
ｓｉｎ（ｋｉｘｉ）
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　 　 由式（６） 得积分常数 Ｃｎ 和 Ｄｎ 的表达式：
Ｃｎ

Ｄｎ
{ } ＝ Ｑｎ－１Ｑｎ－２…Ｑ１

Ｃ１

Ｄ１
{ } ＝ ∏

１

ｉ ＝ ｎ－１
Ｑｉ

Ｃ１

Ｄ１
{ } ． （７）

由伸缩臂顶部边界条件 ｘ ＝ ｘｎ ＝ ｌ 时，ｙｎ ＝ δ 得

Ｃｎｓｉｎ（ｋｎ ｌ） ＋ Ｄｎｃｏｓ（ｋｎ ｌ） ＝ ０． （８）
　 　 将式（７）代入式（８）得伸缩臂失稳特征方程：

｛ｓｉｎ（ｋｎ ｌ） ｃｏｓ（ｋｎ ｌ）｝∏
１

ｉ ＝ ｎ－１
Ｑｉ｛Ｃ１ 　 Ｄ１｝ Ｔ ＝ ０． （９）

　 　 将式（４） 代入式（９） 中，且由于侧向位移 δ为
任意数值，故多节伸缩臂的失稳特征方程变为

｛ｓｉｎ（ｋｎｌ） ｃｏｓ（ｋｎｌ）｝∏
１

ｉ ＝ｎ－１
Ｑｉ

１
ａｋ１

　 １ － ｌ
ａ{ }

Ｔ

＝ ０ ． （１０）

　 　 失稳特征方程（１０） 是以 Ｐ 为未知量的非线

性超越方程，解此超越方程即可得结构的失稳临

界力 Ｐｃｒ ．当多节伸缩臂具有相同的截面惯性矩，
即伸缩臂为等截面的极限情况，其失稳特征方程

（１０） 可退化为与文献［９］ 和文献［１５］ 具有相同
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的表达形式：
ｔａｎ （ｋｌ） ＝ ｋｌ（１ － ａ ／ ｌ） ． （１１）

　 　 由失稳特征方程（１０）和式（１１）可知，单根钢

丝绳对伸缩臂平面外稳定性的影响仅与钢丝绳在

伸缩臂方向的投影长度 ａ 和伸缩臂的长度 ｌ 的比

值 ａ ／ ｌ 有关．

２　 起重臂失稳特征方程的显示表达

为了便于工程实际中指导起重机结构设计人

员对牵绳作用下的伸缩臂进行稳定性分析，本文

将给出工程中多节起重机常用臂节的平面外失稳

特征方程的显示表达式．
当 ｎ ＝ １ 时，失稳特征方程式（１０）可表示为

１
ａｋ

ｓｉｎ（ｋｌ） ＋ ａ － ｌ
ａ

ｃｏｓ（ｋｌ） ＝ ０，

或表示为

ｔａｎ ｋｌ ＝ ｋｌ（１ － ａ ／ ｌ）；
　 　 当 ｎ ＝ ２ 时，起重臂的失稳特征方程可表示为

　 ａ － ｌ
ａ １ －

ｋ１

ｋ２
ｔａｎ（ｋ１ ｌ１）·ｔａｎ（ｋ２ ｌ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 １
ａｋ１

ｔａｎ（ｋ１ ｌ１） ＋
ｋ１

ｋ２
ｔａｎ（ｋ２ ｌ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０； （１２）

当 ｎ ＝ ３ 时，起重臂的失稳特征方程可表示为

　 　 ａ － ｌ
ａ １ －

ｋ１

ｋ２
ｔ１１ ｔ２２ －

ｋ１

ｋ３
ｔ１１ ｔ３３ －

ｋ２

ｋ３
ｔ２２ ｔ３３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 １
ａｋ１

ｔ１１ ＋
ｋ１
ｋ２
ｔ２２ ＋

ｋ１
ｋ３
ｔ３３ －

ｋ２
ｋ３
ｔ１１ｔ２２ｔ３３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０； （１３）

当 ｎ ＝ ４ 时，起重臂的失稳特征方程可表示为

　 　 ａ － ｌ
ａ １ －

ｋ１

ｋ２
ｔ１１ｔ２２

æ

è
ç －

ｋ１

ｋ３
ｔ１１ｔ３３ －

ｋ１

ｋ４
ｔ１１ｔ４４ －

ｋ２

ｋ３
ｔ２２ｔ３３ －

　 　 　
ｋ２

ｋ４
ｔ２２ｔ４４ －

ｋ３

ｋ４
ｔ３３ｔ４４ ＋

ｋ１ｋ３

ｋ２ｋ４
ｔ１１ｔ２２ｔ３３ｔ４４ ＋ １

ａｋ１
ｔ１１ ＋(

　 　 　
ｋ１

ｋ２
ｔ２２ ＋

ｋ１

ｋ３
ｔ３３ ＋

ｋ１

ｋ４
ｔ４４ －

ｋ２

ｋ３
ｔ１１ｔ２２ｔ３３ －

ｋ２

ｋ４
ｔ１１ｔ２２ｔ４４ －

　 　 　
ｋ３

ｋ４
ｔ１１ ｔ３３ ｔ４４ －

ｋ１ｋ３

ｋ２ｋ４
ｔ２２ ｔ３３ ｔ４４

ö

ø
÷ ＝ ０； （１４）

当 ｎ ＝ ５ 时，起重臂的失稳特征方程可表示为

　 　 ａ － ｌ
ａ １ －

ｋ１

ｋ２
ｔ１１ｔ２２

æ

è
ç －

ｋ１

ｋ３
ｔ１１ｔ３３ －

ｋ１

ｋ４
ｔ１１ｔ４４ －

ｋ１

ｋ５
ｔ１１ｔ５５ －

　 　 　
ｋ２
ｋ３
ｔ２２ｔ３３ －

ｋ２
ｋ４
ｔ２２ｔ４４ －

ｋ２
ｋ５
ｔ２２ｔ５５ －

ｋ３
ｋ４
ｔ３３ｔ４４ －

ｋ３
ｋ５
ｔ３３ｔ５５ －

　 　 　
ｋ４

ｋ５
ｔ４４ ｔ５５ ＋

ｋ１ｋ３

ｋ２ｋ４
ｔ１１ ｔ２２ ｔ３３ ｔ４４ ＋

ｋ１ｋ３

ｋ２ｋ５
ｔ１１ ｔ２２ ｔ３３ ｔ５５ ＋

　 　 　
ｋ１ｋ４
ｋ２ｋ５

ｔ１１ｔ２２ｔ４４ｔ５５ ＋
ｋ１ｋ４
ｋ３ｋ５

ｔ１１ｔ３３ｔ４４ｔ５５ ＋
ｋ２ｋ４
ｋ３ｋ５

ｔ２２ｔ３３ｔ４４ｔ５５
ö

ø
÷ ＋

　 　 　 １
ａｋ１

ｋ１
ｋ２
ｔ２２

æ

è
ç ＋

ｋ１
ｋ３
ｔ３３ ＋

ｋ１
ｋ４
ｔ４４ ＋

ｋ１
ｋ５
ｔ５５ －

ｋ１ｋ３
ｋ２ｋ４

ｔ２２ｔ３３ｔ４４ －

　 　 　
ｋ１ｋ３

ｋ２ｋ５
ｔ２２ ｔ３３ ｔ５５ －

ｋ１ｋ４

ｋ２ｋ５
ｔ２２ ｔ４４ ｔ５５ －

ｋ１ｋ４

ｋ３ｋ５
ｔ３３ ｔ４４ ｔ５５

ö

ø
÷ ＋

　 　 　
ｔ１１
ａｋ１

１ －
ｋ２
ｋ３
ｔ２２ｔ３３

æ

è
ç －

ｋ２
ｋ４
ｔ２２ｔ４４ －

ｋ２
ｋ５
ｔ２２ｔ５５ －

ｋ３
ｋ４
ｔ３３ｔ４４ －

　 　 　
ｋ３

ｋ５
ｔ３３·ｔ５５ －

ｋ４

ｋ５
ｔ４４ ｔ５５ ＋

ｋ２ｋ４

ｋ３ｋ５
ｔ２２ ｔ３３ ｔ３３ ｔ４４

ö

ø
÷ ＝ ０．

（１５）
式（１２） ～式（１５）中， ｔｉｉ ＝ ｔａｎ（ｋｉ ｌｉ），ｌｉ 表示各

节伸缩臂的长度， 如图 ２ 所示， 即 ｌ１ ＝ ｘ１，
ｌｉ ＝ ｘｉ －ｘｉ －１ ．

式（１２） ～式（１５）分别表示起重机有 ２、３、４、５
节伸缩臂时的平面外失稳特征方程的显示表

达式．

３　 起重机伸缩臂平面外稳定性分析实例

　 　 为了分析牵绳或拉索等非保向力对起重机伸

缩臂稳定性的影响， 针对牵绳作用下的典型 ４ 节

起重机伸缩臂进行平面外稳定性分析．通常欧拉

临界力可表达式为 Ｐｃｒ ＝ π２ＥＩ ／ （μｌ） ２，为了便于分

析比较，采用量纲一的失稳计算长度系数 μ 来表

示起重臂的抗失稳能力．
算例 　 图 ３所示为牵绳作用下 ４节起重机伸

缩臂模型，伸缩臂的总长度为 ｌ，各节伸缩臂长度

ｌ１ ＝ ０ ３４ｌ，ｌ２ ＝ ０ ２２ｌ，ｌ３ ＝ ０ ２２ｌ，ｌ４ ＝ ０ ２２ｌ，牵绳在

伸缩臂方向投影长度为 ａ， 截面惯性矩比值为

Ｉ１ ／ Ｉ２ ＝ １ ３，Ｉ２ ／ Ｉ３ ＝ １ ９，Ｉ３ ／ Ｉ４ ＝ ２ ５．

x

a

l1 l2 l3 l4

I1 I2 I3 I4

y

图 ３　 牵绳作用下的 ４ 节伸缩臂模型

　 　 由失稳特征方程式（１０） 和式（１１） 可知，牵
绳作用下的伸缩臂失稳临界力仅与长度比值 ａ ／ ｌ
有关，将不同长度比值代入 ４ 节伸缩臂的显示失

稳特征方程（１４），可得用惯性矩 Ｉ１ 表示的失稳计

算长度系数 μ ＝ π ／ （ｋ１ ｌ） ．同时为验证本文理论推

导的正确性， 采用有限元分析软件 ＡＮＳＹＳ 进行

验证，分别采用 Ｂｅａｍ４４ 单元和 Ｌｉｎｋ１０ 单元来模

拟伸缩臂和牵绳，每节伸缩臂划分为 ２０ 个单元，
其计算结果列于表 １，表中阶梯柱代表无牵绳作

用时伸缩臂的失稳计算长度系数．
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表 １　 不同长度比值的计算长度系数

ａ ／ ｌ
μ

本文方法 ＡＮＳＹＳ

→０ １ ０８９ ９ １ ０８９ ９

０ ２ １ １１１ ３ １ １１１ ３

０ ５ １ １７２ ２ １ １７２ １

０ ８ １ ３１３ ２ １ ３１３ ２

１ ０ １ ４５５ ８ １ ４５５ ８

２ ０ １ ８９９ ７ １ ８９９ ７

５ ０ ２ １７０ ７ ２ １７０ ７

１０ ０ ２ ２５６ ６ ２ ２５６ ６

２０ ０ ２ ２９８ ７ ２ ２９８ ７

５０ ０ ２ ３２３ ６ ２ ３２３ ６

→∞ ２ ３４０ ２ ２ ３４０ ２

阶梯柱 ２ ３４０ ２ ２ ３４０ ２

　 　 由表 １ 可知，本文与 ＡＮＳＹＳ 计算结果在小数

点后四位完全相同，验证了本文理论推导的正确性

及求解的精确性．同时还可以看出， 随着长度比值

ａ ／ ｌ 的逐渐增大，其失稳计算长度系数 μ 逐渐增大，
即结构的失稳临界力逐渐减小，抗失稳能力变弱．
当 ａ ／ ｌ→∞ 时，其失稳计算长度系数 μ与没有牵绳

时相等，此时可认为牵绳对起重机伸缩臂平面外的

稳定性没有影响．

４　 结　 论

１）分析了牵绳或拉索等引起的非保向力作

用下的多节起重机伸缩臂平面外稳定性，给出了

起重臂失稳特征方程的递推表达式；并结合起重

机设计规范，给出了 ２～５ 节伸缩臂失稳特征方程

的显示表达式，为起重机设计规范 ＧＢ ／ Ｔ ３８１１—
２００８ 的修订提供理论依据．

２）比较本文计算结果与 ＡＮＳＹＳ 密分单元的

计算结果表明，本文针对牵绳非保向力作用下的

起重臂平面外失稳问题的理论推导是正确的，用
该理论公式求解起重臂的起升平面外的失稳临界

力是精确的．
３） 对典型 ４ 节起重臂稳定性算例分析表明，

随着长度比值 ａ ／ ｌ 的逐渐增大，起重臂的平面外

失稳计算长度系数 μ 逐渐增大，并趋于定值，即非

保向力对起重臂稳定性的影响随着 ａ ／ ｌ 的增大而

减弱．
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