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位宽优化中乘法运算的一种自动范围分析方法
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摘　 要： 乘法是硬件平台中最基本的非线性运算，而且在自动位宽优化过程中，目前的范围分析方法没有在精确的范围

分析结果和计算复杂度之间做很好折衷．为了在较低的计算复杂度前提下更准确地分析乘法运算结果的范围，提出了改

进的仿射近似法（ＮＡＡ） ．在改进的仿射近似法中，利用额外噪声项来表示近似产生的误差，并根据误差的特点把误差分

成两部分，在不增加计算复杂度的前提下更准确地估计误差的范围．新方法的计算复杂度是 Ｏ（Ｍ１），其中Ｍ１ 是乘法的两

个操作数中非零噪声个数的和．实例分析表明，利用该方法得到的乘法结果范围的准确程度是用简单估计法得到的准确

程度的 １􀆰 ４７ 倍，和切比雪夫近似法的准确度接近．
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　 　 在硬件系统的设计中，为了得到较高的数据

精度及动态范围，算法模型都用浮点数表示．但是

在硬件上实现浮点运算的代价很大，为了提高运

行速度、降低功耗、节省面积，在硬件实现阶段数

据一般都采用定点数表示．将浮点数转化为定点

数的过程被称为位宽优化，也叫做定点化．位宽优

化的目的是在满足系统规格要求的前提下寻找最

佳的定点数位宽组合使系统的代价（面积、功耗、
速度等）最小．位宽优化包括范围分析（对整数部

分的优化）和精度分析（对小数部分的优化）两个

步骤．
位宽优化是 ＮＰ－ｈａｒｄ 问题［１］，常用的分类方

法有动态法［２－６］ 和静态法［７－１０］ ．动态法通过对大

量的测试向量进行反复的蒙特卡洛仿真来确定信

号的位宽．它的结果质量较高，但优化时间长，甚
至占到整个设计周期的 ５０％以上［１１］ ．而且，动态

法不能保证测试向量没有覆盖到的情况也满足系

统规格要求．静态法使用代码分析手段来推导出

信号的位宽，它不需要测试向量，所以它的执行速

度快、人为干扰因素小，而且简便易行，适于大规



模系统的自动优化分析．
在硬件平台，如 Ｘｉｌｉｎｘ 公司的 ＦＰＧＡ 或全定

制的 ＡＳＩＣ 芯片中，乘法运算是最基本也是最常

用的非线性运算．其他的非线性运算，如除法、余
弦、对数等超越函数一般都是通过加、减、乘这些

基本运算计算的．但是目前乘法运算的范围分析

的静态法得不到范围的精确解，所以对乘法运算

结果的位宽优化的准确程度就关系到整个电路的

位宽优化的准确程度．本文讨论基于静态法的对

乘法结果的范围分析方法．
区间算术（ ｉｎｔｅｒｖａｌ ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ，ＩＡ）是 １９６０ 年

由 Ｍｏｏｒｅ［１２］ 提出的解决范围分析的方法． Ｃｍａｒ
等［１３］首次采用 ＩＡ 对信号的变化范围进行分析．
但是 ＩＡ 在估计信号范围时过于保守，甚至不切

实际．
仿射算术（ａｆｆｉｎｅ ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ，ＡＡ）保留了区间

之间的相关性，这使得它比 ＩＡ 更精确．ＡＡ 非常适

于对线性操作结果的范围分析．但是 ＡＡ 不能为

乘法等非线性操作提供准确的仿射形式．为解决

该问题，Ｓｔｏｌｆｉ 等［１４］ 提出了乘法的仿射近似法，包
括简单估计法和切比雪夫近似法．简单估计法计

算效率高，但误差较大，分析范围最多可达到真实

范围的 ４ 倍．这种误差沿着数据流累积到输出，会
导致误差爆炸，这限制了它在大系统中的应用；切
比雪夫近似法利用比简单估计法更精确的仿射形

式，实现较好的范围分析结果，但是它的计算过程

太复杂所以不适合在大系统中应用．
为了解决计算效率和计算复杂度之间的问

题，Ｚｈａｎｇ 等［１５］ 提出了一种叫 Ｎ － 级近似的， 在

分析精度和复杂度之间作折中的方法．其分析结

果比用简单估计法得到的准确，比切比雪夫近似

法简单．但是仍不能满足大系统对分析范围的精

度和复杂度的要求．Ｐａｎｇ 等［１６］提出了一种新的范

围分析方法，它混合了传统的 ＩＡ、ＡＡ 和算术变换

（ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＡＴ），能得到比 ＡＡ 更精确

的范围结果，但是执行时间比 ＡＡ 长很多．所有这

些对 ＡＡ 的改进方法，都以牺牲计算复杂度为代

价来换取分析的精度．它们都是把自变量的仿射

形式看成是一个整体，没有考虑仿射形式中的每

一个噪声，这样就忽略了不同噪声之间的独立性

和相同噪声在不同变量中的相关性．
为了更简便、更精确的实现对乘法运算结果

的范围分析，本文提出一种名为改进的仿射近似

法（ ｎｏｖｅｌ ａｆｆｉｎｅ ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＮＡＡ）的

新的仿射近似法．ＮＡＡ 利用一个仿射形式近似的

表示乘法运算的结果，并利用增加的额外噪声项

来表示近似产生的误差．为了利用现有方法忽略

的独立性和相关性，这个误差用各个噪声来表示，
并且在不增加计算复杂度的前提下更准确的估计

误差的范围，从而减少了新增噪声的系数．这种方

法能比简单估计法得到更准确的分析范围，而且

计算复杂度和简单估计法一样，比切比雪夫近似

法更简单．

１　 仿射算术

为了更清楚的分析仿射近似的过程和更方便

的推导 ＮＡＡ，首先介绍仿射算术的基础知识．
仿射算术用一次多项式的仿射形式 ｘ^ 表示一

个未知的信号 ｘ 为

ｘ^ ＝ ｘ０ ＋ ｘ１ε１ ＋ ｘ２ε２ ＋ … ＋ ｘｎεｎ ．
式中：εｉ ＝ ［ － １，１］ ．对于未知信号 ｘ，ｘ０ 表示它的

中心值；εｉ 为第 ｉ 个噪声，代表信号 ｘ 的一个独立

的、未知的噪声源；ｘｉ 为这个噪声的系数；ｘｉεｉ、ｘ０

＋ ｘｉεｉ 分别为噪声项．
令 ｘ０ ＝ （ｘｍａｘ ＋ ｘｍｉｎ） ／ ２，ｘ１ ＝ （ｘｍａｘ － ｘｍｉｎ） ／ ２，信

号的范围区间 􀭰ｘ ＝ ［ｘｍｉｎ，ｘｍａｘ］ 可以转化为等价的

仿射形式为

ｘ^ ＝ ｘ０ ＋ ｘ１ε１ ．
　 　 ＡＡ 通过与计算链中的其他信号共享噪声 εｉ

来保留信号之间的相关性．
乘法的简单估计法的仿射形式为

ｘ^^ｙ ＝ ｘ０ｙ０ ＋∑
ｎ

ｉ ＝１
（ｘ０ｙｉ ＋ｙ０ｘｉ）εｉ ＋∑

ｎ

ｉ ＝１
｜ ｘｉ ｜ ∑

ｎ

ｉ ＝１
｜ ｙｉ ｜ εｎ＋１．

这种方法的分析结果误差很大，但是其计算

复杂度是Ｏ（Ｍ１），其中Ｍ１ ＝ｍａｘ（ｎ１，ｎ２），ｎ１、ｎ２ 分

别为信号 ｘ、ｙ 中非零噪声的个数．
利用切比雪夫近似法可以得到更精确的范围

分析结果．乘法的切比雪夫近似法的仿射形式为

ｘ^ｙ^ ＝ ｘ０ｙ０ ＋∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ０ｙｉ ＋ ｙ０ｘｉ）εｉ ＋

ｍ ＋ ｎ
２

＋ ｍ － ｎ
２

εｎ＋１．

式中：ｍ、ｎ 分别为（ｘ － ｘ０）（ｙ － ｙ０） 的最大值和最

小值．
计算最值ｍ和ｎ的计算复杂度是Ｏ（Ｍ２ｌｏｇ Ｍ２），

其中 Ｍ２ ＝ ｎ１ ＋ ｎ２ ．

２　 乘法的改进的仿射近似法

２􀆰 １　 算法分析

自变量为仿射形式的乘法，可以表示为

　 　 ｚ ＝ ｘ^ｙ^ ＝ ｘ０ｙ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ０ｙｉεｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｙ０ｘｉεｉ ＋

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉεｉ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｙ ｊε ｊ ． （１）
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因为 ｚ 不是仿射形式，选择一个仿射形式 ｆｚ
来近似的表示它．式（１） 的前 ３项组成了一个仿射

形式，为了简单，把这个仿射形式作为近似的仿射

形式，即

ｆｚ ＝ ｘ０ｙ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ０ｙｉεｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｙ０ｘｉεｉ ． （２）

式中：ｆｚ 为 ｚ 的近似表示，所以 ｆｚ 与 ｚ 之间存在误

差，引入一个新的独立噪声项来表示这个误差

ｄｆ，即

ｄ^ ＝ ｚ＇ ＋ ｚｎ＋１εｎ＋１ ＝
ｄｆｍａｘ － ｄｆｍｉｎ

２
＋
ｄｆｍａｘ ＋ ｄｆｍｉｎ

２
εｎ＋１ ．

计算 ｄｆ 的真实最大值和最小值的计算量难以承

受，所以 ｄｆｍａｘ、ｄｆｍｉｎ 分别为 ｄｆ 的近似最大值和近似

最小值．ｄｆｍａｘ、ｄｆｍｉｎ 与真实的最大值和最小值越接

近，ｚ^ 的形式越准确．
综上所述，ｚ 的仿射形式可以记为

ｚ^ ＝ ｆｚ ＋ ｄ^ ＝ ｚ０ ＋ ｚ１ε１ ＋ … ＋ ｚｎεｎ ＋ ｚ＇ ＋ ｚｎ＋１εｎ＋１ ．

２􀆰 ２　 仿射形式 ｄ^
根据算法分析，仿射形式 ｄ^ 是乘法运算结果

的真实值与它的近似仿射形式之间的误差 ｄｆ 的

等价仿射形式．把 ｄｆ 表示成各个噪声的函数，根据

噪声项的特点，把它分成两部分，分别求解它们的

仿射形式．这样可以更准确的估计各个部分的范

围．这两个仿射形式的和就是 ｄｆ 的仿射形式．利用

这个仿射形式，ｄｆ 的最大值和最小值的估计方法

可以明显改善．
ｄｆ 可以表示为

　 ｄｆ ＝ ｚ － ｆｚ ＝ ｘ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉεｉ( ) ｙ０ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉεｉ( ) －

ｘ０ｙ０ － ｙ０∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉεｉ － ｘ０∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉεｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
ｘｉｙ ｊεｉε ｊ ．

（３）
式中： εｉ，ε ｊ ＝ ［ － １，１］ ．估计 ｄｆ 的近似的最大值和

最小值的最简单的方法就是把 εｉ，ε ｊ 的最大值和

最小值代入．根据式（２），当 ｉ ＝ ｊ 时，有 ｘｉｙ ｊεｉε ｊ ＝
ｘｉｙｉε２

ｉ ．把 εｉ，ε ｊ ＝ ［ － １，１］ 代入，ｘｉｙｉε２
ｉ 估计的近似

的最大值和最小值比 ｘｉｙ ｊεｉε ｊ 更精确，而且没有增

加计算复杂度．因此把 ｄｆ 分成两部分，即

ｄ１ ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉε２

ｉ ，ｄ２ ＝ ∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
ｘｉｙ ｊεｉε ｊ ．

　 　 距离 ｄｆ 可以记为

　 　 　 ｄｆ ＝ ∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
ｘｉｙ ｊεｉε ｊ ＝ ｄ１ ＋ ｄ２ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉε２

ｉ ＋ ∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
ｘｉｙ ｊεｉε ｊ ．

　 　 ｄ１ 的最大值和最小值分别为

ｄ１ｍａｘ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ，　 ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ≥ ０；

０，　 　 　 　 其他．
{

ｄ１ｍｉｎ ＝
０，　 　 　 ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ≥ ０；

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ，　 其他．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

和它等价的仿射形式为

ｄ^１ ＝ １
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ＋

１
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉεｎ＋１ ．

ｄ２ 的最大值和最小值分别为

ｄ２ｍａｘ ＝ ∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
｜ ｘｉｙ ｊ ｜ ，ｄ２ｍｉｎ ＝ － ∑

ｎ

ｉ，ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
｜ ｘｉｙ ｊ ｜ ．

和它等价的仿射形式为

ｄ^２ ＝ ∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
｜ ｘｉｙ ｊ ｜ εｎ＋２ ．

将 ｄ^１、ｄ^２ 相加，得 ｄ^ 为

　 　 ｄ^ ＝ ｄ^１ ＋ ｄ^２ ＝ １
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ＋ １

２ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉεｎ＋１ ＋

∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
｜ ｘｉｙ ｊ ｜ εｎ＋２ ． （４）

计算一次乘法要引入两个独立噪声会使接下

来的计算噪声越来越多． 所以需要化简 ｄ^． 根据

式（４）， ｄ^ 的范围为

１
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ －

１
２

｜ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ｜ ＋ ∑

ｎ

ｉ，ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
｜ ｘｉｙ ｊ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，é

ë
êê

１
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ＋

１
２

｜ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ｜ ＋ ∑

ｎ

ｉ，ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
｜ ｘｉｙ ｊ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú ．

和它等价的仿射形式为

ｄ^ ＝ １
２∑

ｎ

ｉ ＝１
ｘｉｙｉ ＋

１
２
｜ ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｘｉｙｉ ｜ ＋ ∑

ｎ

ｉ，ｊ ＝１，ｉ≠ｊ
｜ ｘｉｙｊ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷ εｎ＋１．

（５）
　 　 这样计算出的新增噪声项 ｄ^的范围比简单估

计法中新增噪声项的范围［ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｘｉ ｜ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｙｉ ｜ ，

∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｘｉ ｜ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｙｉ ｜ ］ 要紧凑得多．ｄ^ 将新增噪声的

权重减少了
１
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ，也就减少了乘法运算近似

产生的误差．因此，乘法的改进的仿射近似法比简

单估计法更准确．当误差在数据链中的累计时，累
计的误差也减少了． 使 ＮＡＡ 比简单估计法更

精确．
式（４） 中的 εｎ＋１ 和 εｎ＋２ 之间有相关性，但是

将 ｄｆ 分为 ｄ１ 和 ｄ２ 并没有考虑它们之间的相关性，

所以 ｄｆ 的真实范围一定比 ｄ^ 的范围小，这是过估
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计．因此，ＮＡＡ的准确程度比切比雪夫近似法的准

确程度稍低．
２􀆰 ３　 乘法的改进的仿射近似法的表达式及计算

复杂度分析

有了式（２） 和新引入的式（５），乘法的改进的

仿射近似法的表达式为

　 ｚ^ ＝ ｘ^^ｙ＝ ｘ０ｙ０ ＋ｘ０∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉεｉ ＋ｙ０∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉεｉ ＋

１
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ＋

１
２

｜ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ｜ ＋ ∑

ｎ

ｉ，ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
｜ ｘｉｙｊ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷ εｎ＋１． （６）

设 ｎ１、ｎ２ 分别为 ｘ^、ｙ^中非零噪声的个数，Ｍ１ ＝
ｍａｘ（ｎ１，ｎ２） 为 ｎ１ 和 ｎ２ 的最大值，Ｍ２ ＝ ｎ１ ＋ ｎ２，则
切比雪夫近似法的计算复杂度为Ｏ（Ｍ２ｌｏｇ Ｍ２） ［１４］ ．
简单估计法的计算复杂度为 Ｏ（Ｍ１） ．

为了计算 ＮＡＡ 的计算复杂度，把式（６）改写为

ｚ^ ＝ ｘ^ｙ^ ＝ ｘ０ｙ０ ＋ ｘ０∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉεｉ ＋ ｙ０∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉεｉ ＋

１
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ＋ ( １

２
｜ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｙｉ ｜ ＋

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ( ) ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｙ ｊ( ) － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｘｉｙｉ ｜ )( ) εｎ＋１ ．

（７）
式（７） 的计算复杂度为

１ ＋Ｍ１ ＋Ｍ１ ＋
１
２
Ｍ１ ＋ ( １

２
Ｍ１ ＋（２Ｍ１ ＋Ｍ１） ) ＝ Ｏ（Ｍ１）．

可以看出，ＮＡＡ 的计算复杂度和简单估计法的一

样，都是Ｏ（Ｍ１） ．很明显Ｍ１ ＜ Ｍ２，所以有Ｏ（Ｍ１） ＜
Ｏ（Ｍ２ ｌｏｇ Ｍ２） ． 根据计算复杂度的分析，ＮＡＡ 比切

比雪夫近似法要简单．

３　 实例分析

为了比较 ＮＡＡ 的性能，本文以包含乘法的计

算为例．第 １ 个实例是多项式近似．第 ２ 个实例是

Ｂ⁃ｓｐｌｉｎｅｓ． 这两个实例均来自于文献［８］．第 ３ 个

实例是多变量多项式，来自于文献［１７－１９］．将仿

射算术用 Ｃ＋＋实现，乘法分别采用简单估计法、
切比雪夫近似法和改进的仿射近似法．这些实例

的计算平台是内存为 ２􀆰 ９９ Ｇ 的 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｐｅｎｔｉｕｍ
（Ｒ） ＣＰＵ Ｇ６３０ ＠ ２􀆰 ７ ＧＨｚ 的 ３２ 位双核 ＰＣ．
３􀆰 １　 实　 例

实例 １　 多项式近似

对 ｙ ＝ ｌｎ（１ ＋ ｘ），ｘ ＝ ［０，１］ 的多项式近似进

行信号范围分析，采用文献［２０］ 的 ４ 级多项式表

达为

　 ｙ ＝ （（（ － ０􀆰 ０５５ ０ｘ ＋ ０􀆰 ２１６ ８）ｘ － ０􀆰 ４６４ ５）ｘ ＋
０􀆰 ９９５ ６）ｘ ＋ ０􀆰 ０００ １．

其中，５ 个四舍五入到小数点后第 ４ 位的系数由

多项式曲线拟合的方法获得．
实例 ２　 Ｂ⁃ｓｐｌｉｎｅｓ
Ｂ⁃ｓｐｌｉｎｅｓ 常用于图像卷绕，它的基本函数 Ｂ０、

Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３ 分别定义如下，其中，输入 ｕ ＝ ［０，１］．

Ｂ０（ｕ） ＝ （１ － ｕ） ３

６
，Ｂ１（ｕ） ＝ （３ｕ３ － ６ｕ２ ＋ ４）

６
，

Ｂ２（ｕ） ＝ － ３ｕ３ ＋ ３ｕ２ ＋ ３ｕ ＋ １
６

，Ｂ３（ｕ） ＝ － ｕ３

６
．

　 　 实例 ３　 变量多项式

考察表 １ 中的 ８ 个多变量多项式．
表 １　 多变量多项式函数及输入范围

函数名称 函数 输入范围

Ｓａｖｉｔｚｋｙ⁃Ｇｏｌａｙ ｆｉｌｔｅｒ ｆ１（Ｘ） ＝ ７ｘ３１ － ９８４ｘ３２ － ７６ｘ２１ ｘ２ ＋ ９２ｘ１ｘ２２ ＋ ７ｘ２１ － ３９ｘ１ｘ２ － ４６ｘ２２ ＋ ７ｘ１ － ４６ｘ２ － ７５ Ｘ ＝ ［ － ２，２］ ２

Ｉｍａｇｅ ｒｅｊｅｃｔｉｏｎ ｕｎｉｔ ｆ２（Ｘ） ＝ １６ ３８４（ｘ４１ ＋ ｘ４２） ＋ ６４ ７６７（ｘ２１ － ｘ２２） ＋ ｘ１ － ｘ２ ＋ ５７ ３４４ｘ１ｘ２（ｘ１ － ｘ２） Ｘ ＝ ［０，１］ ２

Ａ ｒａｎｄｏｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ３（Ｘ） ＝ （ｘ１ － １）（ｘ１ ＋ ２）（ｘ２ ＋ １）（ｘ２ － ２）ｘ２３ Ｘ ＝ ［ － ２，２］ ３

Ｍｉｔｃｈｅｌｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ４（Ｘ） ＝ ４［ｘ４１ ＋ （ｘ２２ ＋ ｘ２３） ２］ ＋ １７ｘ２１（ｘ２２ ＋ ｘ２３） － ２０（ｘ２１ ＋ ｘ２２ ＋ ｘ２３） ＋ １７ Ｘ ＝ ［ － ２，２］ ３

Ｍａｔｙａｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ５（Ｘ） ＝ ０􀆰 ２６（ｘ２１ ＋ ｘ２２） － ０􀆰 ４８ｘ１ｘ２ Ｘ ＝ ［ － １００，１００］ ２

Ｔｈｒｅｅ ｈｕｍｐ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ６（Ｘ） ＝ １２ｘ２１ － ６􀆰 ３ｘ４１ ＋ ｘ６１ ＋ ６ｘ２（ｘ２ － ｘ１） Ｘ ＝ ［ － １０，１０］ ２

Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ Ｐｒｉｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｆ７（Ｘ） ＝ ［１ ＋ （ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ １） ２（１９ － １４ｘ１ ＋ ３ｘ２１ － １４ｘ２ ＋ ６ｘ１ｘ２ ＋ ３ｘ２２）］ ×

　 　 　 　 ［３０ ＋ （２ｘ１ － ３ｘ２） ２（１８ － ３２ｘ１ ＋ １２ｘ２１ ＋ ４８ｘ２ － ３６ｘ１ｘ２ ＋ ２７ｘ２２）］
Ｘ ＝ ［ － ２，２］ ２

Ｒａｔｓｃｈｅｃｋ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ８（Ｘ） ＝ ４ｘ２１ － ２􀆰 １ｘ４１ ＋ １
３
ｘ６１ ＋ ｘ１ｘ２ － ４ｘ２２ ＋ ４ｘ４２ Ｘ ＝ ［ － １００，１００］ ２

３􀆰 ２　 ３ 种方法分析范围的比较

利用仿射近似法计算得到的变量范围用分析

范围来表示．用分析范围比率来表示分析范围的

准确程度．分析范围比率是用 ３ 种方法得到的分

析范围的区间间隔（ｙｍａｘ － ｙｍｉｎ） 与真实范围的区

间间隔的比值，表示了分析范围的区间间隔是真

实范围的区间间隔的倍数．其中，ｙｍａｘ、ｙｍｉｎ 分别为

变量的最大值和最小值．分析范围比率越接近 １
说明分析范围越接近真实范围．

表 ２ 给出了用 ３ 种方法计算得到的 ３ 个例子

的分析范围和范围比率．它显示了利用 ＮＡＡ 计算

得到的分析范围全部覆盖了真实的输出范围．对
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于这些例子，利用简单估计法计算得到的范围比

率从 １􀆰 ０４～２８１􀆰 １９；利用切比雪夫近似法计算得

到的范围比率从 １􀆰 ０３～２３３􀆰 ６６；利用 ＮＡＡ 计算得

到的范围比率从 １􀆰 ０３ ～ ２２１􀆰 ７８．利用 ＮＡＡ 得到的

范围比率是利用简单估计法得到的范围比率的

０􀆰 １８～ ０􀆰 ９９ 倍，范围比率倍数的平均是０􀆰 ６８ 倍；
利用 ＮＡＡ 计算得到的范围的比率是利用切比雪

夫近似法计算得到的范围比率的 ０􀆰 ３３ ～ １􀆰 ３９ 倍，
范围比率倍数的平均是 ０􀆰 ９９ 倍．这说明，平均来

看，利用 ＮＡＡ 计算得到的分析范围的准确程度是

用简单估计法计算得到的分析范围的准确程度的

１􀆰 ４７ 倍，和切比雪夫近似法的分析范围的准确度

接近．

表 ２　 ３ 种方法分析范围和范围比率的比较

实例 函数 真实范围
简单估计法

范围 比率

切比雪夫近似法

范围 比率

ＮＡＡ

范围 比率

１ Ｙ ［０，０􀆰 ６９３ １］ ［－０􀆰 ０５４ １，０􀆰 ８６５ ０］ １􀆰 ３３ ［－０􀆰 ０２５ ３，０􀆰 ７６８ ５］ １􀆰 １５ ［－０􀆰 ０２７ ０􀆰 ０􀆰 ７８０ ７］ １􀆰 １７

Ｂ０ ［０，０􀆰 １７］ ［ － ０􀆰 １３，０􀆰 １７］ １􀆰 ７６ ［ － ０􀆰 ０５，０􀆰 １７］ １􀆰 ２９ ［ － ０􀆰 ０６，０􀆰 １７］ １􀆰 ３７

２
Ｂ１ ［０􀆰 １７，０􀆰 ６７］ ［ － ０􀆰 ３３，１􀆰 ２９］ ３􀆰 ２４ ［ － ０􀆰 ０５，０􀆰 ９８］ ２􀆰 ０６ ［ － ０􀆰 ０２，０􀆰 ９２］ １􀆰 ８８
Ｂ２ ［０􀆰 １７，０􀆰 ６７］ ［ － ０􀆰 ２１，１􀆰 １７］ ２􀆰 ７６ ［ － ０􀆰 ０２，０􀆰 ８９］ １􀆰 ８２ ［０􀆰 ０４，０􀆰 ８５］ １􀆰 ６２
Ｂ３ ［－０􀆰 １７，０］ ［－０􀆰 １７，０􀆰 １３］ １􀆰 ７６ ［－０􀆰 １７，０􀆰 ０５］ １􀆰 ２９ ［－０􀆰 １７，０􀆰 ０６］ １􀆰 ３７

ｆ１ ［ － ９４５ ３，９３０ ３］ ［ － ９８２ １，９６７ １］ １􀆰 ０４ ［ － ９７９ ３，９４８ ７］ １􀆰 ０３ ［ － ９７９ ３，９４８ ７］ １􀆰 ０３
ｆ２ ［ － ５􀆰 ５１ｅ４，８􀆰 ７９ｅ４］ ［ － １􀆰 ７５ｅ５，１􀆰 ７９ｅ５］ ２􀆰 ４８ ［ － ０􀆰 ９５ｅ５，１􀆰 ２８ｅ５］ １􀆰 ５６ ［ － １􀆰 ２１ｅ５，１􀆰 ４１ｅ５］ １􀆰 ８５
ｆ３ ［ － ３６，６４］ ［ － ３５２，３５２］ ７􀆰 ０４ ［ － １９２，１９２］ ３􀆰 ８４ ［ － ６４，６４］ １􀆰 ２８

３
ｆ４ ［ － ８，６４１］ ［ － １ ０８７，１ １２１］ ３􀆰 ４０ ［ － ２２３，８８１］ １􀆰 ７０ ［ － ３６７，６４１］ １􀆰 ５５
ｆ５ ［０，１ｅ４］ ［ － １ｅ４，１ｅ４］ ２􀆰 ００ ［ － ４８０ ０，１ｅ４］ １􀆰 ４８ ［ － ４８０ ０，１ｅ４］ １􀆰 ４８
ｆ６ ［０，０􀆰 ９４ｅ６］ ［ － １􀆰 ０７ｅ６，１􀆰 ０７ｅ６］ ２􀆰 ２８ ［ － ０􀆰 ０６ｅ６，１􀆰 ０ｅ６］ １􀆰 １３ ［ － ３􀆰 ６ｅ５，９􀆰 ４ｅ５］ １􀆰 ３８
ｆ７ ［３，１􀆰 ０１ｅ６］ ［ － １􀆰 ４２ｅ８，１􀆰 ４２ｅ８］ ２８１􀆰 １９ ［ － １􀆰 ２３ｅ８，１􀆰 １３ｅ８］ ２３３􀆰 ６６ ［ － １􀆰 １２ｅ８，１􀆰 １２ｅ８］ ２２１􀆰 ７８
ｆ８ ［ － １􀆰 ０３，０􀆰 ３３ｅ１２］ ［ － ３􀆰 ３ｅ１１，３􀆰 ３ｅ１１］ ２􀆰 ００ ［ － ２􀆰 １ｅ８，３􀆰 ３ｅ１１］ １􀆰 ００ ［ － １􀆰 ３ｅ１１，３􀆰 ３ｅ１１］ １􀆰 ３９

　 　 对于实例 ３ 中的第 ７ 个函数，利用 ３ 种静态

法得到的范围比率都在 ２００ 以上．这是因为这个

函数最终的乘法中的两个乘数都包含很多乘法，
每一次乘法运算都会产生误差，而且这两个乘数

都是相同自变量的函数，它们的相关性很强，这种

情况下两个乘数的误差会相互放大，使最终得到

的范围结果比真实范围大很多．所以静态法不适

用于对这种情况的范围分析，动态法会得到更准

确的分析范围．
从表２可以看出，这３种方法有一个共同的不

足之处，即分析范围的下限误差较大．这是因为当

变量 ｘ用仿射形式表示时，ｘ的范围是相对于 ｘ０ 中

心对称的．在计算过程中，ｘ０ 是由计算链中变量决

定的，很难保证它是在 ｘ 范围的中心．当 ｘ^ 要满足

变量范围的上限或下限时，由于 ｘ０ 不在 ｘ 范围的

中心，ｘ^表示的 ｘ范围的下限或上限就有了较大的

误差．在本文所举的例子中，都是上限大于下限

的，所以表现为分析范围下限误差较大．
３􀆰 ３　 ３ 种方法整数位宽和执行时间的比较

变量的整数位宽可以由变量范围推导．表 ３
列出了 ３ 种方法得到的输出变量位宽和 ＣＰＵ 运

行时间． Ｂ⁃ｓｐｌｉｎｅｓ 的 ４ 个基本函数是在同一个程

序中完成的，所以只有一个 ＣＰＵ 时间．ＮＡＡ 最多

比简单估计法节省 ２ 个 ｂｉｔ 位宽，比切比雪夫近似

法最多节省 １ 个 ｂｉｔ 位宽．与简单估计法相比，

ＮＡＡ 需要 ０􀆰 ９５ ～ １．３９ 倍的 ＣＰＵ 时间，而切比雪

夫近似法需要 ５４􀆰 ０１～５７􀆰 ９７ 倍的 ＣＰＵ 时间．ＮＡＡ
和简单估计法有着近似的执行时间，不到切比雪

夫近似法执行时间的 １ ／ ５０．
表 ３　 ３ 种方法得到的整数位宽和 ＣＰＵ 时间的比较

实例 函数
整数位宽 ／ ｂｉｔｓ

真实 简单 切比 ＮＡＡ

ＣＰＵ 执行时间 ／ ｍｓ

简单 切比 ＮＡＡ

１ Ｙ ２ ２ ２ ２ ０􀆰 ３０１ ４７􀆰 ５４９ ０􀆰 ３３７

Ｂ０ ２ ２ ２ ２

Ｂ１ ２ ２ ２ ２
２

Ｂ２ ２ ２ ２ ２
０􀆰 ６２５ ７９􀆰 １２１ ０􀆰 ６５７

Ｂ３ ２ ２ ２ ２

ｆ１ １５ １５ １５ １５ １􀆰 ２７３ ６８􀆰 ７５６ １􀆰 ３４６

ｆ２ １８ １９ １８ １８ ０􀆰 ９０４ １０４􀆰 ４８９ ０􀆰 ８５９

ｆ３ ８ １０ ９ ８ ０􀆰 ３５６ ４６􀆰 ３０５ ０􀆰 ４５７

３
ｆ４ １１ １２ １１ １１ ０􀆰 ８８３ ５８􀆰 ６１１ １􀆰 １０７

ｆ５ １５ １５ １５ １５ ０􀆰 ２７９ ４１􀆰 ６８６ ０􀆰 ２９８

ｆ６ ２１ ２２ ２１ ２１ ０􀆰 ４９８ ４９􀆰 ８４５ ０􀆰 ５４５

ｆ７ ２１ ２９ ２８ ２８ １􀆰 ４３７ １２８􀆰 ８６０ ２􀆰 ００４

ｆ８ ４０ ４０ ４０ ４０ ０􀆰 ８７３ ８５􀆰 １１２ ０􀆰 ８３５

４　 结　 论

１）利用一个仿射形式近似的表示乘法运算的

结果，并利用额外噪声项来表示近似产生的误差．
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２）把近似产生的误差分成两部分，分别用两

个噪声来表示，能得到更精确的近似误差的范围．
３）与以往的范围分析的改进方法相比，新方法

在不增加计算复杂度的前提下的，更准确的估计变

量的范围．实例分析显示 ＮＡＡ 的分析范围的准确

程度和切比雪夫近似法的准确程度接近，比简单估

计法更准确．而且，它的计算复杂度和简单估计法

的一样，都是 Ｏ（Ｍ１），比切比雪夫近似法的小．
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