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含摩擦的双电机伺服系统快速终端滑模控制

赵　 威， 任雪梅

（北京理工大学 自动化学院， １０００８１ 北京）

摘　 要： 针对含 ＬｕＧｒｅ 稳态摩擦力的双电机伺服系统，通过引入含速度项的指数函数，提出一种连续可微的 ＬｕＧｒｅ 稳态

摩擦模型，解决了原有模型不可微的缺点，该模型能够有效刻画 Ｓｔｒｉｂｅｃｋ 现象、库伦摩擦、粘滞摩擦等多种摩擦特征；为
了进一步解决系统的同步和跟踪问题，基于该连续可微摩擦模型，引入表征同步率的可变系数设计了可变系数的快速终

端滑模控制器，并运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法证明了在给定控制律下，系统能够实现先同步控制后跟踪控制．仿真结果表明提出

的控制方法具有快速收敛速度和高跟踪精度．
关键词： 双电机伺服系统；快速终端滑模；连续 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型；跟踪控制；同步控制
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　 　 随着控制精度要求以及控制过程复杂性的提

高，多电机系统控制算法的设计日益复杂．由于存

在摩擦等非线性因素的影响，如何设计控制器保

证电机的高精度跟踪和同步控制已经成为一个热

点问题．

摩擦是伺服系统中普遍存在的一种非线性现

象，它对系统产生许多负面影响，影响了闭环系统

的性能，尤其在低速运行时更明显．由于 ＬｕＧｒｅ 模

型能够很好地描述复杂摩擦现象，许多学者致力于

ＬｕＧｒｅ 摩擦的建模和补偿控制研究．Ｍｕｖｅｎｇｅｉ 等［１］

和 Ｗａｎｇ 等［２］分别研究 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型的建模以

及参数识别方法．在摩擦补偿方面，文献［３－４］提出

了基于观测器的摩擦补偿算法，并证实了观测器

可以消除摩擦的影响并能有效改善控制精度．向
红标等［５］采用基于 ＬｕＧｒｅ 模型的 Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ 方

法设计自适应摩擦补偿控制器．本文在此基础上，
提出一种连续可微的摩擦模型代替 ＬｕＧｒｅ 稳态摩



擦，来解决原模型不可微的缺点．
此外，由于控制精度要求的不断提高，电机的

快速高精度控制也成为许多学者关注的热点．
Ｗａｎｇ 等［６］设计了基于零相位误差跟踪控制器，
提高电机系统的鲁棒性能以及频率响应性能．Ｌｉｕ
等［７］基于误差反向传播神经网络提出主动扰动

抑制控制算法，提高了系统性能．Ｚｈａｎｇ 等［８］ 提出

一种方法实现多个电机速度同步并保证电机同步

速度在一个可控的范围．文献［９－１０］分别将 Ｈ∞

理论以及 ＢＰ 神经网络与滑模控制方法结合设计

控制器，从而保证快速跟踪性．以上文献只单独考

虑跟踪或同步问题，而这两个问题同等重要．因
此，本文设计可变系数的快速终端滑模控制器，来
达到先同步后跟踪的控制目的．

考虑含有 ＬｕＧｒｅ 稳态摩擦的双电机伺服系

统，提出连续可微 ＬｕＧｒｅ 稳态摩擦模型，并考虑滑

模控制高精度和鲁棒性的特点，在原有滑模控制

基础上引入表征同步率的可变系数，提出了一种

基于可变系数的快速终端滑模控制策略，从而达

到快速同步和高精确跟踪的控制目的．

１　 模型构建

考虑双电机伺服系统模型如下：

　
Ｊθ̈ｉ ＋ ｆｉ（ θ̇ｉ） ＝ ｕｉ（ ｔ） － τｉ（ ｔ） － （ － １） ｉω ，

Ｊｍ θ̈ｍ ＋ ｆｍ（ θ̇ｍ） ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
τｉ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

式中： θｉ（ ｉ ＝ １，２） 和 θｍ 分别表示电机和负载的转

角；θ̇ｉ（ ｉ ＝ １，２） 和 θ̇ｍ 分别表示电机和负载的转速；
Ｊ表示电机的转动惯量； Ｊｍ 表示负载的转动惯量；
ｕｉ 是系统输入转矩；ω是偏置力矩； τｉ 代表电机和

负载之间传输力矩； ｆｉ 和 ｆｍ 分别表示与电机转速

和负载转速有关的 ＬｕＧｒｅ 稳态摩擦力矩．
为了解决原有 ＬｕＧｒｅ 稳态摩擦模型不连续且

不可微缺点对控制器设计造成的不便，用连续可

微函数式（２）代替原有摩擦项：
Ｆ（ｖ） ＝ ΛＦｃ}

Ａ

＋ Λ（Ｆｓ － Ｆｃ）ｅ
－（ｖ ／ ｖｃ） ２

üþ ýï ï ï ï ï ï

Ｂ

＋ Ｆｖｖ}

Ｃ

　 ．（２）

式中： ｖ代表转速，Λ ＝ ２ ／ （１ ＋ ｅ －γｖ） － １，γ ＞ ０，且
γ 的大小影响到 Ｆ（ｖ） 与 ＬｕＧｒｅ 稳态摩擦模型间

的拟合误差， γ 的取值越大，拟合精度就越高，如
图 １ 所示，该连续可微模型能够有效刻画库伦摩

擦（Ａ 项）、Ｓｔｒｉｂｅｃｋ 现象（Ｂ 项）以及粘滞摩擦（Ｃ
项）的摩擦特征．

将所提出的连续可微函数式（２）代入伺服系

统模型（１）中可得新的系统模型为

Ｊθ̈ｉ ＋ Ｆ ｉ（ θ̇ｉ） ＝ ｕｉ（ ｔ） － τｉ（ ｔ） － （ － １） ｉω，

Ｊｍ θ̈ｍ ＋ Ｆｍ（ θ̇ｍ） ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
τｉ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

其中：
Ｆｍ ＝ （２ ／ （１ ＋ ｅ －γθ̇ｍ） － １）（Ｆｃｍ ＋ （Ｆｓｍ －

Ｆｃｍ）ｅ
－（ θ̇ｍ ／ ｖｃｍ） ２） ＋ Ｆｖｍ θ̇ｍ，

Ｆ ｉ ＝ （２ ／ （１ ＋ ｅ －γθ̇ｉ） － １）（Ｆｃ ＋ （Ｆｓ －

Ｆｃ）ｅ
－（ θ̇ｉ ／ ｖｃ） ２） ＋ Ｆｖ θ̇ｉ ．
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图 １　 连续 ＬｕＧｒｅ 稳态模型

　 　 基于系统模型（３），假设系统传动比是 １，且
齿隙为 ２α．因为齿隙具有非线性特性，所以传输

力矩 τｉ（ ｔ） 可表示为

τｉ（ ｔ） ＝ ｋｆ（ ｚｉ（ ｔ）） ＋ ｃｆ（ ｚ̇ｉ（ ｔ）） ． （４）

式中 ｋ和 ｃ分别表示扭矩系数和阻尼系数，并且死

区函数 ｆ（ ｚｉ（ ｔ）） 定义为

ｆ（ ｚｉ（ ｔ）） ＝
ｚｉ（ ｔ） ＋ α，　 　 ｚｉ（ ｔ） ≤－ α；
０，　 　 － α ＜ ｚｉ（ ｔ） ＜ α；
ｚｉ（ ｔ） － α，　 　 ｚｉ（ ｔ） ≥ α ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

　 　 其中 ｚｉ（ ｔ） ＝ θｉ（ ｔ） － θｍ（ ｔ） ．
由于死区的非线性不利于设计控制器，因此

我们运用如下的光滑、连续、可微的函数来代替死

区函数

ｆ（ ｚｉ（ ｔ）） ＝ ｚｉ（ ｔ） － α
２

１ ＋ ｅ －ｒｚｉ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６）

　 　 那么，传输力矩 τｉ（ ｔ） 可改写为

　 τｉ（ ｔ） ＝ ｋ ｚｉ（ ｔ） － α
２

１ ＋ ｅ －ｒｚｉ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃｚ̇ｉ（ ｔ） (１ － ２α ｅ －ｒｚｉ

（１ ＋ ｅ －ｒｚｉ） ２ )
　
． （７）

其中 ｒ ＞ ０ ．
为了便于设计控制器，选择 ｘ１，ｘ２，ｘ３ｉ，ｘ４ｉ 为状

态变量
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ｘ１ ＝ θｍ，

ｘ２ ＝ θ̇ｍ，

ｘ３ｉ ＝ ｚｉ（ ｔ） － α
２

１ ＋ ｅ －ｒｚｉ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｘ４ｉ ＝ ｚ̇ｉ（ ｔ） (１ － ２α ｅ －ｒｚｉ

（１ ＋ ｅ －ｒｚｉ） ２ ) ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（８）

并且 τｉ（ ｔ） ＝ ｋｘ３ｉ ＋ ｃｘ４ｉ ．
于是，状态方程可表示为

ｘ̇１ ＝ ｘ２，　 ｙ ＝ ｘ１；

ｘ̇２ ＝ ａ１∑
２

ｉ ＝ １
τｉ（ ｔ） － ａ１Ｆｍ；

ｘ̇３ｉ ＝ ｘ４ｉ；

ｘ̇４ｉ ＝ ａ２（ｕｉ（ ｔ） － τｉ（ ｔ） － （ － １） ｉω － Ｆ ｉ）ρｉ －

　 　 ａ１ρｉ∑
２

ｉ ＝ １
τｉ（ ｔ） ＋ ａ１Ｆｍρｉ ＋ ２ｚ̇２ｉ ｒ２αεｉ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（９）

式中： ａ１ ＝ １
Ｊｍ

，　 ａ２ ＝ １
Ｊ
，　 εｉ ＝

ｅ －ｒｚｉ（１ － ｅ －ｒｚｉ）
（１ ＋ ｅ －ｒｚｉ） ３ ，

ρｉ ＝ １ － ２α ｅ －ｒｚｉ

（１ ＋ ｅ －ｒｚｉ） ２ ．

本文主要目的是设计相应的快速终端滑模控

制器，使系统输出精确跟踪参考信号并完成 ２ 电

机之间的同步控制．下面，我们对这个方面进行详

细介绍．

２　 控制器设计

为了确保系统输出能够精确跟踪参考信号，
研究跟踪误差 ｅ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ） － ｙｄ（ ｔ） 的稳态性能．通
过简单的推导，可得下列等式

ｅ̇ ＝ ｘ２ － ｙ̇ｄ， （１０）

ｅ̈ ＝ ｘ̇２ － ｙ̈ｄ ＝ ａ１∑
２

ｉ ＝ １
τｉ（ ｔ） － ａ１Ｆｍ － ｙ̈ｄ， （１１）

ｅ ＝ ｘ̈２ － ｙｄ ＝ ａ１∑
２

ｉ ＝ １
［ｋｘ４ｉ ＋ ｃａ２（ｕｉ（ ｔ） － τｉ（ ｔ） －

（ － １） ｉω）ρｉ － ｃａ１ρｉ∑
２

ｉ ＝ １
τｉ（ ｔ） ＋

ｃ（ａ１Ｆｍ － ａ２Ｆ ｉ）ρｉ ＋ ２ｃｚ̇２ｉ ｒ２αεｉ －

ｙｄ ／ （２ａ１） － Ｆ̇ｍ ／ ２］ ． （１２）
定义快速终端滑模为

ｓ０ ＝ ｅ，

ｓ１ ＝ ｓ̇０ ＋ α０ｓ０ ＋ β０ｓｑ０ ／ ｐ００ ，

ｓ２ ＝ ｓ̇１ ＋ α１ｓ１ ＋ β１ｓｑ１ ／ ｐ１１ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１３）

式中： ｐｉ ＞ ｑｉ 是正奇数，而 αｉ ＞ ０，βｉ ＞ ０．
为了能够达到跟踪与同步控制的目的，本文

引入一个表征同步程度的可变系数，将原有滑模

控制分为两部分，即保证速度同步部分 ｕｓｉ 和不能

速度保证同步部分 ｕｔｉ ．
基于连续 ＬｕＧｒｅ 稳态摩擦模型，控制量 ｕｉ 可

表示为

ｕｉ ＝ ｕｓｉ ＋ ψｕｔｉ 　 ． （１４）
式中：

ｕｓｉ ＝
１

ａ２ｃρｉ
［ｈ１（ｘ３ ｉ，ｘ４ ｉ） － ｃ（ａ１Ｆｍ － ａ２Ｆｉ）ρｉ］， （１５）

　 ｕｔｉ ＝
１

ａ２ｃρｉ
［ｙｄ（ ｔ） ／ （２ａ１） － ２ｃｚ̇２ｉ ｒ２αεｉ －

ｈ２（ ｓ０，ｓ̇０，ｓ̈０，ｓ１，ｓ̇１） － ｂｓ２ ＋ Ｆ̇ｍ ／ ２］， （１６）

ψ ＝ １
ｅη｜ ｚ̇

１
－ｚ̇

２
｜ ． （１７）

　 　 这里，ｂ ＞ ０，并且 η是一个足够大的正常数，
而 ｈ１（ｘ３ｉ，ｘ４ｉ） 为系统的状态反馈项，ｈ１（ｘ３ｉ，ｘ４ｉ） ＝
ａ２ｃρｉτｉ（ｔ） ＋ ａ２ｃρｉ（ － １） ｉω ＋ ｃａ１ρｉ（τ１（ｔ） ＋ τ２（ｔ）） －
ｋｘ４ｉ，ｈ２（ ｓ０，ｓ̇０，ｓ̈０，ｓ１，ｓ̇１） 为滑模项，且 ｈ２（ ｓ０，ｓ̇０，ｓ̈０，
ｓ１，ｓ̇１） ＝ α０ ｓ̈０ ／ （２ａ１） ＋ （β０ｓｑ０ ／ ｐ００ ） ″ ／ （２ａ１） ＋
（β１ｓｑ１ ／ ｐ１１ ） ′ ／ （２ａ１） ＋ α１ ｓ̇１ ／ （２ａ１） ．

可变系数 ψ 反映两电机转速的同步程度，当
两电机转速差较大时，ψ 变小，保证速度同步部分

的控制量 ｕｓｉ 起主要作用，两电机逐渐达到同步状

态；当转速差较小时，ψ趋近于 １，控制量变为原有

的滑模跟踪控制，从而完成跟踪目的，因此选择合

理的 η，能够保证系统达到先同步后跟踪的目的．
以下，将对整个系统的稳定性进行分析．
定理 １ 　 考虑状态方程 （ ９），控制率由式

（１４） ～ （１７）给出，那么两电机的转速将会达到同

步，并且跟踪误差 ｅ 一致收敛．
证明　 通过两个步骤对整体的稳定性进行证

明，即两电机同步稳定性和输出跟踪稳定性．
首先，选择以下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数证明两电机同

步稳定性，

Ｖ１ ＝ １
２
（ ｚ̇１ － ｚ̇２） ２ ＝ １

２
（ θ̇１ － θ̇２） ２ ． （１８）

　 　 对式（１８）进行求导，并将式（３）代入可得

Ｖ̇１ ＝ （ θ̇１ － θ̇２）（ θ̈１ － θ̈２） ＝ ａ２（ θ̇１ － θ̇２）［ｕ１ －
ｕ２ － （τ１ － τ２） ＋ ２ω － （Ｆ１ － Ｆ２）］． （１９）

　 　 将式（１４）代入式（１９），又因为 ｘ４ｉ ＝ ｚ̇ｉρｉ，可得

Ｖ̇１ ＝ － ｋ
ａ２ｃ

（θ̇１ － θ̇２）２ ＋ ａ２（θ̇１ － θ̇２）
１

ｅη｜ ｚ̇１－ｚ̇２｜
［ｕｔ１ － ｕｔ２］．

（２０）
　 　 当 θ̇１ ＝ θ̇２，Ｖ̇１ ＝ ０ 显然成立；而当 θ̇１ ≠ θ̇２ 时，

若使 Ｖ̇１ ＜ ０，则可以转化为求解 η 满足式（２１）

ｅη｜ ｚ
·
１－ ｚ

·
２｜ ≥ δ

ｚ
·

１ － ｚ
·

２

ａ２ｃ
Ｊｋ

． （２１）
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其中 δ ＝ ｕｔ１ － ｕｔ２ ．
对于任意初始条件下，当 δ ／ （ ｚ̇１ － ｚ̇２） ≤ ０ 时，

不等式（２１） 恒成立．考虑另一种情况，即 δ ／ （ ｚ̇１ －
ｚ̇２） ＞ ０，则由式（２１） 可得

η ≥

ｌｎ（
ａ２

２ｃ ｜ δ ｜

ｋ ｚ
·

１ － ｚ
·

２

）

ｚ
·

１ － ｚ
·

２

． （２２）

　 　 由于式（２２） 右端函数是有界函数，这里假设

该函数上界为 σ，那么当且仅当 η ≥ σ 时电机能

够达到同步．
下面选取另一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数证明跟踪误

差的稳定性．
Ｖ２ ＝ ０．５ｓ２２ 　 ． （２３）

　 　 上述证明可以看出两电机转速能够先达到

同步，即当 ｚ̇１ － ｚ̇２ →０，ｅη｜ ｚ̇１－ｚ̇２｜ ＝ １．因此，在这里控

制量可以简化为 ｕｉ ＝ ｕｓｉ ＋ ｕｔｉ ．
对式（２３）求导并将控制量代入得

　 Ｖ̇２ ＝ ｓ２ ｓ̇２ ＝ ｓ２［ｅ ＋ （β０ｓｑ０ ／ ｐ００ ） ″ ／ （２ａ１） ＋
α０ ｓ̈０ ／ （２ａ１） ＋ （β１ｓｑ１ ／ ｐ１１ ） ′ ／ （２ａ１） ＋
α１ ｓ̇１ ／ （２ａ１）］ ＝ － ２ａ１ｂｓ２２ ＜ ０． （２４）

由上述推导可得， 在控制率 ｕｉ 的作用下，
系统能够达到同步， 并且跟踪误差 ｅ 一致收敛．

３　 仿真研究

为了验证文中方法的有效性，将对系统的位

置跟 踪 和 速 度 同 步 进 行 仿 真 研 究． 仿 真 以

双电机伺服系统为研究对象，其系统参数如表 １
所示．

表 １　 双电机伺服系统参数

系统

参数

Ｊ ／

（ｋｇ·ｍ２）

Ｊｍ ／

（ｋｇ·ｍ２）

ｋ ／

（Ｎｍ·ｒａｄ－１）

ｃ ／

（Ｎｍ·ｒａｄ－１）

α ／
ｒａｄ

ω／
Ｎｍ

Ｆｓ ／

Ｎ

Ｆｃ ／

Ｎｍ

Ｆｖ ／

（（Ｎｍ·ｓ）·

ｒａｄ－１）

ｖｃ ／

（ｒａｄ·ｓ－１）

Ｆｓｍ ／

Ｎｍ

Ｆｃｍ ／

Ｎｍ

Ｆｖｍ ／

（（Ｎｍ·ｓ）·

ｒａｄ－１）

ｖｃｍ ／

（ｒａｄ·ｓ－１）

取值 ０．８１５ ０．０２８ ５６０ ０．１５ ０．３ ５０ ２．４ ０．８ ０．８ ０．１５ ２．６ ０．９ ０．９ ０．２

　 　 仿真中，选取 ｙｄ ＝ ２ｓｉｎ（２ ／ ５πｔ） 为跟踪信号，
应用式（１４） ～ （１７） 所给出的控制率对系统进行

控制．设计参数选择如下：α０ ＝ ４６，α１ ＝ ５６，β０ ＝
１０，β１ ＝ ６５，ｐ０ ＝ １１，ｑ０ ＝ ９，ｐ１ ＝ ９，ｑ１ ＝ ７，ｒ ＝ ８ ００５，
ｂ ＝ ３５０，其中可变系数 ψ 的参数选择为 η ＝ ３００．

位置跟踪和速度同步仿真结果如图 ２～５ 所示．
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图 ２　 位置跟踪结果
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图 ３　 位置跟踪误差

　 　 图 ２、３ 为跟踪控制的结果，图 ４、５ 给出了

同步控制的结果． 从仿真结果可以看出，文中

提出的方法具有很好的控制性能，即具有较快的

收敛速度和较小的误差，该方法既能保证两电机

快速达到同步，又能保证输出高精度跟踪参考

信号．
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图 ４　 两电机速度同步结果
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图 ５　 两电机速度同步误差
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４　 结　 语

本文考虑了含 ＬｕＧｒｅ 稳态摩擦项的双电机伺

服系统同步和跟踪控制问题．建立连续 ＬｕＧｒｅ 稳

态摩擦模型，解决原模型不可微分的缺点，该连续

模型可以有效刻画库伦摩擦、粘滞摩擦、Ｓｔｒｉｂｅｃｋ
现象等多种摩擦特征．基于该模型提出了含有可

变系数的快速终端滑模控制器，该方法既能保证

电机快速达到同步，又能完成高精度的跟踪．仿真

结果表明了文中所提方法具有很好的性能．
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