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摘　 要： 为了解复杂应力状态下混凝土动态强度变化规律，提出了一个考虑应变率效应的八面体应力空间的多轴静动

破坏准则．该准则的空间破坏包络曲面采用二次函数形式，在偏平面上的破坏包络线采用 Ｗｉｌｌａｍ－Ｗａｒｎｋｅ 模型在偏平面

上的椭圆曲线，使用特征应力点法对拉压子午线方程进行修正以考虑偏平面上罗德角对动态强度的影响．通过对大量混

凝土多轴静动强度试验成果的分析，表明此强度准则与已有的试验结果吻合较好，能很好地反映平面应力或三轴应力状

态下普通混凝土的静动强度变化规律，并且形式简单，便于实际应用．
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　 　 随着混凝土结构应用领域的不断扩展，出现了

许多形式多样、受力情况复杂的大型混凝土结构，
如预应力混凝土压力容器、混凝土重力坝及拱坝、
大型海洋采油平台、大型地下工程混凝土衬砌以及

巨型框架结构节点核心区等．在这些大型混凝土结

构内部，混凝土材料大都处在双向或三向的复杂应

力状态．在地震作用下这些结构的内力更为复杂，
还需要考虑应变率效应的影响，这些情况下若依然

使用单轴拉、压、剪强度理论对工程进行设计和验

算，可能会给大型结构的建设和使用带来危险．通
过对混凝土单轴动态力学能的研究，发现混凝土材

料具有率敏感性［１－３］，即随着应变率的增加，混凝

土的动力强度增高，非线性程度随之增加．研究复

杂应力状态下混凝土的动态性能更符合工程实际

情况，如何反映出在多轴应力组合条件下，混凝土



动态强度的变化规律是一个亟待解决的课题．
目前针对单轴动态试验和动态强度准则的研

究较多，但由于混凝土多轴破坏准则为非线性，如
再考虑应变率的影响，将使其更加复杂化，因此迄

今为止，混凝土在多轴应力状态下的动态特性研

究还比较少［４－７］，且所得的试验结果离散性较大，
只获得了一些定性规律，未见到系统的多轴动态

强度准则研究．本文系统分析了混凝土多轴静动

态强度变化规律， 建立了一个考虑应变率效应的

八面体应力空间的多轴静动破坏准则．

１　 破坏面方程

三向受力状态下混凝土强度，可用 ３ 个主应

力为坐标的空间破坏包络曲面表示，如图 １ 所示，
根据文献［８－９］的总结，它沿着子午面可以用一

个二次方程或一个幂函数来表示．这里在八面体

应力空间采用如下形式的极限强度包络面方程：

Ｆ（σｉｊ） ＝
τ０

ρ（θ）
＋ Ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

－ Ｂσ０ － Ｃ ＝ ０ ， （１）

τ０ ＝
τｏｃｔ

ｆｃ
＝

（σ１ － σ２）２ ＋ （σ２ － σ３）２ ＋ （σ３ － σ１）２

３ｆｃ
，

（２）

σ０ ＝
σｏｃｔ

ｆｃ
＝
σ１ ＋ σ２ ＋ σ３

３ｆｃ
． （３）

式中： σｏｃｔ 和 τｏｃｔ 分别是八面体空间的正应力和剪

应力； ｉ ＝ １ ～ ３表示沿各坐标轴方向的主应力；Ａ，
Ｂ，Ｃ 是待定参数，可用单轴受拉强度（θ ＝ ０°）、单
轴受压强度（θ ＝ ６０°） 以及双轴等压强度（θ ＝ ０°）
等特征应力点来确定．

σ1

σ3

σ2

σoct

图 １　 混凝土材料在主应力空间的破坏面

　 　 极坐标函数 ρ（θ） 决定了极限强度包络面在

偏平面上的投影形式，它可以采用 Ｗｉｌｌａｍ⁃Ｗａｒｎｋｅ
所建议的椭圆曲线方程［１０］来表示：

ρ（θ） ＝
（２ρｃ（ρ２

ｃ － ρ２
ｔ ）ｃｏｓ θ ＋ ρｃ（２ρｔ － ρｃ） ４（ρ２

ｃ － ρ２
ｔ ）ｃｏｓ２ θ ＋ ５ρ２

ｔ － ４ρｔρｃ ）
４（ρ２

ｃ － ρ２
ｔ ）ｃｏｓ２ θ ＋ （２ρｔ － ρｃ） ２ ． （４）

式中：ρｔ，ρｃ分别为拉伸和压缩子午线的极半径；上
式当 ρｔ ／ ρｃ ＝ ０􀆰 ５ → １􀆰 ０ 时， 偏平面包络线由三角

形逐渐过渡为椭圆曲线最终变成圆形，另外

Ｗｉｌｌａｍ 和 Ｗａｒｎｋｅ 提出的椭圆曲线能够满足偏平

面上的破坏包络线对称、光滑和外凸的特征要求，
这些都恰好是混凝土在偏平面上的破坏包络线的

变化规律，见图 ２．
σ1

σ3σ2

图 ２　 偏平面上的极限强度包络线

　 　 拉子午线 ρｔ（θ ＝ ０°） 上的特征应力点有单轴

拉、双轴等压等，压子午线 ρｃ（θ ＝ ６０°） 上的特征

应力点有单轴压、双轴等拉等，二者与静水压力轴

仅有一个交点， 即三轴等拉点．极限强度破坏面

方程（１） 有 ３个待定参数，即只需要 ３个特征应力

点就可以确定极限强度面的表达式．在静态应力

条件下，当已知某一点的应力状态为（σ１、σ２、σ３）
时，可以根据下面的公式将其转化为八面体应力

空间的正应力、剪应力以及罗德角，然后代入式

（１） 即可判断是否达到极限状态．

σｏｃｔ ＝
σ１ ＋ σ２ ＋ σ３

３
， （５）

τｏｃｔ ＝
（σ１ － σ２） ２ ＋ （σ２ － σ３） ２ ＋ （σ３ － σ１） ２

３
，

（６）

ｃｏｓ θ ＝
２σ１ － σ２ － σ３

３ ２ τｏｃｔ

． （７）

　 　 将大连理工大学近几年进行的有关混凝土在

多轴应力条件下的强度试验结果（包括三向受拉

的试验结果） ［１１］ 绘在拉压子午面及偏平面上，见
图 ３、４，发现该强度准则与静态多轴强度试验值

符合较好，适用于平面应力、三向受压、三向拉压

乃至三向受拉等多种应力状态，且计算简单，便于

工程设计和非线性分析应用．
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　 　 图 ３　 建议破坏准则与混凝土三轴静态试验数据

在子午面上的比较
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　 　 图 ４　 建议破坏准则与混凝土静态三轴试验数据

在偏平面上的比较

２　 动态破坏面方程的确定

混凝土结构在其工作过程中，除承受多轴静荷

载作用外，还承受动荷载作用（如地震作用），且动、
静态力学性能之间差异显著，而当前混凝土结构的

抗震安全评价中，仅将混凝土静态力学参数提高一

个百分比作为动力学参数进行结构抗震安全评价

显然不够．因此对混凝土开展多轴应力条件下动态

力学特性试验具有极为重要的意义．为了深入了解

混凝土的应变速率敏感性对工程结构抗震设计的

意义，大连理工大学林皋、闫东明团队以及宋玉普

团队分别通过试验研究了混凝土在双向加载以及

三向加载条件下的率敏感特性［１２－１３］ ．本文基于这些

试验数据，确定出普适于混凝土的多轴动态强度准

则的材料参数值，需要说明的是，本文研究的应变

率范围为 １０－６ ／ ｓ～１ ／ ｓ，主要考虑了地震作用下的加

载速率范围．在这样的加载速率范围内，混凝土材

料仍是稳定材料，其应力空间内的破坏面依然具有

光滑、外凸的形式，并且其偏平面沿着静水压力轴

从近似三角形向近似圆形截面过渡．为了建立混凝

土的动态强度准则，进行下面一些约定：
１）混凝土强度关系系数定义约定

φｃ ＝
ｆｃ
ｆｃ
，φｔ ＝

ｆｔ
ｆｃ
，φｃｃ ＝

ｆｃｃ
ｆｃ

； （８）

φｄ
ｃ ＝

ｆｄｃ
ｆｃ
，φｄ

ｔ ＝
ｆｄｔ
ｆｃ
，φｄ

ｃｃ ＝
ｆｄｃｃ
ｆｃ
． （９）

式中： ｆｃ、ｆｔ、ｆｃｃ 分别是静态加载速率下，得到的静

态单轴抗压强度、单轴抗拉强度和双轴等压强度；
ｆｄｃ、ｆｄｔ 、ｆｄｃｃ分别是在动态加载速率下，由试验得出的

动态单轴抗压强度、单轴抗拉强度、双轴等压强

度，以上数据均可以从试验中得出．
２）混凝土的动态强度放大系数定义约定

ψｄ
ｃ ＝

ｆｄｃ
ｆｃ
，ψｄ

ｔ ＝
ｆｄｔ
ｆｔ
，ψｄ

ｃｃ ＝
ｆｄｃｃ
ｆｃｃ
． （１０）

式中：ψｄ
ｃ 、ψｄ

ｔ 、ψｄ
ｃｃ分别是混凝土在单轴压、单轴拉

和双轴等压应力状态下的动态强度放大系数．
３）φｄ

ｉｊ和 ψｄ
ｉｊ之间的关系为

φｄ
ｉｊ ＝ ψｄ

ｉｊ φｉｊ ． （１１）
　 　 ４） 拉伸和压缩子午线的极半径 ρｔ、ρｃ 可以通

过 Ｗｉｌｌｉａｍ⁃Ｗａｒｎｋｅ 提供的拉、压子午线方程得到，
分别取 θ ＝ ０ 和 θ ＝ π ／ ３， 得出下列表达式：

ρｔ ＝
６
５

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２ φｃｃφｔ

２φｃｃ ＋ φｔ
， （１２）

ρｃ ＝
６
５

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２ φｃｃφｔ

３φｃｃφｔ ＋ φｃｃ － φｔ
． （１３）

　 　 ５） 根据以上约定和推导，混凝土在单轴受

压、单轴受拉、双轴等压应力状态下的强度表达可

以汇总到表 １，利用表 １ 所列的 ３ 种应力状态可得

出 Ａ、Ｂ、Ｃ 的具体表达式（１４） ～ （１６） ．

Ａ ＝
Ｂ（ｂ１ ＋ ｂ２） － ａ２

１ ＋ ａ２
２

２（ａ１ － ａ２）
， （１４）

Ｂ ＝
ａ２１ ａ２ －ａ２１ ａ３ ＋ａ２２ ａ３ －ａ２２ ａ１ ＋ａ２３ ａ１ －ａ２３ ａ２
ｂ１ａ２ －ｂ１ａ３ ＋ｂ２ａ３ ＋ｂ２ａ１ －ｂ３ａ１ ＋ｂ３ａ２

，（１５）
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Ｃ ＝ （ａ１ ＋ Ａ） ２ － Ｂｂ１ ． （１６）

其 中：ａ１ ＝ ψｄ
ｔ ／ ３，ｂ１ ＝ ２ψｄ

ｔ ／ ３，ａ２ ＝ ψｄ
ｃ ／ ３，

ｂ２ ＝ ２ψｄ
ｃ ／ ３λ，ａ３ ＝ ψｄ

ｃｃ ／ ３，ｂ３ ＝ ２ψｄ
ｃｃ ／ ３．

表 １　 破坏面的特征应力点

应力状态 σ０ τ０ θ ρ（θ）

σ１ ＝ ψｄ
ｔ ，σ２ ＝ σ３ ＝ ０

φｄ
ｔ

３
２
３
φｄ
ｔ ０ ρｔ

σ１ ＝ σ２ ＝ ０，σ３ ＝ － ψｄ
ｃ

φｄ
ｃ

３
２
３
φｄ
ｃ π ／ ３ ρｃ

σ１ ＝ ０，σ２ ＝ σ３ ＝ － ψｄ
ｃｃ － ２

３
φｄ
ｃｃ

２
３
φｄ
ｃｃ ０ ρｔ

　 　 混凝土静态强度关系系数根据混凝土材料常

规试验得出，对于普通混凝土有

φｃ ＝ １􀆰 ０，φｔ ＝ ０􀆰 １２５，φｃｃ ＝ １􀆰 １６．

３　 试验验证

３􀆰 １　 试验概况

试验主要在大连理工大学海岸和近海工程国

家重点实验室的大型静、动三轴电液伺服试验系

统上进行．试件采用的规格为 １００ ｍｍ×１００ ｍｍ×
１００ ｍｍ 立方体试件，混凝土强度等级分别为 Ｃ２０
和 Ｃ３０ 两种．试验中加载应变率的量级分别为

１０－５ ／ ｓ（设定为静态加载速率）、１０－４ ／ ｓ、１０－３ ／ ｓ 和

１０－２ ／ ｓ，加载路径主要有以下几种：
１）定侧压下的变速率受压试验和定侧压下

的变速率劈拉试验［７，１３］：一个方向加载至预设的

侧应力值，并保持恒定；另一方向以设定的不同加

载速率施加竖向荷载，直至试件破坏． 侧应力加载

量级分别为 ０，０􀆰 ２５ｆｃ，０􀆰 ５ｆｃ和 ０􀆰 ７５ｆｃ ．
２）双轴比例加载试验［１２－１３］：两个方向按照预

设的比例以设定的不同加载速率施加双轴荷载，
直至试件破坏．选取 ５ 种应力比分别为 １ ∶ ０、
１ ∶ ０􀆰 ２５、１ ∶ ０􀆰 ５、１ ∶ ０􀆰 ７５ 和 １ ∶ １．

３） 三轴恒侧压加载试验［６，１２］：试件两个侧面

（Ｘ，Ｙ 方向） 加载至预设的侧应力值，并保持恒

定；Ｚ 方向以设定的不同加载速率施加竖向荷载，
直至试件破坏．其中 Ｃ３０ 混凝土侧应力加载量级

分别为 ０、８、１６ 和 ２４ ＭＰａ，主加载面上加载速率

量级分别为 １０－５ ／ ｓ （设定为静态加载速率）、
１０－４ ／ ｓ、１０－３ ／ ｓ 和 １０－２ ／ ｓ．对于 Ｃ２０ 混凝土侧应力

加载量级分别为 ０、４、８、１２ 和 １６ ＭＰａ，主加载面

上加载速率量级分别为 １０－５ ／ ｓ（设定为静态加载

速率）、１０－４ ／ ｓ 和 １０－３ ／ ｓ．
４） 三轴比例加载试验［６，１２］：３ 个方向按照预设

的比例以设定的不同加载速率施加三轴荷载，直至

试件破坏．选取 ４ 种应力比分别为１ ∶ ０􀆰 ２５ ∶ ０􀆰 １、
１ ∶ ０􀆰 ５ ∶ ０􀆰 １、１ ∶ ０􀆰 ７５ ∶ １ 和１ ∶ １ ∶ ０􀆰 １．

强度试验结果在子午面上的图形见图 ５．从试

验数据可以看出：随着应变速率的增加，各种应力

组合下的混凝土强度均有提高的趋势，其提高的

幅度并不相同．
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图 ５　 八面体应力空间内破坏准则与试验结果的对比

３􀆰 ２　 确定动态强度准则的材料参数

对于中低强度混凝土在单轴压、单轴拉和双

轴等压应力状态下的动力强度增大系数，通过文

献［１２］试验数据得出：

ψｄ
ｃ ＝

ｆｄｃ
ｆｃ

＝ １ ＋ ０􀆰 ７１４ｌｏｇ（ε· ／ ε·ｓ）， （１７）

ψｄ
ｔ ＝

ｆｄｔ
ｆｔ

＝ １ ＋ ０􀆰 １３４ｌｏｇ（ε· ／ ε·ｓ）， （１８）

ψｄ
ｃｃ ＝

ｆｄｃｃ
ｆｃｃ

＝ １􀆰 ４２０ ＋ ０􀆰 １３６ｌｏｇ（ε· ／ ε·ｓ） ． （１９）

式中：ε̇表示应变率，变化范围是１０ －５ ／ ｓ ～ １０ －２ ／ ｓ；
ε̇ｓ 表示标准静态应变率，取 １０ －５ ／ ｓ．
３􀆰 ３　 验证三轴动态应力状态

与大连理工大学课题组混凝土多轴动态强度

试验数据［１２－１３］进行对比验证，见图 ５．在八面体应

力空间中，不同应变率下试验数据点与对应的拉

压子午线吻合较好，在相同的应变率下，比例加载

和定侧压加载两种加载路径下的试验数据基本分

布在相同的拉压子午线附近，由此可以认为，在本

文的加载速率范围和加载路径条件下，八面体静

动强度包络线与加载方式无关，只与破坏时的应

力状态相关．从图 ５ 还可以看出，随着应变速率的

增加，混凝土的八面体剪切破坏面逐渐向外推移，
但是推移的程度并不均衡：静水压力较低时破坏

面向外移动明显，静水压力较高时，随应变速率改

变而移动的趋势不十分明显；而随着应变率的减

小，考虑应变率效应的动态强度准则逐渐逼近于

静力强度准则．
３􀆰 ４　 验证双轴动态应力状态

三轴应力空间的破坏准则方程也可以表示为

平面应力状态下的双轴强度包络线，见图 ６、７．图
中双轴动态强度均被单轴静态强度正则化．图 ６
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中，在相同的应变率下，双轴比例加载和定侧压加

载所得的强度数据基本在相同的包络线附近，这
里又一次证明了在双轴应力条件下，极限强度包

络线与加载路径无关；图 ６ 还表明不同侧压下的

率效应是不相等的，在较低侧压力水平时强度增

强效应更明显．模型计算结果与试验结果非常接

近；在图 ７ 中，双轴拉压强度分别低于单轴抗拉强

度和单轴抗压强度，但随着应变率的提高，各种应

力组合下的动态拉压强度均有提高的趋势，这也

符合所观察到的试验现象．需要说明的是，图 ７ 中

使用的是在不同侧压力水平下混凝土立方体试件

的静动劈拉强度试验数据，试验难度比较大，试验

结果离散性也比较大，致使拉压区有效的动态试

验数据比较少，因此该强度准则在拉－压区的双

轴强度包络线变化规律有待试验的进一步验证．
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图 ６　 建议破坏准则与不同应变速率下混凝土双轴强度

试验数据的比较 （压压区）
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图 ７　 建议破坏准则与不同应变速率下混凝土双轴强度

试验数据的比较 （拉压区）

４　 结　 语

本文采用 Ｗｉｌｌａｍ⁃Ｗａｒｎｋｅ 模型在偏平面上的

椭圆曲线，在八面体应力空间建立了考虑应变率效

应的统一多轴静动强度准则，该强度准则符合混凝

土破坏曲面的一般特性，满足曲面连续、光滑、外凸

等要求，能系统、全面地反映不同混凝土材料的多

轴静态和动态强度变化规律，比如，能反映出荷载

比例不同时应变速率敏感性不相同的特点．所提

出的强度准则，与试验数据吻合度较好，可适用于

平面应力或三轴应力状态下中低强度的混凝土．并
且，强度准则的具体表达式只需通过几个特征试验

点就能得到，形式简单，便于实际应用．
当加载速率增大时，还有很多因素会影响混

凝土强度的增加，如湿度和温度等环境因素对混

凝土动态强度也会产生一定的影响，本文暂时未

考虑这些因素．对于不同湿度和温度下混凝土的

动态强度准则，则需要根据实际试验数据重新标

定参数．
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