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压电混合约束层阻尼梁结构的振动控制
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摘　 要： 为提高主被动混合压电网络的振动控制频带，结合主被动混合压电网络和被动约束层阻尼结构各自的优点，提
出了一种压电混合约束层阻尼结构用于悬臂梁结构的振动控制．利用复剪切模量模型描述粘弹性材料的力学特性，运用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和 Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ 法推导压电混合约束层阻尼悬臂梁结构的动力学模型．在此基础上，采用速度反馈控制策

略设计主动控制器，并对系统的开环和闭环特性进行数值分析．分析结果表明，与主被动混合压电网络相比，压电混合约

束层阻尼结构具有更显著的振动控制性能和更宽的振动控制频带．而且这种压电混合约束层阻尼结构可以很容易地推

广到对其他结构的振动控制．
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　 　 振动被动控制由于具有结构简单、可靠性高、
高频控制效果好、不需要外界能源等优点，已经在

许多领域得到了广泛应用［１－４］，特别是在可靠性

要求较高的场合，被动控制往往是首选［５］ ．但是被

动控制的低频控制效果不好，且对外界的不确定

性干扰没有很好的调节能力．而低频控制效果好、
对干扰的调节能力强恰恰是振动主动控制的优

点．如果在被动控制的基础上增加主动控制，不仅

不会影响控制系统的可靠性和稳定性，还能进一

步提高系统的整体控制性能以及抗干扰能力．因
此，研究和发展集可靠性和智能性于一体的主被

动混合振动控制技术是目前很活跃的研究课题．
主被动混合压电网络 （ ａｃｔｉｖｅ⁃ｐａｓｓｉｖｅ ｈｙｂｒｉｄ



ｐｉｅｚ⁃ｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎｅｔｗｏｒｋ， ＡＰＰＮ）是 Ａｇｎｅｓ Ｇ Ｓ［６］提出

的一种主被动混合振动控制技术．在 ＡＰＰＮ 中，压
电层既能够通过 ＲＬ 分流电路被动地耗散结构振

动能量，同时又能够通过控制电压主动地控制结

构振动，使得 ＡＰＰＮ 兼具主动控制和被动控制两

方面的优点，因此得到了国内外学者的广泛关

注［７－１１］ ．文献［１２］利用 ＡＰＰＮ 对环结构进行振动

控制，分析结果表明，ＡＰＰＮ 能够有效地抑制振动

和噪声．与主动控制相比，ＡＰＰＮ 只需较小的控制

力，即可获得更好的振动控制性能．文献［１３］在研

究 ＡＰＰＮ 时，考虑到压电材料具有高阶非线性和

迟滞特性，因此采用滑模控制理论设计鲁棒控制

器，以补偿系统的非线性和不确定性．
但是在 ＡＰＰＮ 中，ＲＬ 电路的减振机理与有阻

尼动力吸振器相同，所以 ＡＰＰＮ 不可避免地遗留

了有阻尼动力吸振器控制频带较窄的缺点．为了

解决这一问题，本文结合 ＡＰＰＮ 和被动约束层阻

尼结构各自的特点，提出了一种压电混合约束层

阻 尼 （ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｈｙｂｒｉｄ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｌａｙｅｒ
ｄａｍｐｉｎｇ， ＰＨＣＬＤ）结构，并以悬臂梁作为被控对

象，对该结构的振动控制性能进行了研究和探讨．
本文首先运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和 Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ 法

建立 ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的动力学模型，然后采

用速度反馈控制策略设计主动控制器，并通过分

析系统的开环和闭环特性来阐明 ＰＨＣＬＤ 结构所

具有的优越性．

１　 结构形式

ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的具体形式如图 １ 所示．
从图中可以看出，ＰＨＣＬＤ 结构就是在 ＡＰＰＮ 结构

的基础上增加了被动约束层阻尼结构．ＰＨＣＬＤ 悬

臂梁结构的变形几何关系如图 ２ 所示．
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图 １　 ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构示意

　 　 从图中可以得到如下关系式：
∂ｗ
∂ｘ

＝ γ ＋ ψ， （１）

ｕｖｅ ＝ ｕｓ ＋
１
２
ｈｓ

∂ｗ
∂ｘ

＋ １
２
ｈｖｅψ， （２）

ｕｅ ＝ ｕｓ ＋
ｈｓ ＋ ｈｅ

２
∂ｗ
∂ｘ

＋ ｈｖｅψ， （３）

ｕｐ ＝ ｕｓ －
ｈｓ ＋ ｈｐ

２
∂ｗ
∂ｘ

． （４）

式中：γ为粘弹性材料层的切应变；ｗ为悬臂梁、粘
弹性材料层、弹性约束层和压电层的横向位移；
ｕｓ、ｕｖｅ、ｕｅ、ｕｐ 分别为悬臂梁、粘弹性材料层、弹性

约束层、压电层的纵向位移；ｈｓ、ｈｖｅ、ｈｅ、ｈｐ 分别为

悬臂梁、粘弹性材料层、弹性约束层、压电层的厚

度．将式（１） 代入式（３），消去 ψ 得

γ ＝
ｕｓ － ｕｅ

ｈｖｅ

＋ １ ＋
ｈｓ ＋ ｈｅ

２ｈｖｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｗ
∂ｘ

． （５）

　 　 将式（３） 代入式（２），消去 ψ 得

ｕｖｅ ＝
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２
＋
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∂ｘ
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图 ２　 ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的变形几何关系

２　 基本假设

在建立 ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的动力学模型

前，首先进行如下假设和处理：
１）假设悬臂梁为 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 悬臂梁，因

此悬臂梁沿 ｘ 轴方向的正应力和正应变分别为

σｓ ＝ Ｅｓεｓ， （７）

εｓ ＝
∂ｕｓ

∂ｘ
－ ｚ ∂

２ｗ
∂ｘ２ ． （８）

式中 Ｅｓ 为悬臂梁的弹性模量．
２） 假设悬臂梁、粘弹性材料层、弹性约束层

和压电层具有相同的横向位移，均为 ｗ（ｘ，ｔ） ．
３）忽略悬臂梁、弹性约束层和压电层的结构

阻尼，结构中的被动阻尼均由粘弹性材料层提供，
并假设粘弹性材料的复模量为

Ｇ′ ＝ Ｇ（１ ＋ ｊη） ． （９）
式中 ｊ 为虚数单位，Ｇ和 η分别为粘弹性材料的存

储模量和损耗因子．
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４） 假设压电层的极化方向沿其厚度方向向

上（即沿坐标系 ｚ 轴正方向），且压电层的电场强

度表示为［１４］

Ｅ（ ｔ） ＝

－ ｖ（ ｔ）
ｈｐ

，
ｈｓ

２
≤ ｚ ≤

ｈｓ

２
＋ ｈｐ；

０， －
ｈｓ

２
－ ｈｖｅ － ｈｅ ≤ ｚ ＜

ｈｓ

２
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）
式中 ｖ（ ｔ） 为压电约束层上下表面的电压．

５）利用 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法，将悬臂梁的纵向位

移、横向位移以及弹性约束层的纵向位移分别表

示为

ｕｓ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Φｓｉ（ｘ）Ｊｓｉ（ ｔ） ＝ Φｓ（ｘ） ＴＪｓ（ ｔ），

（１１）

ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φｉ（ｘ） ｒｉ（ ｔ） ＝ φ（ｘ） Ｔｒ（ ｔ）， （１２）

ｕｅ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Φｅｉ（ｘ）Ｊｅｉ（ ｔ） ＝ Φｅ（ｘ） ＴＪｅ（ ｔ） ．

（１３）
式中：Φｓ（ｘ）、φ（ｘ）、Φｅ（ｘ） 为主振型函数，Ｊｓ（ ｔ）、
ｒ（ ｔ）、Ｊｅ（ ｔ） 为相应的广义坐标，上角标 Ｔ 表示向

量或矩阵的转置．由振动力学可知

Φｓｉ（ｘ） ＝ ｓｉｎ （２ｉ － １）π
２ｌｓ

ｘ， （１４）

φｉ（ｘ） ＝ ｃｏｓｈ λ ｉｘ － ｃｏｓ λ ｉｘ － 　 　 　 　 　 　 　 　

　
ｃｏｓｈ λ ｉ ｌｓ ＋ ｃｏｓ λ ｉ ｌｓ
ｓｉｎｈλ ｉ ｌｓ ＋ ｓｉｎ λ ｉ ｌｓ

× （ｓｉｎｈ λ ｉｘ － ｓｉｎ λ ｉｘ），

（１５）

Φｅｉ ＝ ｃｏｓ ｉπ
ｌｅ
ｘ． （１６）

式中： ｉ ＝ １，２，…，ｎ；ｌｓ、ｌｅ 分别为悬臂梁和弹性约

束层的长度，λ ｉ 则由下式确定：
ｃｏｓ λ ｉ ｌｓｃｏｓｈ λ ｉ ｌｓ ＝ － １． （１７）

３　 动力学建模

下面利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立 ＰＨＣＬＤ 悬臂梁

结构的动力学模型． Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理的广义形式

为［１５］

∫ｔ２
ｔ１
［δ（Ｔｋ － Ｕ ＋ Ｗｅ） ＋ δＷ］ｄｔ ＝ ０． （１８）

式中 Ｔｋ 为动能，Ｕ为势能，Ｗｅ 为电能，Ｗ为外力所

作的功．
３􀆰 １　 动能

ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的动能表示为

　 Ｔｋ ＝
１
２ ∫Ｖｓρ ｓ

∂ｕｓ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∂ｗ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄＶ ＋

１
２ ∫Ｖｖｅρ ｖｅ

∂ｕｖｅ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∂ｗ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄＶ ＋

１
２ ∫Ｖｅρ ｅ

∂ｕｅ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∂ｗ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄＶ ＋

１
２ ∫Ｖｐρ ｐ

∂ｕｐ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∂ｗ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄＶ． （１９）

式中：Ｖｓ、Ｖｖｅ、Ｖｅ、Ｖｐ 分别为悬臂梁、粘弹性材料层、
弹性约束层、压电层的体积；ρ ｓ、ρ ｖｅ、ρ ｅ、ρ ｐ 分别为

悬臂梁、粘弹性材料层、弹性约束层、压电层的密

度．将式（４）、（６） 代入式（１９），注意式中的横、纵
向位移应用式（１１） ～ （１３） 表示，整理得

　 Ｔｋ ＝
１
２
Ｊ̇ｓ（ ｔ） Ｔ［Ｍｓ１ ＋ Ｍｖｅ１ ＋ Ｍｐ１］ Ｊ̇ｓ（ ｔ） ＋

１
２
ｒ̇（ ｔ） Ｔ［Ｍｓ２ ＋ Ｍｖｅ２ ＋ Ｍｖｅ３ ＋ Ｍｅ２ ＋ Ｍｐ２ ＋

Ｍｐ３］ ｒ̇（ ｔ） ＋ １
２
Ｊ̇ｅ（ ｔ） Ｔ［Ｍｖｅ４ ＋ Ｍｅ１］ Ｊ̇ｅ（ ｔ） ＋

１
２
Ｊ̇ｓ（ ｔ） Ｔ［Ｍｖｅ５ ＋ Ｍｐ４］ ｒ̇（ ｔ） ＋

１
２
ｒ̇（ ｔ） Ｔ［ＭＴ

ｖｅ５ ＋ ＭＴ
ｐ４］ Ｊ̇ｓ（ ｔ） ＋

１
２
Ｊ̇ｓ（ ｔ） ＴＭｖｅ６ Ｊ̇ｅ（ ｔ） ＋ １

２
Ｊ̇ｅ（ ｔ） ＴＭＴ

ｖｅ６ Ｊ̇ｓ（ ｔ） ＋

１
２
ｒ̇（ ｔ） ＴＭｖｅ７ Ｊ̇ｅ（ ｔ） ＋ １

２
Ｊ̇ｅ（ ｔ） ＴＭＴ

ｖｅ７ ｒ̇（ ｔ） ．

（２０）
式中各质量阵的表达式为

Ｍｓ１ ＝ ρｓｂｈｓ∫ｌ ｓ
０
Φｓ（ｘ）Φｓ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｓ２ ＝ ρｓｂｈｓ∫ｌ ｓ
０
φ（ｘ）φ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｖｅ１ ＝
ρｖｅｂｈｖｅ

４ ∫ｌ ２
ｌ１
Φｓ（ｘ）Φｓ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｖｅ２ ＝ ρｖｅｂｈｖｅ∫ｌ ２
ｌ１
φ（ｘ）φ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｖｅ３ ＝
ρｖｅｂｈｖｅ

１６
（ｈｓ － ｈｅ） ２∫ｌ ２

ｌ１
φ′（ｘ）φ′（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｖｅ４ ＝
ρｖｅｂｈｖｅ

４ ∫ｌ ２
ｌ１
Φｅ（ｘ）Φｅ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｖｅ５ ＝
ρｖｅｂｈｖｅ

８
（ｈｓ － ｈｅ）∫ｌ ２

ｌ１
Φｓ（ｘ）φ′（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｖｅ６ ＝
ρｖｅｂｈｖｅ

４ ∫ｌ ２
ｌ１
Φｓ（ｘ）Φｅ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｖｅ７ ＝
ρｖｅｂｈｖｅ

８
（ｈｓ － ｈｅ）∫ｌ ２

ｌ１
φ′（ｘ）Φｅ（ｘ） Ｔｄｘ，
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Ｍｅ１ ＝ ρｅｂｈｅ∫ｌ ２
ｌ１
Φｅ（ｘ）Φｅ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｅ２ ＝ ρｅｂｈｅ∫ｌ ２
ｌ１
φ（ｘ）φ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｐ１ ＝ ρｐｂｈｐ∫ｌ ２
ｌ１
Φｓ（ｘ）Φｓ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｐ２ ＝ ρｐｂｈｐ∫ｌ ２
ｌ１
φ（ｘ）φ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｐ３ ＝
ρｐｂｈｐ

４
（ｈｓ ＋ ｈｐ） ２∫ｌ ２

ｌ１
φ′（ｘ）φ′（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｍｐ４ ＝ －
ρｐｂｈｐ

２
（ｈｓ ＋ ｈｐ）∫ｌ ２

ｌ１
Φｓ（ｘ）φ′（ｘ） Ｔｄｘ．

式中： ｌ１、ｌ２ 为粘弹性材料层（或弹性约束层，又或

压电层） 左、右两端到悬臂梁固定端的距离，ｂ 表

示悬臂梁、粘弹性材料层、弹性约束层、压电层的

厚度．
３􀆰 ２　 势能

ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的势能表示为

　 　 　 Ｕ ＝ １
２ ∫Ｖｓσ ｓε ｓｄＶ ＋ １

２ ∫ＶｖｅＧ′γ
２ｄＶ ＋

１
２ ∫Ｖｅσ ｅε ｅｄＶ ＋ １

２ ∫Ｖｐσ ｐε ｐｄＶ． （２１）

式中： σ ｅ 和 ε ｅ 分别为弹性约束层沿 ｘ轴方向的正

应力和正应变；σ ｐ 和 ε ｐ 分别为压电层沿 ｘ轴方向

的正应力和正应变．且弹性约束层的正应力和正

应变，以及压电层的正应变可以表示为

σｅ ＝ Ｅｅεｅ， （２２）

εｅ ＝
∂ｕｅ

∂ｘ
－ ｚ ∂

２ｗ
∂ｘ２ ， （２３）

εｐ ＝
∂ｕｐ

∂ｘ
－ ｚ ∂

２ｗ
∂ｘ２ ． （２４）

式中 Ｅｅ 为弹性约束层的弹性模量．
对于一维结构来说，压电材料的本构方程

为［１６］

σｐ ＝
１
ｓＥ
εｐ －

ｄ３１

ｓＥ
Ｅ ＝ Ｅｐεｐ － Ｅｐｄ３１Ｅ， （２５）

Ｄｐ ＝
ｄ３１

ｓＥ
εｐ ＋ ξεＥ ＝ Ｅｐｄ３１εｐ ＋ ξεＥ． （２６）

式中：ｓＥ 为电场强度为零或恒定时的弹性柔顺常

数；ｄ３１ 为压电应变常数；ξ ε 为应变为零或恒定时

的介电常数；Ｅｐ（ ＝ １ ／ ｓＥ） 为压电材料的弹性模量；
Ｄｐ 为电位移．将式（１０） 代入式（２５），再将式（５）、
（７）、（８）、（２２） ～ （２５） 代入式（２１），注意式中的

横、纵向位移应用式（１１） ～ （１３） 表示，整理得

　 Ｕ ＝ １
２
Ｊｓ（ ｔ） Ｔ［Ｋｓ１ ＋ Ｋｖｅ１ ＋ Ｋｐ１］Ｊｓ（ ｔ） ＋

１
２
ｒ（ ｔ） Ｔ［Ｋｓ２ ＋ Ｋｖｅ２ ＋ Ｋｅ２ ＋ Ｋｐ２ ＋

３Ｋｐ３］ｒ（ ｔ） ＋ １
２
Ｊｅ（ ｔ） Ｔ［Ｋｖｅ３ ＋ Ｋｅ１］Ｊｅ（ ｔ） ＋

１
２
Ｊｓ（ ｔ） Ｔ［Ｋｖｅ４ ＋ ２Ｋｐ４］ｒ（ ｔ） ＋

１
２
ｒ（ ｔ） Ｔ［ＫＴ

ｖｅ４ ＋ ２ＫＴ
ｐ４］Ｊｓ（ ｔ） ＋

１
２
Ｊｓ（ ｔ） ＴＫｖｅ５Ｊｅ（ ｔ） ＋ １

２
Ｊｅ（ ｔ） ＴＫＴ

ｖｅ５ Ｊｓ（ ｔ） ＋

１
２
ｒ（ ｔ） ＴＫｖｅ６Ｊｅ（ ｔ） ＋ １

２
Ｊｅ（ ｔ） ＴＫＴ

ｖｅ６ ｒ（ ｔ） －

１
２
Ｊｓ（ ｔ） ＴＫｐ５ｖ（ ｔ） － ｒ（ ｔ） ＴＫｐ６ｖ（ ｔ） ． （２７）

式中各刚度阵的表达式为

Ｋｓ１ ＝ Ｅｓｂｈｓ∫ｌ ｓ
０
Φ′ｓ（ｘ）Φ′ｓ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｓ２ ＝
Ｅｓｂｈ３

ｓ

１２ ∫ｌ ｓ
０
φ″（ｘ）φ″（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｖｅ１ ＝ Ｇ′ｂ
ｈｖｅ
∫ｌ ２
ｌ１
Φｓ（ｘ）Φｓ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｖｅ２ ＝ Ｇ′ｂｈｖｅ １ ＋
ｈｓ ＋ ｈｅ

２ｈｖｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

∫ｌ ２
ｌ１
φ′（ｘ）φ′（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｖｅ３ ＝ Ｇ′ｂ
ｈｖｅ
∫ｌ ２
ｌ１
Φｅ（ｘ）Φｅ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｖｅ４ ＝ Ｇ′ｂ １ ＋
ｈｓ ＋ ｈｅ

２ｈｖｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫ｌ ２

ｌ１
Φｓ（ｘ）φ′（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｖｅ５ ＝ － Ｇ′ｂ
ｈｖｅ
∫ｌ ２
ｌ１
Φｓ（ｘ）Φｅ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｖｅ６ ＝ － Ｇ′ｂ １ ＋
ｈｓ ＋ ｈｅ

２ｈｖｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫ｌ ２

ｌ１
φ′（ｘ）Φｅ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｅ１ ＝ Ｅｅｂｈｅ∫ｌ ２
ｌ１
Φ′ｅ（ｘ）Φ′ｅ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｅ２ ＝
Ｅｅｂｈ３

ｅ

１２ ∫ｌ ２
ｌ１
φ″（ｘ）φ″（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｐ１ ＝ Ｅｐｂｈｐ∫ｌ ２
ｌ１
Φ′ｓ（ｘ）Φ′ｓ（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｐ２ ＝
Ｅｐｂ
３

ｈｓ

２
＋ ｈｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

－
ｈｓ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∫

ｌ ２

ｌ１
φ″（ｘ）φ″（ｘ）Ｔｄｘ，

Ｋｐ３ ＝ Ｅｐｂ
ｈｐ（ｈｓ ＋ ｈｐ） ２

４ ∫ｌ ２
ｌ１
φ″（ｘ）φ″（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｐ４ ＝ － Ｅｐｂ
ｈｐ（ｈｓ ＋ ｈｐ）

２ ∫ｌ ２
ｌ１
Φ′ｓ（ｘ）φ″（ｘ） Ｔｄｘ，

Ｋｐ５ ＝ － Ｅｐｂｄ３１∫ｌ ２
ｌ１
Φ′ｓ（ｘ）ｄｘ，

Ｋｐ６ ＝ Ｅｐｂ
ｈｓ ＋ ｈｐ

２
ｄ３１∫ｌ ２

ｌ１
φ″（ｘ）ｄｘ．
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３􀆰 ３　 电能

ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的电能表示为

Ｗｅ ＝
１
２ ∫ＶｐＥＤｐｄＶ． （２８）

　 　 将式（２４）代入式（２６），再将式（１０）、（２６）代
入式（２８），注意式中的横、纵向位移应用式（１１）、
（１２）表示，整理得

Ｗｅ ＝ １
２
Ｊｓ（ ｔ） ＴＫｐ５ｖ（ ｔ） ＋ ｒ（ ｔ） ＴＫｐ６ｖ（ ｔ） ＋

１
２
Ｃｐｖ２（ ｔ） ． （２９）

式中 Ｃｐ ＝
ｂξ ε

ｈｐ
（ ｌ２ － ｌ１） ．

３􀆰 ４　 外力所作的功

如图 １ 所示，简谐激振力 ｆ（ ｔ） 作用于 ｘ ＝ ｌｓ
处，因此外力所作的功可表示为

Ｗ ＝ ∫ｌ ｓ
０
ｆ（ ｔ）δ（ｘ － ｌｓ）ｗ（ｘ，ｔ）ｄｘ － ｑ（ ｔ）ｖ（ ｔ） ．

（３０）
式中 δ（ｘ） 为 Ｄｉｒａｃ ｄｅｌｔａ 函数， ｑ（ ｔ） 为压电层的

电荷量．将式（１２）代入式（３０），整理得

Ｗ ＝ ｒ（ ｔ） ＴＦｓ ｆ（ ｔ） － ｑ（ ｔ）ｖ（ ｔ） ． （３１）

式中 Ｆｓ ＝ ∫ｌ ｓ
０
δ（ｘ － ｌｓ）φ（ｘ）ｄｘ．

３􀆰 ５　 动力学方程

将式（２０）、（２７）、（２９）、（３１）代入式（１８），整
理得

　 ［Ｍｓ１ ＋ Ｍｖｅ１ ＋ Ｍｐ１］ Ｊ̈ｓ（ ｔ） ＋ ［Ｍｖｅ５ ＋ Ｍｐ４］ ｒ̈（ ｔ） ＋

　 　 Ｍｖｅ６ Ｊ̈ｅ（ ｔ） ＋ ［Ｋｓ１ ＋ Ｋｖｅ１ ＋ Ｋｐ１］Ｊｓ（ ｔ） ＋
　 　 ［Ｋｖｅ４ ＋ ２Ｋｐ４］ｒ（ ｔ） ＋ Ｋｖｅ５Ｊｅ（ ｔ） －
　 　 Ｋｐ５ｖ（ ｔ） ＝ ０， （３２）

　 ［ＭＴ
ｖｅ５ ＋ ＭＴ

ｐ４］Ｊ̈ｓ（ｔ） ＋ ［Ｍｓ２ ＋ Ｍｖｅ２ ＋ Ｍｖｅ３ ＋ Ｍｅ２ ＋

　 　 Ｍｐ２ ＋Ｍｐ３］ｒ̈（ｔ） ＋Ｍｖｅ７Ｊ̈ｅ（ｔ） ＋ ［ＫＴ
ｖｅ４ ＋ ２ＫＴ

ｐ４］Ｊｓ（ｔ） ＋
　 　 ［Ｋｓ２ ＋ Ｋｖｅ２ ＋ Ｋｅ２ ＋ Ｋｐ２ ＋ ３Ｋｐ３］ｒ（ｔ） ＋ Ｋｖｅ６Ｊｅ（ｔ） －
　 　 ２Ｋｐ６ｖ（ ｔ） ＝ Ｆｓ ｆ（ ｔ） ． （３３）

　 ＭＴ
ｖｅ６ Ｊ̈ｓ（ ｔ） ＋ ＭＴ

ｖｅ７ ｒ̈（ ｔ） ＋ ［Ｍｖｅ４ ＋ Ｍｅ１］ Ｊ̈ｅ（ ｔ） ＋
　 　 ＫＴ

ｖｅ５ Ｊｓ（ ｔ） ＋ ＫＴ
ｖｅ６ ｒ（ ｔ） ＋ ［Ｋｖｅ３ ＋ Ｋｅ１］Ｊｅ（ ｔ） ＝ ０，

（３４）
　 ＫＴ

ｐ５ Ｊｓ（ ｔ） ＋ ２ＫＴ
ｐ６ ｒ（ ｔ） ＋ Ｃｐｖ（ ｔ） ＝ ｑ（ ｔ） ． （３５）

　 　 由于压电约束层、ＲＬ 电路和控制电压源串

联，因此该串联电路的电压关系为

ｖ（ ｔ） ＝ － Ｌｑ̈（ ｔ） － Ｒｑ̇（ ｔ） ＋ ｖｉｎ（ ｔ） ． （３６）
其中 ｖｉｎ（ ｔ） 为控制电压，Ｒ和 Ｌ分别为电阻值和电

感值． 将式（３５）代入式（３２）、（３３）、（３６），整理得

　 ［Ｍｓ１ ＋ Ｍｖｅ１ ＋ Ｍｐ１］ Ｊ̈ｓ（ ｔ） ＋ ［Ｍｖｅ５ ＋ Ｍｐ４］ ｒ̈（ ｔ） ＋

　 　 Ｍｖｅ６Ｊ̈ｅ（ｔ） ＋ ［Ｋｓ１ ＋ Ｋｖｅ１ ＋ Ｋｐ１ ＋ Ｃ－１
ｐ Ｋｐ５ＫＴ

ｐ５］Ｊｓ（ｔ） ＋

　 　 ［Ｋｖｅ４ ＋ ２Ｋｐ４ ＋ ２Ｃ －１
ｐ Ｋｐ５ＫＴ

ｐ６］ｒ（ ｔ） ＋ Ｋｖｅ５Ｊｅ（ ｔ） －
　 　 Ｃ －１

ｐ Ｋｐ５ｑ（ ｔ） ＝ ０， （３７）

　 ［ＭＴ
ｖｅ５ ＋ ＭＴ

ｐ４］ Ｊ̈ｓ（ ｔ） ＋ ［Ｍｓ２ ＋ Ｍｖｅ２ ＋ Ｍｖｅ３ ＋ Ｍｅ２ ＋

　 　 Ｍｐ２ ＋ Ｍｐ３］ ｒ̈（ ｔ） ＋ Ｍｖｅ７ Ｊ̈ｅ（ ｔ） ＋ ［ＫＴ
ｖｅ４ ＋ ２ＫＴ

ｐ４ ＋
　 　 ２Ｃ －１

ｐ Ｋｐ６ＫＴ
ｐ５］Ｊｓ（ ｔ） ＋ ［Ｋｓ２ ＋ Ｋｖｅ２ ＋ Ｋｅ２ ＋ Ｋｐ２ ＋

　 　 ３Ｋｐ３ ＋ ４Ｃ －１
ｐ Ｋｐ６ＫＴ

ｐ６］ｒ（ ｔ） ＋ Ｋｖｅ６Ｊｅ（ ｔ） －
　 　 ２Ｃ －１

ｐ Ｋｐ６ｑ（ ｔ） ＝ Ｆｓ ｆ（ ｔ）， （３８）
　 Ｌｑ̈（ ｔ） ＋ Ｒｑ̇（ ｔ） ＋ Ｃ －１

ｐ ｑ（ ｔ） － Ｃ －１
ｐ ＫＴ

ｐ５ Ｊｓ（ ｔ） －
　 　 ２Ｃ －１

ｐ ＫＴ
ｐ６ ｒ（ ｔ） ＝ ｖｉｎ（ ｔ） ． （３９）

式（３４）、（３７） ～ （３９）即为 ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结

构的动力学方程．进一步定义广义坐标

Ｘ（ ｔ） ＝ ［Ｊｓ（ ｔ） Ｔ ｒ（ ｔ） Ｔ Ｊｅ（ ｔ） Ｔ ｑ（ ｔ）］ Ｔ，

（４０）
则 ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的动力学方程可改写为

ＭＸ̈（ ｔ） ＋ ＣＸ̇（ ｔ） ＋ ＫＸ（ ｔ） ＝ Ｆ（ ｔ） ． （４１）
其中

Ｍ ＝

Ｍ１１ Ｍｖｅ５ ＋ Ｍｐ４ Ｍｖｅ６ ０

ＭＴ
ｖｅ５ ＋ ＭＴ

ｐ４ Ｍ２２ Ｍｖｅ７ ０

ＭＴ
ｖｅ６ ＭＴ

ｖｅ７ Ｍｖｅ４ ＋ Ｍｅ１ ０
０ ０ ０ Ｌ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

，

Ｍ１１ ＝ Ｍｓ１ ＋ Ｍｖｅ１ ＋ Ｍｐ１，
Ｍ２２ ＝ Ｍｓ２ ＋ Ｍｖｅ２ ＋ Ｍｖｅ３ ＋ Ｍｅ２ ＋ Ｍｐ２ ＋ Ｍｐ３，

Ｃ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｋ ＝

Ｋ１１ Ｋ１２ Ｋｖｅ５ － Ｃ－１
ｐ Ｋｐ５

ＫＴ
１２ Ｋ２２ Ｋｖｅ６ － ２Ｃ－１

ｐ Ｋｐ６

ＫＴ
ｖｅ５ ＫＴ

ｖｅ６ Ｋｖｅ３ ＋Ｋｅ１ ０
－ Ｃ－１

ｐ ＫＴ
ｐ５ － ２Ｃ－１

ｐ ＫＴ
ｐ６ ０ Ｃ－１

ｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｋ１１ ＝ Ｋｓ１ ＋ Ｋｖｅ１ ＋ Ｋｐ１ ＋ Ｃ －１
ｐ Ｋｐ５ＫＴ

ｐ５，
Ｋ１２ ＝ Ｋｖｅ４ ＋ ２Ｋｐ４ ＋ ２Ｃ －１

ｐ Ｋｐ５ＫＴ
ｐ６，

Ｋ２２ ＝ Ｋｓ２ ＋ Ｋｖｅ２ ＋ Ｋｅ２ ＋ Ｋｐ２ ＋ ３Ｋｐ３ ＋ ４Ｃ －１
ｐ Ｋｐ６ＫＴ

ｐ６，

Ｆ（ ｔ） ＝ ［０ ＦＴ
ｓ ｆ（ ｔ） ０ ｖｉｎ（ ｔ）］ Ｔ ．

　 　 又已知位移传感器位于 ｘ ＝ ｌ３ 处，用来测量悬

臂梁的横向位移响应，所以ＰＨＣＬＤ悬臂梁结构的

传感方程可表示为

ｗ（ ｌ３，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φｉ（ ｌ３） ｒｉ（ ｔ） ＝ φ（ ｌ３） Ｔｒ（ ｔ） ．（４２）

４　 闭环特性分析

本文采用速度反馈控制策略设计主动控制

器，因此控制电压表示为
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ｖｉｎ（ ｔ） ＝ Ｋｃ

ｄｗ（ ｌ３，ｔ）
ｄｔ

． （４３）

式中 Ｋｃ 为反馈控制增益．将式（４２） 代入式（４３）
得

ｖｉｎ（ ｔ） ＝ Ｋｃφ（ ｌ３） Ｔ ｒ̇（ ｔ） ． （４４）
　 　 再将式（４４）代入式（３９）得
　 Ｌｑ̈（ ｔ） ＋ Ｒｑ̇（ ｔ） ＋ Ｃ －１

ｐ ｑ（ ｔ） － Ｋｃφ（ ｌ３） Ｔ ｒ̇（ ｔ） －
　 　 　 Ｃ －１

ｐ ＫＴ
ｐ５ Ｊｓ（ ｔ） － ２Ｃ －１

ｐ ＫＴ
ｐ６ ｒ（ ｔ） ＝ ０．

此时式（４１） 中的阻尼阵 Ｃ 和作用力阵 Ｆ（ ｔ）
改写为

Ｃ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ － Ｋｃφ（ ｌ３） Ｔ ０ Ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｆ（ ｔ） ＝ ［０ ＦＴ
ｓ ｆ（ ｔ） ０ ０］ Ｔ ．

　 　 比较两个阻尼阵 Ｃ 可以看出，速度反馈控制

的作用是为悬臂梁结构提供阻尼，因此不会破坏

整个系统的稳定性．
定义 ｗ（ ｌ３，ｔ） ／ ｆ（ ｔ） 为激振力与位移响应之间

的传递函数，并令 Ｔ１ 为 ｗ（ ｌ３，ｔ） ／ ｆ（ ｔ） 的幅值，由
此可知，Ｔ１ 表示系统的振动控制性能， 且越小

越好．
为了研究方便，本文选取悬臂梁结构的前两

阶主模态对 ＡＰＰＮ 和 ＰＨＣＬＤ 结构进行比较研究．
ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的具体参数如表 １ 所示，其中

Ｒ１ 和 Ｌ１ 为 ＡＰＰＮ 控制悬臂梁第一阶主模态振动

的电阻值和电感值， Ｒ２ 和 Ｌ２ 为 ＰＨＣＬＤ 结构控制

悬臂梁第一阶主模态振动的电阻值和电感值．

表 １　 ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构参数

ｌ１ ／ ｍｍ ｌｓ ／ ｍｍ ｈｓ ／ ｍｍ ｈｅ ／ ｍｍ ｂ ／ ｍｍ ρｖｅ ／ （ｋｇ·ｍ－３） ρｐ ／ （ｋｇ·ｍ－３） Ｅｅ ／ ＧＰａ

１０ ２００ ２ ０􀆰 ８ ３０ １ ０００ ７ ５００ ２１０

Ｇ ／ ＭＰａ ｄ３１ ／ （ｐｍ·Ｖ－１） Ｒ１ ／ ｋΩ Ｒ２ ／ ｋΩ ｌ２ ／ ｍｍ ｌ３ ／ ｍｍ ｈｖｅ ／ ｍｍ ｈｐ ／ ｍｍ

０􀆰 ８９６ －２７４ ２１􀆰 ２３４ １９􀆰 ８２６ ５０ １８０ ０􀆰 ８ ０􀆰 ８

ρｓ ／ （ｋｇ·ｍ－３） ρｅ ／ （ｋｇ·ｍ－３） Ｅｓ ／ ＧＰａ Ｅｐ ／ ＧＰａ η ξε ／ （ｎＦ·ｍ－１） Ｌ１ ／ （Ｈｅｎｒｙ） Ｌ２ ／ （Ｈｅｎｒｙ）

７ ８５０ ７ ８５０ ２１０ ６０􀆰 ６ １􀆰 ４６ ２５􀆰 ５５ ２６７􀆰 ６４ １６０􀆰 ０

　 　 图 ３ 为 ＡＰＰＮ 和 ＰＨＣＬＤ 悬臂梁结构的开环

阻尼特性．从图中可以看出，ＰＨＣＬＤ 结构的开环

阻尼特性远远好于 ＡＰＰＮ．ＡＰＰＮ 只对第一阶主模

态具有显著的振动控制作用，但是却无法控制第

二阶主模态的振动；而 ＰＨＣＬＤ 结构则对第一阶

主模态和第二阶主模态均具有显著的振动控制作

用．另外注意到，振动控制前后共振频率发生了较

大的变化， 这是因为悬臂梁在附加 ＡＰＰＮ 或

ＰＨＣＬＤ 结构前后，整体结构的质量和刚度发生较

大变化造成的．

50
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图 ３　 开环阻尼特性比较

　 　 在此基础上，进一步假设反馈控制增益 Ｋｃ ＝
１ ０００，闭环控制特性的数值仿真结果如图 ４ 所

示．从图中可以看出，ＡＰＰＮ 和 ＰＨＣＬＤ 结构对第

一阶主模态的闭环控制性能要优于纯主动控制，
但是对第二阶主模态的闭环控制性能则不及纯主

动控制．如果仅比较 ＡＰＰＮ 和 ＰＨＣＬＤ 结构，那么

ＰＨＣＬＤ 结构的闭环控制性能要优于 ＡＰＰＮ．下面

对以上结果进行阐释：在 ＡＰＰＮ 中，压电层通过

ＲＬ 分流电路与控制电压源相连，因此当采用

ＡＰＰＮ 对悬臂梁进行主动控制时，压电层两端的

电压并不等于控制电压，而只是控制电压的一部

分．这一结构本身的特性使得 ＡＰＰＮ 的主动控制

权益总体上不及纯主动控制．但值得注意的是，当
选择电阻 Ｒ 和电感 Ｌ 对悬臂梁的某一阶主模态进

行振动控制时，在该阶共振频率附近，ＡＰＰＮ 与纯

主动控制相比具有更强的主动控制能力和更宽的

主动控制频带［８］ ．正因如此，当本文选择 Ｒ１ 和 Ｌ１

对悬臂梁第一阶主模态进行振动控制，ＡＰＰＮ 对

第一阶主模态的闭环控制性能优于纯主动控制，
但是对第二阶主模态的闭环控制性能则不及纯主

动控制．另一方面，本文研究的 ＰＨＣＬＤ 结构是在

ＡＰＰＮ 的基础上构成的，因此当采用 ＰＨＣＬＤ 结构

对悬臂梁进行主动控制时，ＰＨＣＬＤ 结构的闭环控

制特性与 ＡＰＰＮ 相似．但是由于被动约束层阻尼

结构的存在，使得 ＰＨＣＬＤ 结构的闭环控制性能

要优于 ＡＰＰＮ．
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图 ４　 闭环控制特性比较

　 　 综合开环和闭环特性分析可以看出，ＡＰＰＮ
只在窄频带（本文在第一阶主模态）具有良好的

振动控制性能，而 ＰＨＣＬＤ 结构则在更宽的频带

（本文在第一阶主模态和第二阶主模态）具有比

ＡＰＰＮ 更优的振动控制性能．

５　 结　 语

本文针对 ＡＰＰＮ 控制频带较窄的缺点，提出

了一种新型 ＰＨＣＬＤ 结构，并以悬臂梁作为被控

对象，对该结构进行了系统的研究． 首先利用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法建立了 ＰＨＣＬＤ
悬臂梁结构的动力学模型，其中粘弹性材料的力

学特性由复剪切模量模型描述．其次采用速度反

馈控制策略设计主动控制器，并对 ＰＨＣＬＤ 悬臂

梁结构的开环和闭环特性进行了数值仿真分析，
仿真结果表明，ＰＨＣＬＤ 结构很好地克服了 ＡＰＰＮ
控制频带较窄的缺点．ＰＨＣＬＤ 结构不仅能够有效

地控制悬臂梁第一阶主模态的振动，而且对第二

阶主模态亦具有显著的振动控制作用．
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