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ＧＰＳ ／ ＩＮＳ 组合导航的变分贝叶斯自适应卡尔曼滤波
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摘　 要： 为解决 ＧＰＳ ／ ＩＮＳ 组合导航的数据融合问题中卡尔曼滤波器因噪声统计特性会发生变化而性能严重退化的问

题，针对组合导航的系统模型提出并推导了一种基于变分贝叶斯学习的自适应卡尔曼滤波算法．该方法从概率角度将系

统状态与噪声的统计矩一起作为待估计的随机变量，在每次递推地对状态进行估计之前，用变分贝叶斯学习迭代逼近得

到噪声的后验分布．仿真结果证明： 在组合导航系统中，该自适应算法能够较好地跟踪变化的噪声方差，并对速度、位置

等系统状态进行估计．
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　 　 经典卡尔曼滤波器的设计是针对系统参数与

噪声确定且在工作过程中保持不变的状态空间模

型，但在组合导航等实际工程领域的建模过程中，
由于系统本身模型可能存在摄动，或受到统计特

性未知的噪声干扰及其他控制输入等诸多不确定

因素，经典滤波器中假设不变的参数在系统运行

过程中都有可能会发生变化，因此，上述假设通常

不能得到很好的满足，从而使滤波器产生更大的

估计误差，极端情况下甚至不能工作［１］ ．近年来，
为了增强系统的自适应性，许多自适应算法都相

继被提出，用以确定因不同的扰动而发生变化的

参数［２－３］ ．
文献［４］概括了目前几种主要的自适应卡尔

曼滤波算法，包括贝叶斯法、最大似然法、相关法

以及协方差匹配法．其中，出于计算方面便利性的

考虑，相关法相比于其他方法受到了更多关注．事
实上，所有这些算法都可以被视为贝叶斯方法在

不同情形下的特例．但在大多数情形下，积分项过

于复杂，或者变量维数过高，导致积分运算求解困

难［５］，使得贝叶斯方法在应用上有很大局限性．于
是，为了避开求解后验分布所涉及的积分运算，采



样方法受到了关注．其中以马尔可夫链蒙特卡洛

方法最为典型，它属于随机采样逼近，能够无限逼

近得到精确的后验分布，但是这种精确性是以牺

牲运算量为代价的．所以，在很多实时性要求较高

的场合，譬如本文关注的组合导航，采样方法是不

提倡的．
另一种可行的、更快速的逼近方法是确定型

逼近．本文所采用的变分贝叶斯学习就属于这类

逼近．变分贝叶斯学习的叫法来源于文献［６］．它
最早源于计算机科学领域，文献［７］对该理论体

系进行了详细的阐述．虽然变分贝叶斯方法最初

的提出大都是为了解决机器学习以及模式识别领

域当中的参数估计与模型选择等问题，但是，近年

来许多学者也陆续将其与状态估计问题相结合，
应用到滤波器相关的设计中来，使变分贝叶斯的

应用领域得到了极大扩展．其中，文献［８］最早提

出将变分贝叶斯用于卡尔曼滤波的动态噪声参数

估计；文献［９］将其用于有未知输入干扰的状态

空间模型进行噪声、状态估计；文献［１０］用变分

贝叶斯对整个随机系统的参数估计；而文献［１１］
将变分贝叶斯与卡尔曼滤波结合，用于高维数图

像的分析．
考虑到实际 ＧＰＳ ／ ＩＮＳ 组合导航系统中，由于

运载体自身形变产生的杆臂效应，或导航设备受

到外界环境干扰引入的误差，通常以 ＧＰＳ 和 ＩＮＳ
所测导航参数的差为量测的噪声统计信息将会变

得不确定，且容易发生变化． 本文在文献［８－９］基
础上，进一步详细阐述了变分贝叶斯参数估计的

机理并利用它，从贝叶斯滤波的角度，设计了一种

针对 ＧＰＳ ／ ＩＮＳ 组合导航的高斯线性模型的噪声

自适应卡尔曼滤波器．每次时间更新后，用变分贝

叶斯学习估计得到方差阵的后验分布，再根据该

噪声统计矩对运载体的速度与位置状态进行更

新，从而达到自适应滤波的目的．实验部分将验证

该算法在组合导航系统中在噪声可变环境下对于

运载体运动状态估计的有效性．

１　 准备工作

１ １　 变分贝叶斯学习

在模型选择与参数估计的问题当中，核心任

务是在得到观测数据后，根据已有先验知识估计

一组参数 θ．根据贝叶斯准则，θ 的后验分布表示

如下：

ｐ（θ ｜ ｚ） ＝ ｐ（θ，ｚ）
ｐ（ｚ）

＝ ｐ（ｚ ｜ θ）ｐ（θ）

∫ｐ（ｚ，θ）ｄθ
． （１）

　 　 其中一个关键的步骤是计算上式的分母，也
叫证据或者边缘似然函数．当观测量的维数或者

参数的个数增加，上述积分将十分困难，甚至无法

求解．考虑到诸如 ＭＣＭＣ 的数值计算方法的效率

问题，采用变分贝叶斯学习来逼近求解参数的后

验分布．该方法提议用一个新的、形式较为简单的

分布（简单是因为它可求）来逼近真实的后验分

布［６］ ．对式（１）分母，即边缘似然函数取对数，运
用一次 Ｊｅｎｓｅｎ 不等式，如下所示：

　 ｌｎ ｐ（ｚ） ＝ ｌｎ∫ｐ（ｚ，θ）ｄθ ＝ ｌｎ∫ｑ（θ） ｐ（ｚ，θ）
ｑ（θ）

ｄθ ≥

　 　 　 ∫ｑ（θ）ｌｎ ｐ（ｚ，θ）
ｑ（θ）

ｄθ ＝ Ｆ（ｑ（θ）） ．

其中 Ｆ（ｑ（θ）） 源于统计物理学，是自由能量的负

值．根据文献［５］ 中的建议再对边缘似然函数进

行数学处理，可以得到

　 ｌｎ ｐ（ｚ） ＝ ∫∫ｑ（θ）ｌｎ ｐ（θ，ｚ）
ｐ（θ ｜ ｚ）

ｄθ ＝

　 　 　 　 ∫∫ｑ（θ）ｌｎ ｐ（θ，ｚ）
ｑ（θ）

ｄθ ＋

　 　 　 　 ∫∫ｑ（θ）ｌｎ ｑ（θ）
ｐ（θ ｜ ｚ）

ｄθ ＝

　 　 　 　 Ｆ（ｑ（θ）） ＋ ＤＫＬ（ｑ（θ）‖Ｐ（θ ｜ ｚ）） ． （２）
式（２）中最后一个等号右边的第二项被定义

为 Ｋｕｌｌｂａｃｋ⁃Ｌｅｉｂｌｅｒ（ＫＬ）散度，具有如下性质：当
新的分布 ｑ（θ） 等于真实后验 ｐ（θ ｜ ｚ） 时，ＤＫＬ 散

度等于零为最小值．此时Ｆ（ｑ（θ）） 达到最大值．于
是，我们可以把 Ｆ（ｑ（θ）） 当作 ｌｎ ｐ（ｚ） 的下界，通
过不断最大化 Ｆ（ｑ（θ））（下界） 来使 ｑ（θ） 逼近

ｐ（θ ｜ ｚ） ． 将 Ｆ（ｑ（θ）） 关于 ｑ（θ） 求导并置零，可
以得到 ｑ（θ） 的通解表达式如下［６］：

ｑ（θｉ） ＝
ｅｘｐ（Ｅｑ（θｋ≠ｉ

［ｌｎ ｐ（ｚ，θ）］

∫ｅｘｐ（Ｅｑ（θｋ≠ｉ）［ｌｎ ｐ（ｚ，θ）］）ｄθｋ

． （３）

其中， Ｅｑ（ｘｋ≠ｉ）
［］ 代表关于 ｑ（θ ｋ≠ｉ） 的期望，可以认

为参数集合近似分布的联合概率密度函数可分解

为各个参数独立分布的乘积． 这个假设是变分贝

叶斯学习核心所在，在求解后验分布时具有很大

的计算优势，而该假设的理论基础最早出现在均

值域理论领域（Ｍｅａｎ Ｆｉｅｌｄ Ｔｈｅｏｒｙ），多篇关于变

分贝叶斯方法的论文也证明了该理论及其在实际

运用中的可行性与便利性［６，１２］ ．这样，多变量的联

合概率分布 ｐ（θ） 就可以近似为各变量边缘分布

ｑ（θ ｉ） 的乘积，使得对多变量的联合估计可以方

便地转化为对这些变量边缘分布的迭代估计，从
而显著降低计算的复杂程度．
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根据式（３），变分贝叶斯学习可以归纳如下：
对于每个待估计参数，通过计算联合概率密度函

数关于其他参数分布的期望，可以得到该参数新

的分布．如此迭代计算，直至负自由能量（下界）达
到最大值．这里涉及到变分贝叶斯算法的收敛性

问题，即判断何时下界达到最大值，而下界可以表

示为

　 Ｆ［ｑ（θ）］ ＝ Ｅｑ ｌｎ
ｐ（θ １，θ ２，…，θ ｎ，ｚ）
ｑ（θ １）ｑ（θ ２）…ｑ（θ ｎ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

　 　 Ｅｑ［ｌｎｐ（θ１，θ２，…，θｎ，ｚ）］ － Ｅｑ（θ１－）［ｌｎｑ（θ１）］ －
　 　 Ｅｑ（θ２－）［ｌｎｑ（θ２）］… － Ｅｑ（θｎ－）［ｌｎｑ（θｎ）］ｑ（θｎ）．
其中， Ｅｑ（θ ｉ－）［·］ 表示对［·］ 表达式求关于 θ 中除

去 θ ｉ 外其他随机变量的期望．由文献［５］ 可知，该
下界函数是关于所有 ｑ（θ） 的凸函数，且随着迭代

循环估计的进行而递增．根据文献［１３］ 中凸函数

性质，下界 Ｆ［ｑ（θ）］ 一定收敛，且曲线梯度趋于

平滑．本方法中，可以用相邻两次迭代的下界的差

值作为判断收敛的依据，当差值小于某一阈值后

可以判定算法收敛，得到估计结果．所以，本质上

讲，变分贝叶斯参数迭代估计属于梯度下降

算法［１３］ ．
需要指出的是，根据式（３）的形式，如果在共

轭指数函数分布域（ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ⁃ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｆａｍｉｌｙ，
ＣＥ）中合理选取待估计参数的先验分布，它的近

似分布也将得到形式相同、参数不同的后验分布．
而 ＣＥ 域是一类应用很广的分布域，大多数常用

分布都属于这个域．它的上述性质也在 Ｂｅａｌ 的博

士论文的 ２ ４ 节作了详细证明［６］，在之后的推导

中我们也将看到合理选取 ＣＥ 中的分布带来的计

算上的便利性．
１ ２　 组合导航滤波模型

本文研究对象为零输入、高斯线性离散时间

的 ＧＰＳ ／ ＩＮＳ 组合导航系统，其模型通常表述

如下［１４－１５］：
ｘｋ ＝ Φｋｘｋ－１ ＋ Ｇｋｗｋ，
ｚｋ ＝ Ｈｋｘｋ ＋ ｖｋ ．

{ （４）

　 　 在 ｋ 时刻， 时变观测噪声 ｖｋ 被认为是一个

ｄ × １ 的，方差为 Ｒｋ（ｄ × ｄ） 的零均值高斯噪声序

列，满足 ｖｋ ～ Ｎ（０，Ｒｋ） ．更特别的，选取的协方差

矩阵是一个对角线元素依次为 ｄ个σ ２
ｋ，ｉ 的对角阵．

ｚｋ 是一个 ｄ × １ 的观测向量．系统状态变量 ｘｋ（包
括位置误差、速度误差等） 是一个 ｎ × １ 的，初始

化均值和协方差分别为 ｍ０ 与 Ｐ０ 的服从高斯分布

的向量．即满足 ｘｋ ～ Ｎ（ｍｋ，Ｐｋ） ． ｗｋ、Ｇｋ、Φｋ 与 Ｈｋ

分别是系统噪声、系统噪声输入矩阵、状态转移矩

阵与观测矩阵，它们都被认为是已知的．

考虑到推导的简洁性，用 ｚ１∶ ｋ 表示从时刻 １到

ｋ的观测序列，假设 θ代表被估计参数，则 θ －
ｋ 表征

了在时刻 ｋ 观测前，根据 ｋ － １ 时刻估计的先验参

数值．θｋ 表征在进行第 ｋ 次观测后得到的更新的

后验估计值，θ＾ 代表 θ 的期望值．
显然，当观测噪声服从方差可变的高斯分布

时，经典的卡尔曼滤波器的估计性能就会因为现

实噪声统计特性与设计值不匹配而降低，当噪声

变化频繁或与预期值相去甚远时，滤波器甚至不

能工作．一个可行的办法就是在每次状态更新前

对观测噪声的分布进行实时估计，这也是自适应

滤波的一个重要特点：实时更新系统或噪声参数．
本文采用的是变分贝叶斯学习．同时，因为该分布

是高斯分布，所以可以用其二阶统计矩（均值或

方差）来刻画其分布．在下一节中，文章将以贝叶

斯准则为基础，从概率论的角度对于改进的卡尔

曼滤波算法进行推导．

２　 自适应卡尔曼滤波

２ １　 参数估计推导

在这个模型中，结合贝叶斯准则（１），我们感

兴趣的参数系统状态与观测噪声方差的后验分布

表述如下：

　 ｐ（ｘｋ，Ｒｋ ｜ ｚ１∶ ｋ） ＝
ｐ（ｘｋ，Ｒｋ，ｚ１∶ ｋ）

ｐ（ｚ１∶ ｋ）
＝

　 　
ｐ（ｚｋ，ｚ１∶ ｋ－１ ｜ ｘｋ，Ｒｋ）ｐ（ｘｋ，Ｒｋ）

ｐ（ｚｋ，ｚ１∶ ｋ－１）
＝

ｐ（ｚｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１，ｘｋ，Ｒｋ）ｐ（ｚ１∶ ｋ－１ ｜ ｘｋ，Ｒｋ）ｐ（ｘｋ，Ｒｋ）
ｐ（ｚｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１）ｐ（ｚ１∶ ｋ－１）

＝

ｐ（ｚｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１，ｘｋ，Ｒｋ）ｐ（ｘｋ，Ｒｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１）
ｐ（ｚｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１）

＝

ｐ（ｚｋ ｜ ｘｋ，Ｒｘ）ｐ（ｘｋ，Ｒｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１）
ｐ（ｚｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１）

． （５）

其中：

　 　 ｐ（ｚｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１） ＝ ∫ｐ（ｚｋ ｜ ｘｋ，Ｒｋ）ｐ（ｘｋ，Ｒｋ） ｜

　 　 　 　 ｚ１∶ ｋ－１）ｄｘｋｄＲｋ ． （６）
　 　 对于式（５）中倒数第二项中的 ｐ（ｚｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１，
ｘｋ，Ｒｋ），假设第 ｋ次测量 ｚｋ 与之前的测量无关，固
可化简为 ｐ（ｚｋ ｜ ｘｋ，Ｒｋ） ．而对于一阶马尔科夫过

程，又有

　 ｐ（ｘｋ，ｘｋ－１，Ｒｋ，Ｒｋ－１ ｜ ｚ１∶ ｋ－１）＝ ｐ（ｘｋ ｜ ｘｋ－１）ｐ（Ｒｋ ｜ Ｒｌ－１）·
　 　 ｐ（ｘｋ－１，Ｒｋ－１ ｜ ｚ１∶ ｋ－１） ．

对 ｘｋ－１ 与 Ｒｋ－１ 积 分， 可 以 得 到 如 下 的

Ｃｈａｐｍａｎ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程：
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　 ｐ（ｘｋ，Ｒｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１） ＝ ∫ｐ（ｘｋ ｜ ｘｋ－１）·

　 　 ｐ（Ｒｋ ｜ Ｒｋ－１）ｐ（ｘｋ－１，Ｒｋ－１ ｜ ｚ１∶ ｋ－１）ｄｘｋ－１ｄＲｋ－１ ．
（７）

所以，在贝叶斯滤波理论当中，递推的滤波算

法每一步可以被看作是由预测（７） 和更新（５） 组

成．在预测步骤中，参数的分布依赖于第 ｋ － １ 次

观测，时间更新后，得到参数的先验分布（７）；在
第 ｋ 次观测更新后，根据贝叶斯准则对先验进行

校正，从而得到后验分布（５），为 ｋ ＋ １时刻前的预

测步骤提供输入．另外，注意到这个预测 － 更新步

骤中，除了一些极简单特殊的情形，式（６） 与式

（７） 中的积分基本无法得到其解析解，即使先前

已经假设系统是高斯线性的．
现假设式（７）中各个参数是相互独立的，根

据先验知识，系统状态与观测噪声方差分别服从

高斯分布和逆伽玛分布：
　 ｐ（ｘｋ，Ｒｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１） ＝ ｐ（ｘｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１）ｐ（Ｒｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１） ＝

　 　 Ｎ（ｘｋ ｜ ｍ －
ｋ ， Ｐ －

ｋ ）∏
ｄ

ｉ ＝ １
Ｇ ｉ（σ ２

ｋ，ｉ ｜ α －
ｋ，ｉ，β

－
ｋ，ｉ） ． （８）

现根据变分贝叶斯学习，进行如下设计：在第

ｋ 次观测后，建议用 １ 个新的分布 ｑ（ｘｋ，Ｒｋ ｜ ｚ１∶ ｋ）
来代替 ｐ（ｘｋ，Ｒｋ ｜ ｚ１∶ ｋ） ． 同理，也认为该近似分布

是因 子 可 分 解 的， 即： ｑ（ｘｋ， Ｒｋ ｜ ｚ１∶ ｋ） ＝
ｑ（ｘｋ）ｑ（Ｒｋ） ．这里，考虑到表述的简洁，略去了近

似分布中参数 ｘｋ， Ｒｋ 对于 ｚ１∶ ｋ 依赖的表述．
根据通解（３）的表达式，对每个参数分布取

对数表达式计算依次如下：
　 ｌｎ ｑ（ｘｋ） ＝ ＥＲｋ

［ｌｎｐ（ｘｋ，Ｒｋ，ｚ１∶ ｋ）］ ＋ Ｃ ＝
　 　 ｌｎ ｐ（ｘｋ ｜ ｚ１∶ ｋ－１） ＋ ＥＲｋ［ｌｎ ｐ（ｚｋ ｜ ｘｋ，Ｒｋ）］ ＋ Ｃ ＝

　 　 － ０．５ｘＴ
ｋ（（Ｐ

－
ｋ ）

－１ ＋ ＨＴ
ｋＲ

＾ －１
ｋ Ｈｋ）ｘｋ ＋

　 　 ｘＴ
ｋ ［（Ｐ

－
ｋ ）

－１ｍ －
ｋ ＋ ＨＴ

ｋＲ
＾ －１
ｋ ｚｋ］ ＋ Ｃ． （９）

其中 Ｃ 代表归一化因子，它代表对式（６）中的证

据所求期望的值，在变分贝叶斯学习中，它被认为

是常数而略去．
对式（９）两边取指数表达式后发现， ｑ（ｘｋ）

是一个拥有新的均值与方差的高斯分布．这得益

于之前所叙述的在共轭指数函数域中选取先验分

布的优越性．于是有 ｑ（ｘｋ） ＝ Ｎ（ｘｋ ｜ ｍｋ，Ｐｋ），其中：

　 　 Ｐｋ ＝ ［（Ｐ －
ｋ ）

－１ ＋ ＨＴ
ｋＲ

＾ Ｈｋ］
－１ ＝ Ｐ －

ｋ －

　 　 　 　 Ｐ －
ｋ ＨＴ

ｋ（Ｒ
＾
ｋ ＋ ＨｋＰ

－１
ｋ Ｐ －

ｋ ＨＴ
ｋ ）

－１ＨｋＰ
－
ｋ ， （１０）

　 　 ｍｋ ＝ Ｐｋ［（Ｐ
－
ｋ ）

－１ｍ －
ｋ ＋ ＨＴ

ｋＲ
＾ －１
ｋ ｚｋ］ ＝ ｍ －

ｋ ＋

　 　 　 　 Ｐ －
ｋ ＨＴ

ｋ（Ｒ
＾
ｋ ＋ ＨｋＰ

－
ｋ ＨＴ

ｋ ）
－１（ｚｋ － Ｈｋｍ

－
ｋ ），
（１１）

　 Ｒ＾ ＝ ＥＲｋ ＝ ｄｉａｇ［Ｅσ ２
ｋ，１，Ｅσ ２

ｋ，２，…，Ｅσ ２
ｋ，ｄ］ ． （１２）

同理，对于变量 Ｒｋ 有

　 ｌｎ ｑ（Ｒｋ） ＝ Ｅｘｋ［ｌｎｐ（ｘｋ，Ｒｋ，ｚ１：ｋ）］ ＋ Ｃ ＝
　 　 ｌｎ ｐ（Ｒｋ ｜ ｚ１：ｋ－１） ＋ Ｅｘｋ［ｌｎ ｐ（ｚｋ ｜ ｘｋ，Ｒｋ）］ ＋ Ｃ ＝

　 　 ∑
ｄ

ｉ ＝ １
－ α －

ｋ，ｉ －
１
２

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎ σ ２

ｋ，ｉ
é

ë
êê

ù

û
úú －

　 　 ∑
ｄ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｋ，ｉ

β －
ｋ，ｉ ＋

１
２
Ｅｘｋ［（（ｚｋ － Ｈｋｘｋ） ｉ）２］é

ë
êê

ù

û
úú ＋ Ｃ．

（１３）
所以，方差 Ｒｋ 仍然服从跟式（８）中形式一样

的逆伽玛分布

ｑ（Ｒｋ） ＝ ∏
ｄ

ｉ ＝ １
Ｇ ｉ（σ２

ｋ，ｉ ｜ αｋ，ｉ，βｋ，ｉ） ． （１４）

　 　 新分布的参数分别为

αｋ，ｊ ＝ α －
ｋ，ｉ ＋

１
２
， （１５）

βｋ，ｊ ＝ β －
ｋ，ｉ ＋

１
２
Ｅｘｋ［（（ｚｋ － Ｈｋｘｋ） ｉ） ２］ ． （１６）

　 　 上述两式在变分贝叶斯学习中也被称作参数

更新方程．考虑到

Ｅｘｋ［ｘｋｘＴ
ｋ ］ ＝ ｍｋｍＴ

ｋ ＋ Ｐｋ ． （１７）
展开式（１６）第二项得

　 　 Ｅｘｋ［（（ｚｋ － Ｈｋｘｋ） ｉ） ２］ ＝ （（ｚｋ － Ｈｋｍｋ） ｉ） ２ ＋
　 　 　 　 （ＨｋＰｋＨＴ

ｋ ） ． （１８）
式中 ｍｋ 与 Ｐｋ 分别是新的高斯分布中的两个参

数．而又根据逆伽马分布的性质，式（１２） 中的每

个元素可以分别计算得到

Ｅσ２
ｋ，ｉ ＝

βｋ，ｉ

αｋ，ｉ
， ｉ ＝ １ ～ ｄ． （１９）

　 　 最后考虑算法收敛的判断．下界函数的计算

可以表示为

Ｆ［ｘｋ，Ｒｋ］ ＝ Ｅｑ［ｌｎ ｐ（ｘｋ，Ｒｋ， ｚ１：ｋ）］ － Ｅｑ（Ｒｋ）［ｌｎ ｑ（ｘｋ）］ －

　 Ｅｑ（ｘｋ）［ｌｎ ｑ（Ｒｋ）］ ＝ － ｎ
２
ｌｎ（２π） － １

２
ｌｎ Ｐ －

ｋ －

　 １
２
Ｅｘｋ［（ｘｋ － ｍ －

ｋ ） Ｔ（Ｐ －
ｋ ）

－１（ｘｋ － ｍ －
ｋ ）］ －

　 １
２
ｌｎ ｜ Ｒｋ ｜ ＋∑

ｄ

ｉ ＝１
Ｅσ２ｋ，ｉ

（－ α－
ｋ，ｉ － １）ｌｎ σ２

ｋ，ｉ －
β－
ｋ，ｉ

σ２
ｋ，ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－

　 ｄ
２
ｌｎ（２π） － １

２
ｌｎ ｜ Ｒｋ ｜ －

１
２
Ｅｘｋ，Ｒｋ

［（ｚｋ －

　 Ｈｋｘｋ） ＴＲ －１
ｋ （ｚｋ － Ｈｋｘｋ）］ － １

２
ｌｎ ｜ Ｐｋ ｜ －

ｎ
２
（１ ＋

　 ｌｎ（２π）） ＋∑
ｄ

ｉ ＝ １
（ － α ｋ，ｉ － ｌｎ（β ｋ，ｉΓ（α ｋ，ｉ）） － （１ ＋

　 α ｋ，ｉ）φ（α ｋ，ｉ）） ． （２０）
其中 Γ（·） 与φ（·） 分别为Ｇａｍｍａ 函数和 ｄｉｇａｍｍａ
函数． 当 ｜ Ｆ（ｎ）［ｘｋ，Ｒｋ］ － Ｆ（ｎ－１）［ｘｋ，Ｒｋ］ ｜ ＜ Δ（Δ为
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一较小量） 时，即相邻两次迭代的下界值变化可忽

略不计时，可认定算法收敛，进入下一滤波时刻．
这样，式（９） ～ （１０）就形成了对于状态变量

和观测噪声方差实时进行联合迭代估计的变分贝

叶斯学习算法． ２ ２ 节将该算法与卡尔曼滤波算

法结合，得到新的自适应滤波器．
２ ２　 算法总结

变分贝叶斯卡尔曼滤波与经典卡尔曼滤波一

样，可以划分为预测（时间更新）和更新（数据更

新）两个步骤．
在零初时刻，初始化系统状态与噪声的超

参数．
在某个 ｋ － １ 时刻观测后，根据式（４）中系统

状态方程进行时间更新，对系统状态变量均值与

方差首先进行预测，如下：
ｍ －

ｋ ＝ Φｋｍｋ－１，
Ｐ －

ｋ ＝ ΦｋＰｋ－１ΦＴ
ｋ ＋ ＧｋＱｋＧＴ

ｋ ．
　 　 对于观测噪声方差分布参数的时间递推，本
文根据文献［１６］最大熵值约束定理的论述，取逆

伽玛分布的超参数：
α －

ｋ，ｉ ＝ λαｋ－１， ｉ ＝ １ ～ ｄ，
β －
ｋ，ｉ ＝ λβｋ－１， ｉ ＝ １ ～ ｄ．

其中 λ 是一个在（０，１］ 内的变化因子，它的引入

用以保证时变的方差σ ２ 能以一定的概率分布（譬
如本文的逆伽玛） 变化，即使后验与先验拥有相

同的概率密度函数形式．正如 １ １ 节最后一段所

讨论的，这将为变分贝叶斯学习提供算法上的保

证与计算上的便利．
在 ｋ时刻观测后，根据 ｋ时刻数据依次对噪声

方差和系统状态进行估计．需要分别计算式（１９）、
（１０） ～ （１２）、（１５） 与（１６） ．算法具体流程如图 １．
　 　 注意到上述更新步骤中，运用变分贝叶斯方

法，不仅系统状态变量统计矩（均值 ｍｋ 与协方差

Ｐｋ） 的估计需要确定的噪声方差，噪声方差的计

算需要超参数 α 与 β，而且参数更新方程（１５）、
（１６） 中也需要已知的 ｍｋ 与 Ｐｋ，如此产生循环迭

代计算，直至算法收敛，进而进入下一个时刻的预

测 － 更新步骤．

α0β0x0~N(m0,P0)初始化

预测

αk,i=λαk-1

βk,i=λβk-1

mk=Φkmk-1

Pk=ΦkPk-1Φk
T+GkQkGk

T

-

-

-

-

更新

Rk=ERk=diag?
?
?

?
?
?

βk,1

αk,1
,
βk,2

αk,2
,
βk,d

αk,d

Pk=Pk-PkHk
T(Rk+HkPkHk

T)-1HkPk

mk=mk+PkHk
T(Rk+HkPkHk

T)-1(zk-Hkmk)
αk,i=αk，i+1

2
βk,i=βk,i+1

2[((zk-Hkmk)i)2+(HkPkHk
T)ii]

N
次
迭
代
循
环
估
计

不收敛，继续迭代估计
变分算法是
否收敛

若收敛，进入下一时刻滤波

-1

- - - -

-- - -

-

^
^

图 １　 变分贝叶斯卡尔曼滤波

３　 仿真实验

仿真实验主要从两方面来验证算法的性能与

效果：第一，对系统状态量的估计；第二，对变化噪

声的跟踪．
参考文献［１５］建模方法，取东北天坐标系为

导航坐标系，以 ＧＰＳ 和 ＩＮＳ 测得位置的差值为观

测量，选取 ＩＮＳ 的误差为 １５ 维状态变量，即

ｘ ＝ ［φＥ，φＮ，φＵ，ΔｖＥ，ΔｖＮ，ΔｖＵ，ΔＬ，Δλ，Δｈ，ε ｂｘ，ε ｂｙ，ε ｂｚ，

Δ

ｂｘ，

Δ

ｂｙ，

Δ

ｂｚ］ Ｔ ．

式中下标 Ｅ、Ｎ、Ｕ 代表导航坐标系（东北天坐标

系） 的 ３ 个轴；φＥ，φＮ，φＵ 为平台失准角；ΔｖＥ，
ΔｖＮ，ΔｖＵ 表示速度误差，ΔＬ、Δλ、Δｈ 代表位置误

差；ε ｂｘ、ε ｂｙ、ε ｂｚ 为沿载体坐标系 ３ 个轴向陀螺漂

移； Δ

ｂｘ，

Δ

ｂｙ，

Δ

ｂｚ为沿载体坐标系 ３ 个轴向加速度

计漂移．本实验中只关注输出的位置误差与速度

误差的估计值．于是，１ ２ 节中 ｄ ＝ ３，ｎ ＝ １５．
　 　 在 Ｍａｔｌａｂ 环境下设计轨迹发生器模拟飞行

器的理想运动．通过设定初始的位置、速度、加速

度、姿态、姿态角变化率等参数，描述理想运动轨

迹．设定各初始值分别为：经度 １２０°，纬度 ４５°，高
度 ３００ ｍ，飞行器加速度、速度、姿态角、姿态角变

化率均为 ０，且初始化自适应算法的变分超参数

α ｉ ＝ １，β ｉ ＝ ０ ０２，其中 ｉ ＝ １，２，３（因为位置观测量

为三维矢量） ．
　 　 图 ２ 显示了该飞行器在 １ ０００ ｓ 仿真时间段

内的飞行轨迹，采样间隔为 １ ｓ．
　 　 为验证该滤波器的变分贝叶斯自适应

滤波效果，将观测噪声方差阵在时间 ［ １， ２５０］
内设为
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Ｒ ＝ ｄｉａｇ ｒ１ ｒ２ ｒ３[ ]( ) ＝ ｄｉａｇ （ ２ × １０ －２ｒａｄ） ２ 　 （ ５ × １０ －２ｒａｄ） ２ 　 （ ５００ｍ） ２[ ]( ) ．

其中 ｄｉａｇ 为对角阵函数．然后在 ２５１～７００ ｓ，７０１～
１ ０００ ｓ 内分别设为

Ｒ ＝ ｄｉａｇ（［１０ｒ１ 　 １０ｒ２ 　 ２ｒ３］），
Ｒ ＝ ｄｉａｇ（［５ｒ１ 　 ５ｒ２ 　 １．５ｒ３］） ．
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图 ２　 飞行器运动轨迹

　 　 图 ３ 与图 ４ 给出了上述假设条件下，基于变

分贝叶斯的自适应卡尔曼滤波器的滤波误差图，
并与单独使用 ＩＮＳ 时的情形做比较．图 ３ 实线为

滤波后飞行器位置误差的估计值，图 ４ 实线为滤

波后飞行器速度误差的估计值．发现无论是位置

误差估计，还是速度误差估计，由于惯导误差的积

累，未经滤波的状态估计（虚线表示）在一定时刻

后均出现发散．考察本文设计的组合模型的滤波

器，其观测量的噪声统计特性未知，且随时间发生

变化，但却有着较好的滤波精度，误差值较小，依
然能对位置误差与速度误差进行良好的估计．
　 　 更进一步，图 ５ 与图 ６ 比较了噪声变化条件

下卡尔曼滤波与自适应滤波的误差．如图所示，
２５０ ｓ 时刻之前，由于噪声没有发生变化，卡尔曼

滤波器与自适应滤波器有着相当的滤波误差．而
２５０ ｓ 时刻之后，噪声开始发生变化，由于卡尔曼

滤波器自身的局限性，并不能够在线调整，以至于

在之后 ７５０ ｓ 的时间里，总体估计误差显著增大，
相比自适应滤波的曲线，滤波精度较差，尤以

２５０～７００ ｓ 间变化波动最为剧烈．
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图 ３　 滤波前后位置误差对比
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图 ４　 滤波前后速度误差对比
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图 ５　 滤波算法位置误差对比
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图 ６　 滤波算法速度误差对比

　 　 图 ７ 给出了该自适应滤波器对观测噪声方差

的跟踪情况．从图中可以看出，对于每一维噪声参

数不确定的量测，在给定初始值后，滤波器很快估

计出各自的噪声统计特性，而当后来真实噪声方

差发生变化时，还能对其进行动态跟踪，并有着较

为可观的估计精度．而传统卡尔曼滤波器因为假

设模型的所有参数已知，并不会随时间推移而发

生变化，因此不具备自适应滤波功能，这也限制了

其在工程领域内的广泛应用．
　 　 值得注意的是，当噪声方差发生突变后，跟踪

曲线会略微延迟，后经过快速调整跟踪到真实值．
这是由于利用变分贝叶斯方法对参数估计本质上

是一个逐步逼近的过程，它不同于其他采样的参
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数估计方法，需要通过反复迭代计算参数的近似

分布，当下界的变化可以忽略时才能认为近似分

布为参数的真实分布，即给出合理的参数估计值．
所以，如果当噪声保持不变，变分贝叶斯学习算法

就会迅速收敛（通常一到两次迭代循环），更快地

估计出方差值．
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图 ７　 滤波器噪声方差跟踪

４　 结　 语

针对实际噪声统计特性未知或变化的 ＧＰＳ ／
ＩＮＳ 组合导航系统，本文提出的基于变分贝叶斯

学习的自适应卡尔曼滤波算法，用变分贝叶斯学

习将观测噪声的方差作为随机变量进行估计，实
时跟踪噪声，同时能对系统状态进行良好的估计，
具有令人满意的滤波精度，在工程上较有应用

价值．
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