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摘　 要： 为了缩小二分法求解最优 Ｈ∞ 性能的搜索范围，降低搜索代价，采用状态空间分析法，提出了一种获取 Ｈ∞ 性能

下界的方法．与一般方法不同，根据此方法所得的下界仅跟 Ｈ２ Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的解有关，而不被卷入该 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的计算．
因此，下界的获取简单．不仅如此，该方法还能揭示最优性能与 Ｈ∞ 性能（包括最优控制与 Ｈ∞ 控制，最优估计与 Ｈ∞ 估计）
间的区别和联系、分析多扰动通道对 Ｈ∞ 性能的影响以及可预演扰动的有效利用对 Ｈ∞ 性能的改善．
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　 　 最优 ＬＱ 控制（即 Ｈ２ 控制）与 Ｈ∞ 控制是控制

理论的两种最基本的控制方式．它们具有不同的

控制目标与性能．从频域来讲，这两种控制性能都

是对传递函数范数的刻画．最优控制期望通过控

制器的设计使闭环系统传递函数的 Ｈ２－范数最小

（最优）； Ｈ∞ 控制则期望通过控制器的调节使闭

环系统传递函数的 Ｈ∞ 范数（最小）被限定在给定

的范围内［１］ ．简单来讲， Ｈ∞ 控制器的设计旨在使

系统的跟踪误差或者干扰对系统的影响尽可能

小．因此，Ｈ∞ 控制理论具有广泛的应用背景，如船

舶、鱼雷、轧机控制等［２－４］ ．１９８９ 年，Ｄｏｙｌｅ 等人将

最优控制与 Ｈ∞ 控制的频域理论推广到了时域［５］ ．
这套理论的优势在于：首先，将问题的可解性及控

制结果最终归结为 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的可解性（因为

Ｒｉｃｃａｔｉ 理论已相当成熟［６］ ）；不仅如此，该理论还

有许多其它优点，如可以研究相应的时变问题、有
限时域问题等，因而大大拓展了控制理论的研究

范围．时域最优 Ｈ２、Ｈ∞ 的控制目的等价于分别最

小化被调节信号的 ｌ２ 范数、最小化一个 ｌ２ 诱导范

数，次优 Ｈ∞ 控制则期望找到一个控制器使得某 ｌ２
诱导范数被限制在给定的范围内．与频域法一样，
在最优 Ｈ∞ 控制性能的量化问题上，由于控制器



设计与控制性能相互耦合，时域法至今没能像 Ｈ２

控制一样显式地定量刻画出最优 Ｈ∞ 控制性能．尽
管如此， 将已有的许多 Ｈ∞ 控制方法如对策

论［７－９］、不变嵌入［１０］、不变空间的投影［１１］ 等方

法［１２］与二分法相结合则可以简单有效地解决最

优 Ｈ∞ 控制问题．通常情况下，最优 Ｈ∞ 性能的搜

索区间为 （０，γｕ］，其中，γｕ 是一个足以保证相应

次优 Ｈ∞ 控制问题可解的正实数．
由于需要求解 Ｈ∞ 型 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程，单纯解决

次优 Ｈ∞ 控制问题的代价已不小，二分法又意味

着次优 Ｈ∞ 控制问题的多次求解．因此，有必要尽

量缩小搜索范围．尝试提出一种刻画 Ｈ∞ 性能下界

的时域方法，定量刻画 Ｈ∞ 性能的下界．该下界获

取简单与 Ｈ∞ Ｒｉｃｃａｔｉ 方程及惯性条件无关．它不仅

能帮助我们快速锚定有效的搜索范围，还有助于

揭示最优控制与 Ｈ∞ 控制之间的区别、研究多通

道扰动对 Ｈ∞ 控制性能的影响以及可预演扰动对

Ｈ∞ 控制性能的影响．此外，还提出了一个次优 Ｈ∞

控制理论的等价理论．
对于任意的矩阵 Ｍ、Ｎ， Ｍ′ 为矩阵 Ｍ 的转

置，ρ（Ｍ） 为 Ｍ 的谱半径， ｄｉａｇ｛Ｍ，Ｎ｝ 为主对角

线元素是 Ｍ，Ｎ 的块对角阵．Ｉ 为维数相容的单位

阵．ｌ２ 为由所有平方可加的序列 ｘ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，…｝ 所

组成的空间．对于任意的 ｘ∈ ｌ２，‖ｘ‖２ 为 ｘ的 ｌ２ －
范数．对于任意的向量 ｘ∈Ｒｎ， ｜ ｘ ｜ ２ 为 ｘ的 ２ － 范

数．对于希尔伯特空间中的任意元素 ｘ，ｙ，〈ｘ，ｙ〉
表示 ｘ，ｙ 的内积．对于任意的列向量 ｘ，ｙ，ｃｏｌ｛ｘ，
ｙ｝ 表示由 ｘ，ｙ堆叠成的维数为 ｘ，ｙ维数之和的列

向量．此外，还假设本文中所有变量、矩阵都是维

数相容的．

１　 问题描述

考虑确定性系统

ｘｋ＋１ ＝ Ａｘｋ ＋ Ｂ１ｗｋ ＋ Ｂ２ｕｋ， （１）
ｚｋ ＝ Ｃｘｋ ＋ Ｄｕｋ ． （２）

式中： ｘ 为系统状态，ｕ 为控制输入，ｗ 为扰动输

入，ｚ 为待调节输出，Ａ，Ｂ１，Ｂ２，Ｃ，Ｄ 是已知的

矩阵．
为了保证所研究的问题有意义，下面是标准

假设．
假设 １　 （Ａ，Ｂ２） 是可镇定的；
假设 ２　 系统［Ａ，Ｂ２，Ｃ，Ｄ］ 在单位圆上无不

变零点且左可逆；
注意假设 ２ 保证了 Ｄ′Ｄ 的可逆性．
不失一般性，为了简化问题的后续推导过程

会涉及到的符号，还将假设．

假设 ３　 Ｄ′［Ｃ Ｄ］ ＝ ［０ Ｉ］ ．
标准的全息最优 Ｈ∞ 控制问题可叙述为：寻

找全息控制器使得闭环映射 Ｔｗｚ：ｗ ｜→ｚ 的 ｌ２ 诱导

范数最小，即

ｉｎｆ ｓｕｐ
ｗ

‖ｚ‖２

‖ｗ‖２
，

　 　 为方便下文的叙述记

γｏ ＝ ｉｎｆ ｓｕｐ
ｗ

‖ｚ‖２

‖ｗ‖２
．

　 　 如前所述，最优性能与控制器的耦合导致人

们很难直接求解最优 Ｈ∞ 控制问题．而利用二分法

求解最优 Ｈ∞ 控制问题的本质在于解决次优 Ｈ∞

控制问题．因此，有必要给出次优 Ｈ∞ 控制问题的

描述．
全息次优 Ｈ∞ 控制问题可叙述如下：对于给

定的 γ ＞ ０，（判断是否存在，若存在） 寻找全息控

制器 ｕｋ 使得在它的调节下，对于任意的非零能量

有界扰动，闭环映射 Ｔｗｚ： ｗ ｜→ｚ 的 ｌ２ 诱导范数均

小于 γ，即

ｓｕｐ
ｗ

‖ｚ‖２

‖ｗ‖２
＜ γ ．

　 　 由于次优 Ｈ∞ 控制问题的可解性等价于两个

条件：其一，相应的 Ｈ∞ Ｒｉｃｃａｔｉ 方程存在半正定的

可镇定解；其二，某惯性条件成立．相对精确的二

分法搜索范围则意味着以相对小的代价来解决最

优 Ｈ∞ 控制．因此，本文的目的在于找到 γ ０ 的下

界，缩小搜索范围，降低求解最优 Ｈ∞ 控制问题的

代价．

２　 最优 Ｈ∞控制问题的下界

作为陈述主要结论的准备，首先定义一些符

号．引入下面的 Ｈ２ Ｒｉｃｃａｔｉ 方程

Ｘ ＝ Ａ′ＸＡ ＋ Ｃ′Ｃ － Ａ′ＸＢ２Υ
－１Ｂ′２ＸＡ，

其中 Υ ＝ Ｄ′Ｄ ＋ Ｂ′２ＸＢ２ ．
由于假设 １、２ 的成立， Ｈ２ Ｒｉｃｃａｔｉ 方程存在

半正定的可镇定的解且 Υ ＞ ０． 根据 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程

的解 Ｘ 与 Υ， 定义下面的符号：
［Ａｘ Ｂｘ］ ＝ （Ｉ － Ｂ２Υ

－１Ｂ′２Ｘ）［Ａ Ｂ１］，
［Ｅ Ｑ］ ＝ Ｂ′ｘＸ［Ａ Ｂ１］ ，

Λ ＝ Ｑ － γ２Ｉ ，
Ψ ＝ ［Ｂｘ Ｂ２］，
Φ ＝ ｄｉａｇ｛Λ，Υ｝ ，
Ａγ ＝ Ａｘ － ＢｘΛ

－１Ｅ ．
　 　 其次，引入下面的引理，它本质上是不定空间

的投影定理，是给出本文主要结论的关键依据．
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引理 １［１３］ 　 已知Ｕ与 Ｖ是希尔伯特空间，Ｓ：
Ｕ ｜ →Ｖ 与 Ｊ ∶ Ｖ ｜ →Ｖ 是有界线性算子．若对某个

ε ＞ ０， Ｓ′ＪＳ ＞ εＩ， 则对于任意的 ｖ ∈ Ｖ，最优化

问题

ｍｉｎ
ｕ∈Ｕ

‖Ｓｕ － ｖ‖２
Ｊ ＝ ｍｉｎ

ｕ∈Ｕ
〈（Ｓｕ － ｖ），Ｊ（Ｓｕ － ｖ）〉 ，

存在唯一解且最优解

ｕ∗ ＝ （Ｓ′ＪＳ） －１Ｓ′Ｊｖ ，
等价刻画为

Ｓ′Ｊ（Ｓｕ － ｖ） ＝ ０ ．
上式意味着对于∀ｕ∈Ｕ，总有〈Ｓｕ，Ｊ（Ｓｕ∗ － ｖ）〉 ＝ ０
成立．

由于所涉及到的变量都属于希尔伯特空间，所
以〈Ｓｕ，Ｊ（Ｓｕ∗ － ｖ）〉 ＝ ０意味着最优轨道Ｓｕ∗ － ｖ与
形如 Ｓｕ 的这类轨道正交．

为了分解 Ｈ∞ 下界理论的复杂推导，给出次优

Ｈ∞控制理论的一个等价结论．
定理 １　 对于给定的γ ＞ ０和系统（１） － （２），

γ ＞ γ ｏ 的充分必要条件是 Λ ＜ ０、 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程

　 Ｚ ＝ Ａ′γＺ（Ｉ ＋ ΨΦ－１Ψ′Ｚ） －１Ａγ － Ｅ′Λ －１Ｅ． （３）
存在半正定、 可镇定解， 且使 Φ ＋ Ψ′ＺΨ 与

ｄｉａｇ｛ － Ｉ，Ｉ｝ 有相同的惯性指数．
证明　 必要性的证明基于引理 １ 与下面的差

分对策问题［９，１３］

ｍａｘ
ｗ

｛ｍｉｎ
ｕ

‖ｚ‖２
２ － γ２‖ｗ‖２

２｝ ． （４）

上式的内层优化是一个 ＬＱ 优化．根据引理 １，假
设 １、２ 能够保证 ｍｉｎ

ｕ
‖ｚ‖２

２存在唯一的解．具体来

讲，记 Ｋ 是系统（１） 的一个可镇定状态增益，则
ｕ ＝Ｋｘ ＋ ｕ，ｕ∈ ｌ２ 参数化了所有的容许控制．对于

系统［Ａ － Ｂ２Ｋ，Ｂ２，Ｃ － ＤＫ，Ｄ］，不难证明，与假设

１、２类似，（Ａ － Ｂ２Ｋ，Ｂ２） 可镇，［Ａ － Ｂ２Ｋ，Ｂ２， Ｃ －
ＤＫ，Ｄ］ 在单位圆上无不变零点且左可逆．此时，
根据引理 １，作如下定义，分别取 ｕ，ｌ２ 为引理 １ 中

的 ｕ，Ｕ，算子 Ｓ：ｕ ｜ →ｚ ∶ ｌ２ ｜ →ｌ２， 是零初始状态时

系统［Ａ － Ｂ２Ｋ，Ｂ２，Ｃ － ＤＫ，Ｄ］ 的输入输出映射．
记 ｚ是初始状态和外部扰动分别为 ｘ０ 和 ｗ时系统

［Ａ － Ｂ２Ｋ，Ｂ１，Ｃ － ＤＫ，０］ 的输出响应， 分别

取 － ｚ，ｌ２ 为引理 １ 中的 ｖ，Ｖ， Ｊ ＝ Ｉ， 则 Ｓ′Ｓ ＞ ０，
（根据假设 ３，Ｓ′Ｓ≥ Ｉ） ．此时根据引理 １，内层优化

存在唯一的最优解 ｕ＃（这同时意味着存在唯一的

最优解 ｕ＃ ＝ Ｋｘ ＋ ｕ＃）， 且最优解可被刻画为

Ｓ′（Ｓｕ＃ ＋ ｚ） ＝ Ｓ′ｚ＃ ＝ ０，这里，ｚ＃ ＝ Ｓｕ＃ ＋ｚ是给定初

始状态 ｘ０， 最优控制 ｕ＃ 及扰动ｗ时，系统（１） － （２）
的输出响应． 为方便将来叙述， 记 ｘ＃ （ｘ０，ｗ），
ｕ＃（ｘ０，ｗ），ｚ＃（ｘ０，ｗ） 均为Ｒｎ × ｌ２ 到 ｌ２ 的有界线性

算子，这些算子由最优控制问题ｍｉｎ
ｕ

‖ｚ‖２
２的解所

决定．
Ｓ′ｚ＃ ＝ ０ 可等价描述为非因果系统的输出

响应

ｐｋ ＝ （Ａ － Ｂ２Ｋ） ′ｐｋ＋１ ＋ （Ｃ － ＤＫ） ′ｚ＃ｋ＋１， （５）
０ ＝ Ｂ′２ｐｋ ＋ Ｄ′ｚ＃ｋ ． （６）

ｕ＃ 的最优性意味着由式（１）、（２）、 （５）、（６） 决定

的 ｌ２ 轨道 ｘ，ｚ，ｐ，ｕ 的最优性．ｕ＃ 的唯一性则意味

着初值 ｘ０ 和扰动 ｗ 给定时式（１）、（２）、（５）、（６）
所决定的 ｌ２ 轨道 ｘ，ｚ，ｐ，ｕ 的唯一性．

现在考虑基于内层优化的外层优化．实际上，
γ ＞ γ ｏ 意味着：对于任意的 δ ＞ ０，总存在容许的

全息控制器，使得在它的调节下，对于零初始状态

和任意的扰动 ｗ ∈ ｌ２，闭环系统的输出响应总能

满足下面的关系

γ２‖ｗ‖２
２ － ‖ｚ‖２

２ ＞ δ‖ｗ‖２
２ ． （７）

取闭环输出 ｚ ＝ ｚ＃（０，ｗ），则
γ２‖ｗ‖２

２ － ‖ｚ＃（０，ｗ）‖２
２ ＞ δ‖ｗ‖２

２ ． （８）
分别取 ｗ，ｌ２，ｌ２ × ｌ２ 为引理 １ 中的 ｕ，Ｕ，Ｖ，显然

（ｗ，ｚ＃（ｘ０，ｗ）） ∈ Ｖ，再取（０，ｚ＃（ｘ０，０）） 为引理 １
中的 － ｖ，Ｓｗ ＝ （ｗ，ｚ＃（０，ｗ）），Ｊ ＝ ｄｉａｇ｛γ ２Ｉ， － Ｉ｝ ．
根据这些定义，式（８） 可表示成

〈Ｓｗ，Ｊ（Ｓｗ ＋ （０，ｚ＃（ｘ０，０）））〉 ＝
　 　 　 　 　 　 γ ２‖ｗ‖２

２ － ‖ｚ＃（０，ｗ）‖２
２ ．

再根据引理 １，内层优化完成后的外层优化存

在唯一最优解ｗ∗，最优ｗ∗ 满足Ｓ′Ｊ（ｗ∗，ｚ∗）＝ ０，
即

　 　 　 　 　 ０ ＝ 〈Ｓｗ，Ｊ（ｗ∗，ｚ∗）〉， （９）
〈Ｓｗ，Ｊ（ｗ∗，ｚ∗）〉 ＝ γ２〈ｗ，ｗ∗〉 －〈ｚ＃（０，ｗ），ｚ＃（ｘ０，ｗ∗）〉． （１０）
　 　 由于 Ｓ′很难直接计算，令 ｕ ＝ Ｋｘ是一个可镇

定的反馈控制，ｚ 是在该反馈下、系统（１） － （２）
对于零初始状态和给定扰动 ｗ 的输出响应． 记
Δｚ ＝ｚ＃（０，ｗ） － ｚ， 则式（１０） 等价于

　 ０ ＝ γ２〈ｗ，ｗ∗〉 －〈Δｚ，ｚ＃（ｘ０，ｗ∗）〉 －〈ｚ，ｚ＃（ｘ０，ｗ∗）〉 ＝
　 　 　 γ２〈ｗ，ｗ∗〉 － 〈ｚ，ｚ＃（ｘ０，ｗ∗）〉 ． （１１）

式（１１）中的第２个等式成立是因为ｚ＃（ｘ０，ｗ）是

初始状态为 ｘ０、外部扰动为ｗ时，内层优化的最优轨

道，它正交于系统［Ａ，Ｂ２，Ｃ，Ｄ］ 在零初始状态和任

意容许控制驱动下的输出响应． 令 γ２〈ｗ，ｗ∗〉 －
〈ｚ，ｚ＃（ｘ０，ｗ∗）〉 ＝ 〈Ｓｗ，Ｊ（ｗ∗，ｚ＃（ｘ０，ｗ∗）〉，即Ｓｗ ＝
（ｗ，ｚ）．根据式（１１），可以给出最优ｗ∗ 的另一种等价

刻画Ｓ′Ｊ（ｗ∗，ｚ∗） ＝ ０ ． 它进一步意味着反因果系

统（５） 与下式的成立．
０ ＝ Ｂ′１ｐｋ － γ２ｗｋ ． （１２）

　 　 总之， 式（１）、（２）、（５）、（６）、（１２） 是最优轨

道 ｘ，ｐ，ｕ，ｗ 的唯一刻画． 记 ｕ∗（ｘ０） ＝ ｕ＃（ｘ０，
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ｗ∗（ｘ０））， ｘ∗（ｘ０） ＝ ｘ＃（ｘ０，ｗ∗（ｘ０））， ｚ∗（ｘ０） ＝
ｚ＃（ｘ０，ｗ∗（ｘ０）） ．

根据式（１）、（２）、（５）、（６）、（１２），
〈ｘ∗

ｋ ，ｐ∗
ｋ－１〉 － 〈ｘ∗

ｋ＋１，ｐ∗
ｋ 〉 ＝ ｜ ｚ∗ｋ ｜ ２

２ － γ２ ｜ ｗ∗
ｋ ｜ ２

２．
（１３）

对式（１３）的两边关于 ｋ 从 ０ 到 ∞ 求和，则
‖ｚ∗‖２

２ － γ２‖ｗ∗‖２
２ ＝ 〈ｘ０，ｐ∗

－１〉 ． （１４）
　 　 为了分离最优 ｗ与最优 ｕ对最优对策值的贡

献， 引入下面的线性变化，
ζｋ ＝ ｐｋ － Ｘｘｋ＋１ ． （１５）

　 　 分离变换式（１５）中的 ｗ 尚未优化．把式（１５）
带入式（１）、（５）、（６），可得

ζｋ－１ ＝ Ａ′ｘζｋ ＋ Ｅ′ｗｋ， （１６）
ｘｋ＋１ ＝ Ａｘｘｋ － Ｂ２Υ

－１Ｂ′２ξｋ ＋ Ｂｘｗｋ ． （１７）
　 　 观察式（１６）发现， ζｋ 完全由 ｗｓ， ｓ≥ ｋ ＋ １所

决定，特别地 ζ －１ 包含且仅包含所有的 ｗｋ，ｋ ≥ ０．
注意，式（１５） ～ （１７） 对任意的 ｗ 均成立．

现在取 ｗ ＝ ｗ∗ 且将式（１５） 带入式（１４），
则有

‖ｚ∗‖２
２ － γ２‖ｗ∗‖２

２ ＝ 〈ｘ０，Ｘｘ０〉 ＋ 〈ｘ０，ζ∗
－１〉 ． （１８）

　 　 在式 （１８） 中，最优对策值分成了两部分，
〈ｘ０，Ｘｘ０〉 等于标准 ＬＱ 的最优性能值，可粗略看

成是 ｕ∗ 对对策值的贡献，〈ｘ０，ζ∗
－１〉 则完全捕捉

了 ｗ∗ 对最优对策值的贡献．
发现，当 ｘ０ ＝ ０ 时，最优扰动 ｗ∗ 对最优对策

值的贡献为０，而ｗｋ ＝ ０， ｋ≥０对最优对策值的贡

献也为０．结合最优解ｗ∗ 的唯一性，可知ｘ０ ＝ ０时，
最优 ｗ∗

ｋ ＝ ０， ｋ≥０， 进一步有，ζ∗
－１ ＝ ０， ｕ∗

ｋ ＝ ０，
ｋ ≥ ０．

由于 ζ∗
－１与任意给定的 ｘ０总是形成一个线性

流形，而 ｘ０ ＝ ０时，ζ∗
－１ ＝ ０则说明了它们之间是严

格的线性关系．
如果将对策问题限制在区间［ｋ，∞ ） 上，前面

所有关于必要性的分析都成立，当然，ζ∗
ｋ－１与 ｘ∗

ｋ 之

间的线性关系依然成立．
相似地，可以结合式（１）、（６）、（１２） 推导 ｌ２

最优轨道 ｘ∗
ｋ 、最优控制 ｕ∗

ｋ 及最优扰动 ｗ∗
ｋ 与 ｘ０之

间的线性关系．根据式（１２）、（１５）、（１７） （为简化

符号，以下推导去掉了最优轨道的标志符号∗），
Λｗｋ ＝ Ｅｘｋ ＋ Ｂｘζｋ ．

　 　 由于最优轨道的唯一性， Λ 必然可逆．
因此，

ｗｋ ＝ Λ －１（Ｅｘｋ ＋ Ｂｘζｋ） ． （１９）
　 　 将式（１９）带入式（１６）、（１７），得到

ζｋ－１ ＝ Ｅ′Λ －１Ｅｘｋ ＋ Ａγζｋ， （２０）

ｘｋ＋１ ＝ Ａγｘｋ ＋ ΨΦ－１Ψ′ζｋ， （２１）
令

ζｓ－１ ＝ Ｚｘｓ ． （２２）
其中： ｓ ＝ ０，１，…，并将之带入式（２０）、（３１），则可

推得式（３） ．Ｉ － ΨΦ－１Ψ′ 的可逆性仍然缘于最优

轨道的唯一性．根据最优对策值的表达式（１８）、
（２２），可得最优对策值必然大于等于 ｗ ＝ ０ 时的

对策值

‖ｚ∗‖２
２ － γ２‖ｗ∗‖２

２ ＝ 〈ｘ０，Ｘｘ０〉 ＋ 〈ｘ０，Ｚｘ０〉 ，
换句话说，

〈ｘ０，Ｘｘ０〉 ＋ 〈ｘ０，Ｚｘ０〉 ≥ 〈ｘ０，Ｘｘ０〉 ≥ ０ ，
因此，

〈ｘ０，Ｚｘ０〉 ≥ ０ ．
　 　 从 ｘ０ 的任意性，Ｚ ≥ ０ 显然成立．式（３）的可

镇定性源于最优轨道属于 ｌ２ 空间．
证明 Λ 的负定性．考虑初始状态为零时的对

策问题式（４），根据式（８）， γ ＞ γ ｏ 意味着其唯一

最优解是 ｕ∗ ＝ ０，ｗ∗ ＝ ０．因此，零初始状态时，ｗ
取０外的任意值，只能导致一个严格小于０的对策

值．取 ｗ０ ≠ ０，ｗｋ ＝ ０，ｋ ≥１，ｕ ＝ ｕ＃（０，ｗ），参考式

（１３）、（１５）、（２１） 可得

‖ｚ‖２
２ － ‖ｗ‖２

２ ＝ 〈ｗ０，Ｂ′ｘζ０ ＋ Λｗ０〉 ＜ ０ ． （２３）

　 　 由于 ｗｋ ＝ ０，ｋ≥１，ζ ０ ＝∑
∞

ｉ ＝ １
（Ａｉ －１

ｘ
） ′ｗｉ ＝ ０， 从

式（２３） 立即可导出 Λ ＜ ０．
证明惯性条件． 众所周知，由式 （ １）、 （ ５）、

（６）、（１２）定义的齐次 ＨＪＢ 方程有唯一 ｌ２ 解意味

着状态与伴随状态之间存在线性关系，则
Ｐ ＝ Ａ′ＰＡ ＋ Ｃ′Ｃ － Ａ′ＰＢΠ－１Ｂ′ＰＡ ． （２４）

　 　 该线性关系完全被 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的半正定、稳
定、及满足 Π 与 ｄｉａｇ｛ － Ｉ，Ｉ｝ 有相同的惯性指数

的解所刻画， 其中 Ｂ ＝ ［Ｂ１，Ｂ２］， Π ＝ Ｂ′ＰＢ ＋
ｄｉａｇ｛ － Ｉ，Ｉ｝ ．根据式（１４），最优对策值可通过Ｐ表

示为〈ｘ０，Ｐｘ０〉，这意味着Ｐ ＝Ｘ ＋ Ｚ．复杂但直接的

代数运算表明，

Π ＝
Ｉ Ｂ′１ＸＢ２Υ

－１

０ Ｉ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
（Φ ＋Ψ′ＺΨ）

Ｉ ０
Υ－１Ｂ′２ＸＢ１ Ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

（２５）
　 　 由此，惯性条件显然成立．

充分性的证明是一个构造式的证明记．
ｕｋ ＝ － Υ －１Ｂ′２（Ｘ ＋ Ｚ）（Ａｘｋ ＋ Ｂ１ｗｋ） ． （２６）

　 　 该证明实际上是在式（３）具有给定性质解的

前提下，说明式（２６）是一个次优 Ｈ∞ 全息可镇定

反馈控制．
　 　 假设 Ｚ 是式（３） 的解，满足定理 １ 中给定的

条件．定义 Ｐ ＝ Ｘ ＋ Ｚ，但此时并不知道 Ｐ ＝ Ｘ ＋ Ｚ
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满足什么样的关系式，具有怎样的性质．因此，接
下来需要证明 Ｐ 是某个 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程满足某些性

质、条件的解．由于 Ｘ，Ｚ 均是半正定矩阵，所以 Ｐ
也是半正定矩阵． 给定初始状态 ｘ０，定义 ζ －１ ＝
Ｚｘ０ ．根据式（３） 与 ＨＪＢ 式（２０）、（２１），可推得 ｘｋ＋１

＝ （Ｉ －ΨΦ－１Ψ′） －１Ａγｘ０，ζｋ－１ ＝ Ｚｘｋ，ｋ ＞ ０．接着据

此定义 ｘｋ＋１，ζｋ，ｋ ＞ ０，再根据 ｐｋ ＝ Ｘｘｋ＋１ ＋ ζｋ 定义

ｐｋ，ｋ ≥ ０，考虑 Λ 与 Υ 的可逆性，可根据

ｕｋ ＝ － Υ －１Ｂ′２（ＸＡｘｋ ＋ ＸＢ１ｗｋ ＋ ζｋ） ． （２７）
及式（２１）定义 ｕｋ，ｗｋ，ｋ≥０，最终根据式（２） 定义

ｚｋ，ｋ ≥ ０．
上面的构造如此定义的 ｘ，ｐ，ｕ，ｗ 是式（１）、

（５）、（６）、（１２） 的 ｌ２ 解．同时，对于这样构造的 ｚ，
ｗ，还将有下面的等式成立

‖ｚ‖２
２ － γ２‖ｗ‖２

２ ＝ 〈ｘ０，Ｐｘ０〉 ．
　 　 此时并未作最优性或者唯一性的任何说明．
将基于上面的构造及结论建立 Ｐ 所满足的关系．

根据ｕｋ，ｗｋ 的定义式（２７）、（１９）及ｐｋ ＝ Ｘｘｋ＋１ ＋
ζｋ，作直接的运算可得

０ ＝ Ｂ′ＰＡｘｋ ＋ Πｃｏｌ｛ｕｋ，ｗｋ｝ ．
其中 Π 如式（２５）所示．
因此，

ｃｏｌ｛ｕｋ，ｗｋ｝ ＝ Π－１Ｂ′ＰＡｘｋ ．
　 　 说明当控制输入与外部扰动分别取上面所构

造的控制输入与外部扰动时，系统（１）实际上等

价于 ｘｋ＋１ ＝ ＡＦｘ０， ＡＦ ＝ （Ｉ － ΨΦ－１Ψ′） －１Ａγ ．有了

上面的准备，下面可推导 Ｐ实际上满足式（２４） ．记

Ｊ２ ＝∑
∞

ｋ ＝ １
｜ ｚｋ ｜ ２

２ － γ ２∑
∞

ｋ ＝ １
｜ ｗｋ ｜ ２

２，则对于任意的初始

状态 ｘ０，
　 〈ｘ０，Ｐｘ０〉 ＝ ‖ｚ‖２

２ － γ２‖ｗ‖２
２ ＝ ｜ ｚ０ ｜ ２２ － γ２ ｜ ｗ０ ｜ ２２ ＋

　 　 Ｊ２ ＝ ｜ ｚ０ ｜ ２
２ － γ２ ｜ ｗ０ ｜ ２

２ ＋ 〈ｘ１，Ｐｘ１〉 ＝
　 　 ｜ （Ｃ － ［Ｄ，０］）Π－１Ｂ′ＰＡｘ０ ｜ ２

２ －
　 　 ｜ ｄｉａｇ｛γ ２Ι，０｝Π－１Ｂ′ＰＡｘ０ ｜ ２

２ ＋
　 　 〈ｘ０，Ａ′ＦＰＡＦｘ０〉 ． （２８）
　 　 由于 ｘ０ 的任意性，左端的核矩阵 Ｐ 必然等于

最后一个等号右端的核．直接的代数推导表明，式
（２８） 右端的核矩阵即式（２４） 的右端．

需要强调的是，ＡＦ 的稳定性源自构造的解 ｘ
属于 ｌ２ ．根据式（２５），Π 的惯性条件是显然的．至
此，整个定理的证明完成．

不同于已有的 Ｈ∞ 控制理论的推导，引入了

一个可逆线性变换来分解 ｕ∗ 与 ｗ∗ 对对策值的

贡献，进而推导出等价的 Ｈ∞ 控制理论．
将以定理的方式给出本文的主要结果．

定理 ２　 对于系统（１）－（２），考虑最优 Ｈ∞ 控

制问题，则有

γｏ ≥ ρ（Ｑ） ． （２９）
　 　 证明　 根据定理 １， 对于任意的 γ ＞ γ ｏ，总
成立 Λ ＜ ０，即

γ２Ｉ ＞ Ｑ ．
两边关于 γ 取下确界，则

γ２
ｏ Ｉ ≥ Ｑ ．

则结论式（２９）是显然的．
尽管定理 ２ 仅提供了最优性能的下界而非下

确界，但由于仅依赖于 Ｈ２ Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的半正定

稳定解，所提供的下确界求解简单方便．因此，二

分法的搜索区域缩至 ［ ρ（Ｑ） ，γ］ ．
当扰动通道增加时，最优 Ｈ∞ 性能不减． 即当

另一扰动通道通过系统参数 Ｂ３ 进入系统时，
ρ（Ｑ） ＝ ρ（［Ｂ１，Ｂ３］′Ｘ（Ｉ － Ｂ２Υ

－１Ｂ′２Ｘ）［Ｂ１，Ｂ３］） ≥
ρ（Ｂ′１ＸＢｘ），不等号右端实际上即单扰动通道相应

的 Ｈ∞性能下界．
当部分扰动可以提前获取时， 因为需保证

γ ２Ｉ － Ｑ － ＥＧＥ′ 正定，所以 ρ（Ｑ － ＥＧＥ′） 必然

为最优 Ｈ∞ 性能的下界，其中Ｑ ＝ Ｂ′１ＸＢｘ， Ｇ ＞ ０．
因此，与标准 Ｈ∞ 性能下界 ρ（Ｂ′１ＸＢｘ） 相比，部分

扰动可提前获取时，最优 Ｈ∞ 性能可能被改进．

３　 数值例子

考虑 系 统 （１） － （２）， 其 中， 系 统 参 数 为

Ａ ＝
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３ ５
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ú ，Ｃ ＝

１ － ０２
１ ０
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ù
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ú
ú ，

Ｄ ＝
０
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．使用两种方法计算系统的最优Ｈ∞性能．第

一种方法，直接用二分法计算 Ｈ∞ 性能，由于没有相

应的参考，只能尽可能保守地选取二分法的搜索区

域［０，１０］，结果搜索了 ２４ 次才找到最优 Ｈ∞ 性能

１ ８６９ ６；第二种方法，计算 Ｈ２Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的解 Ｘ ＝
６ ８０９ ４ ８ ０００ ９
８ ０００ ９ １４ ０６２ ９

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，可得Ｑ ＝ ３ ４８１ ３，再计算Ｈ∞

性能的下界 ρ（Ｑ） ＝ １ ８６５ ８，此时可锚定最优Ｈ∞

性能的搜索区间［１ ８６５ ８，５］，此时，由于缩小了搜索

区间，搜索了 １３ 次就找到了最优 Ｈ∞性能 １ ８６９ ６．由
于每一次搜索都要计算一个 Ｈ∞Ｒｉｃｃａｔｉ 方程，搜索次

数每减少一次都意味着少计算一个 Ｈ∞ Ｒｉｃｃａｔｉ 方程．
因而，对于高维的系统，使用方法降低的搜索代价尤

为明显．

４　 结　 语

本文基于状态空间提出了一种研究离散 Ｈ∞
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控制性能下界的方法．因为辛矩阵与 Ｈａｎｍｉｌｔｏｎ 矩

阵可以相互转化，所以该方法也适用于连续 Ｈ∞

控制性能下界的研究［６］ ．此外，该方法不仅提供了

Ｈ∞ 控制的等价理论，也能够被用于研究复杂的

Ｈ∞ 预演控制问题．
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