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运费无差异的多品种流交通网络最小费用算法
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摘　 要： 为了解决交通网络应用中多品种流问题，对运送费用无差异的多品种流交通网络进行分析，在借鉴连续最短路

算法和 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法基础上，构造了复合参数和复合指标．基于设定的复合参数、复合指标以及相应的计算规则，
构建了多品种流交通网络最小费用流分配算法，通过算例验证了算法的可行性．运费无差异的多品种流交通网络最小费

用算法为解决交通运输领域普遍存在的运送费用无差异的多品种流最小费用流问题提供了应用基础．
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　 　 最小费用流问题是网络与流的核心问题之

一，最基本的算法是 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法，其他的

算 法 还 有 网 络 单 纯 形 算 法 （ ｇｒａｐｈ ｓｉｍｐｌｅｘ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、松弛算法（ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、消圈

算法（ｃｙｃｌｅ⁃ｃａｎｃｅｌｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、瑕疵算法（ｏｕｔ⁃ｏｆ⁃
ｋｉｌｔｅｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）等等［１－８］，这些算法都可以解决单

一品种流的最小费用流分配问题．在实际的交通

网络应用中，普遍出现了多品种流问题，所以有了

流变换、流分解、组合应用、多品种流及预流推进

等新的理论和方法［９－１３］，但这些算法都没有彻底

解决多品种流的最小费用流分配问题．针对交通

运输领域出现的多品种流交通网络，有必要对其

最小费用流分配问题作进一步研究，并在其他算

法的基础上，构造可行的最小费用流分配算法．
本文主要对运送费用无差异的多品种流交通

网络相关问题进行分析，再基于连续最短路算法

（ ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅ ｓｈｏｒｔｅｓｔ ｐａｔｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ） 和 Ｆｏｒｄ⁃
Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法的思路，构造相应的多品种流交通

网络的最小费用流算法．

１　 运送费用无差异的多品种流交通网络分析

１􀆰 １　 运送费用无差异的多品种流的交通网络引例

为了解运送费用无差异的多品种流交通网络

最小费用流问题，也为清晰地阐述相关算法的研



究，先给出运送费用无差异的多品种流交通网络

的一个引例．
引例　 有一交通网络如图 １ 所示，图中的边

分别给出了运送能力和运送量，即边的容量、流量

（零流）、费用． 其中 ｘ１ 有 Ⅰ、Ⅱ 两种产品，质量分

别为 １８、８ ｔ；ｘ２ 有 Ⅱ、Ⅲ 两种产品，质量分别为 ６、

１９ ｔ．ｙ１、ｙ２、ｙ３ 为 ３ 个需求地，ｙ１ 需要 Ⅰ、Ⅱ 两种产

品，需求量分别为 ６、７ ｔ；ｙ２ 需要 Ⅱ、Ⅲ 两种产品，
需求量分别为４、９ ｔ；ｙ３ 需要Ⅰ、Ⅲ两种产品，需求

量分别为８、１３ ｔ．现在需要设计的方案是在满足总

运送费用最少的前提下，将尽可能多的产品运送

到需求地．
I(+18)
II(+8)

I(+6)
II(+19)

x1

x2

v1

v1

Ⅰ(-6)
Ⅱ(-7)

Ⅱ(-4)
Ⅲ(-9)

Ⅱ(-8)
Ⅲ(-13)

y3

y2

y1

(9,0,15)

(8,0,8)

(8,0,5)

(4,0,5)

(6,0,8)

(8,0,23)
(7,0,6)

(8,0,5)

(5,0,14)

(7,0,21)

(6,0,7)

(5,0,13) (4,0,3)

(6,0,6)

v2

图 １　 多品种流交通网络图

　 　 针对此引例，再利用传统的最小费用流算法，就
不能设计出可行的最小费用流分配方案，所以有必

要研究此类多品种流交通网络的最小费用流问题．
１􀆰 ２　 运送费用无差异的多品种流交通网络问题分析

先给定单一品种流的交通网络Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ，Ｃ，
Ｆ，Ｗ，Ｘ，Ｙ），其中顶点集合 Ｖ ＝ （ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ），边
Ｅ ＝ （ｅ１，ｅ２，…，ｅｍ） ．对集合Ｖ取定两个非空子集Ｘ
和Ｙ，Ｘ为只发出流量的顶点集合，Ｙ为只接收流量

的顶点集合，且 Ｘ ∩ Ｙ ＝ Ø，把 Ｘ 中的顶点 ｘ 称为

网络Ｇ的源，Ｙ中的顶点ｙ称为网络Ｇ的汇．针对边

（ｖｉ，ｖｊ） 赋予 ３ 个非负的整数参数 ｃｉｊ、ｆｉｊ、ｗｉｊ，分别为

容量、流量、费用．设顶点 ｖｉ ∉Ｘ、Ｙ，即 ｖｉ 为转运点，
用 ｆ ＋（ｖｉ）表示顶点 ｖｉ 发出的流量之和，ｆ －（ｖｉ）表示

顶点 ｖｉ 接收的流量之和．设分配目标流的流值为 Ａ，
ｆＡ 为流值为 Ａ 的网络流，即 Ｖａｌｆ ＝ Ａ．

以上给出的交通网络描述，是针对运送费用

无差异的单一品种流，在实际的交通网络中，在同

一个阶段不同品种流运送费用相同的多品种流现

象普遍存在，下面对运送费用无差异的多品种流

交通网络特点进行分析．
设 ｒ为 ｑ个多品种中的第 ｒ个品种，其中 ｒ ＝ １，

２，…，ｑ．ｆｉｊｒ 为第 ｒ 个品种在边（ｖｉ，ｖｊ） 上的流量，
ｆ ＋ （ｖｉｒ） 表示顶点 ｖｉ 发出第 ｒ 个品种的流量之和，
ｆ －（ｖｉｒ） 表示顶点 ｖｉｒ 接收第 ｒ个品种的流量之和．ｗｉｊ

为所有品种在边（ｖｉ，ｖｊ） 上的运送费用．边（ｖｉ，ｖｊ） 也

要遵从容量约束条件，即所有品种的流量之和要小

于该边的容量，则有 ０≤∑
ｑ

ｒ ＝ １
ｆｉｊｒ ≤ ｃｉｊ ．所有转运顶点

ｖｉ 也都要遵从流量守恒条件，而这里所谓的流量守

恒是，既要保证所有品种的流量总和守恒，也要保

证每一个单一品种的分量之和守恒，则有

∑
ｑ

ｒ ＝ １
ｆ ＋ （ｖｉｒ） ＝ ∑

ｑ

ｒ ＝ １
ｆ － （ｖｉｒ）， ｆ ＋ （ｖｉｒ） ＝ ｆ － （ｖｉｒ） ．

　 　 基于以上分析，运送费用无差异的多品种流

交通网络最小费用流分配的线性规划模型如模型

（１）所示．针对模型（１）所刻画的多品种流交通网

络，需要设计特定的最小费用流分配算法．

ｍｉｎ ｚ ＝ ∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
∑
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∑
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ｑ
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２　 运送费用无差异的多品种流交通

网络最小费用流算法设计

　 　 单一品种流最小费用流 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法，
是通过构造增流网络，在增流网络中寻找关于费

用代数和最低的路径，再针对此路径所对应原网

络中的增流链进行流量调整．
针对运送费用无差异的多品种流交通网络，再

构造增流网络，势必会造成增流网络的结构变得庞

大而且复杂，同时计算过程更为繁琐，所以直接利

用 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法可行但不是优化的方法．
２􀆰 １　 算法思想

本文在借鉴连续最短路算法和 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ
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算法的基础上，将网络图中边的属性设计为复合参数

的形式，再针对流量分配构建复合指标，从而建立运送

费用无差异的多品种流交通网络最小费用流算法．
２􀆰 １􀆰 １　 复合参数及复合指标的设定

复合参数．费用没有差异的单一品种流交通

网络中，边（ｖｉ，ｖｊ） 的属性参数为（ｃｉｊ，ｆｉｊ，ｗ ｉｊ） ．针对

运送费用无差异的多品种流，本文把边（ｖｉ，ｖｊ） 的

属性设计为复合参数形式，即为［ｃｉｊ，ｆｉｊ（ ｆｉｊ１，…，ｆｉｊｒ，
…，ｆｉｊｑ），ｗ ｉｊ］， 其中 ｆｉｊ（ ｆｉｊ１，…，ｆｉｊｒ，…，ｆｉｊｑ） 表示边

（ｖｉ，ｖｊ） 的总流量 ｆｉｊ 中，每个品种的分流量的多少．
复合指标．在连续最短路算法中，顶点 ｖｊ 的指

标为（ ｌ（ｖｊ），ｖｉ），其中 ｌ（ｖｊ） 表示从起点经过顶点

ｖｉ 到顶点 ｖｊ 关于费用的最短路长度，ｖｉ 表示 ｖｊ 的前

一个顶点．在 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法中，针对流量调

整，顶点 ｖｊ 的指标为（ｕ，边的方向，δ），其中 ｕ表示

被标识点 ｖｊ 的前一个顶点；边的方向通过“ ＋” 或

“ －” 来标识是前向边还是后向边；δ 表示流量的

调整量．针对多品种流交通网络，既要考虑最短路

指标和流量调整指标，还要考虑多品种问题，所以

本文构建了复合指标，其形式为（ ｌ（ｖｊ），ｖｉ，边的方

向） ｜ ［λ（λ １，…，λ ｒ…，λ ｐ）］ ．其中 ｌ（ｖｊ） 表示第 ｒ
个品种从起点经过前一个顶点 ｖｉ 到顶点 ｖｊ，关于

运送费用最低的最短路长度；ｖｉ 表示顶点 ｖｊ 的前

一个顶点；边的方向表明边（ｖｉ，ｖｊ） 是前向边还是

后向边，即（ｖｉ，ｖｊ） 的流量是增加还是减少；λ 表示

在关于运送费用最低的当前链路中，针对总流量

ｆｉｊ 的调整量；λ ｒ 表示在当前链路中，针对第 ｒ 个品

种分流量 ｆｉｊｒ 的最大可能调整量．
２􀆰 １􀆰 ２　 复合指标中相关指标的计算规则

规则 １　 若边（ｖｉ，ｖｊ） 为前向边且 ｆｉｊ ＜ ｃｉｊ 时，
ｌ（ｖｊ） ＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｖｊ），ｌ（ｖｉ） ＋ Ｗｉｊ｝， λ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｃｉｊ －
ｆｉｊ｝．因为此时总流量只能增加，而每个品种的分流量

都有增加的可能性，所以λ ｒ ＝ λ，其中 ｒ ＝ １，２，…，ｑ．
规则 ２ 　 若边（ｖｉ，ｖｊ） 为后向边且 ｆｉｊ ＞ ０，

ｌ（ｖｊ） ＝ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｊ），ｌ（ｖｉ） － Ｗｉｊ｝， λ ＝ｍｉｎ｛λ，ｆｉｊ｝ ．因
为此时总流量只能减小，每个品种的分流量都有

减小的可能性，但每个品种的分流量不能减小为

小于 ０，所以 λ ｒ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｆｉｊｒ｝，其中 ｒ ＝ １，２，…，ｑ．
规则 １、２ 基于连续最短路算法给出了当前最

短路的长度 ｌ（ｖｊ）； 基于 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法给出

了当前链路中针对总流量 ｆｉｊ 的调整量 λ；基于前

面的容量约束条件，给出了当前链路中针对第 ｒ
个品种分流量 ｆｉｊｒ 的最大可能调整量 λ ｒ ．
２􀆰 １􀆰 ３　 增流链的流量调整量确定规则

尽管规则 １、规则 ２计算了当前链路的相关指

标，但针对第 ｒ 个品种的分流量 ｆｉｊｒ，只给出了最大

可能的调整量，那么针对从源到汇的增流链，总流

量 ｆｉｊ 的调整量以及各个品种分量 ｆｉｊｒ 的调整量还

没有最终确定．
设针对增流链总流量 ｆｉｊ 的调整量为 δ，基于

Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法可知 δ ＝ ｍｉｎ｛λ，Ａ － Ｖａｌｆ｝ ．
设针对增流链品种分量 ｆｉｊｒ 的调整量为 δ ｒ，下

面给出确定 δ ｒ 的规则 ３ 和规则 ４．
规则 ３　 若至少存在一个品种的最大可能调

整量与总流量调整量相等， 即有 ｍａｘ｛λ １，…，
λ ｒ…，λ ｐ｝ ＝ δ，则任取其中一个最大的关于品种 ｋ
的 λ ｋ，令 δ ｋ ＝ λ ｋ ＝ δ，此时增流链的总流量以及分

流量的调整量即为 δ（０，…，δ ｋ，…，０） ．
规则 ４　 若不存在任意一个品种的最大可能

调整量与总流量调整量相等， 即 ｍａｘ｛λ １，…，
λ ｒ…，λ ｐ｝ ＜ δ，则任取其中一个最大的 λ ｋ，令 δ ｋ ＝
λ ｋ ．此时针对分流量的调整幅度还剩余 δ ＝ δ － δ ｋ，
再任取其余一个最大的 λｍ，即 λｍ ＝ ｍａｘ｛λ １，…，
λ ｒ…，λ ｐ；其中不包含 λ ｋ｝，那么 δｍ ＝ ｍｉｎ｛δ，λｍ｝ ．
此时针对分流量还剩余 δ ＝ δ － δｍ，依次如上类

推，直到 δ ＝ ０ 为止．没有被确认的分流量的调整

量 λ ｉ ＝ ０．此时增流链的总流量以及分流量的调整

量即为 δ（０，…，δ ｋ，…，δｍ，…，０） ．
规则 ３、规则 ４ 是在所有品种流量之和要小

于该边容量的基础上，对分流量调整幅度最大的

品种来优先增加流量，目的是在运送费用最低的

增流链上，尽可能多的增加分流量．
２􀆰 １􀆰 ４　 增流链的流量调整规则

基于 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法， 将关于运送费用

最低的增流链的流量进行调整，即增流链中的边

（ｖｉ，ｖｊ） 的复合参数按照如下规则修改．
规则 ５　 若（ｖｉ，ｖｊ） 为前向边，其复合参数修

改为［ｃｉｊ，ｆｉｊ ＋ δ（ ｆｉｊ１ ＋ δ １，…，ｆｉｊｒ ＋ δ ｒ，…，ｆｉｊｑ ＋ δ ｑ），
ｗ ｉｊ］；若（ｖｉ，ｖｊ） 为后向边，其复合参数修改为［ｃｉｊ，
ｆｉｊ － δ（ ｆｉｊ１ － δ １，…，ｆｉｊｒ － δ ｒ，…，ｆｉｊｑ － δ ｑ），ｗ ｉｊ］ ．
２􀆰 ２　 算法步骤

基于给出的复合参数、复合指标以及相应的

规则，本文算法的思路是，随着所求最短路的延

伸，同时消除非增流边，这样既杜绝了二次求解问

题，也避免了全枚举的问题，算法步骤如下．第 １ ～
３ 步为初始化过程，第 ４ ～ ８ 步为寻找费用最低的

增流链过程，第 ９～１１ 步为流量调整过程．
第 １ 步 　 设源 Ｘ ＝ ｛ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｎ｝，转运

点 Ｖ ＝ ｛ｖ１，…，ｖｉ，…，ｖｎ｝，汇 ｙｉ ＝ ｛ｙ１，…， ｙｉ，…，
ｙｎ｝ ．设源 ｘｉ 具有第 ｒ品种的数量为 ｓｉ ｒ，汇 ｙｉ 需要第

ｒ品种的数量为 ｔｉ ｒ ．设λ ＝ λ ｒ ＝ ＋∞， 设集合Ｓ ＝Ø，
集合 Ｔ ＝ ｛ｘ１，…， ｘｉ，…，ｘｎ，ｖ１，…， ｖｉ，…，ｖｎ， ｙ１，
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…， ｙｉ，…，ｙｎ｝ ．
第 ２ 步　 对运送费用无差异的多品种流交

通网络，在零流（平凡流） 基础上，利用给出的容

量、费用，把边的属性设为复合参数形式，即［ｃｉｊ，
ｆｉｊ（ ｆｉｊ１，…，ｆｉｊｒ，…，ｆｉｊｑ），ｗ ｉｊ］， 此 时 初 始 的 流 量

ｆｉｊ（ ｆｉｊ１，…，ｆｉｊｒ，…，ｆｉｊｑ） 均为 ０（０，…，０，…，０），即有

Ｖａｌｆ ＝ ０．
第 ３ 步　 设 ｌ（ｘｉ） ＝ ０，对起点 ｘｉ 赋予复合指

标（０，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞，…， ＋ ∞…， ＋ ∞）］；
设其余顶点的 ｌ（ｖｉ） ＝ ＋ ∞、ｌ（ｙｉ） ＝ ＋ ∞，那么其余

顶点 均 可 以 赋 予 复 合 指 标 （ ＋ ∞，０， ＋ ） ｜
［ ＋ ∞（ ＋ ∞，…， ＋ ∞，…， ＋ ∞）］ ．

第 ４ 步　 选择起点 ｘｉ 检查，将起点 ｘｉ 复合指

标标上 ∗，表示顶点 ｖｉ 已被检查．同时设集合 Ｓ ＝
｛ｘｉ｝，ｘｉ ∉ Ｔ．

第 ５ 步　 若 ｘｉ 与其他顶点没有直接连线，其
他顶点的复合指标保持不变；若有直接连线，则计

算其他顶点的复合指标值，计算方法如下：１）（ｘｉ，
ｖｊ） 为前向边．若 ｆｉｊ ＝ ｃｉｊ，此时流量不能增加，即边

（ｘｉ，ｖｊ） 不能成为增流链中的边，那么最短路也就

不能经过该边，此时顶点 ｖｊ 的复合指标保持不变．
若 ｆｉｊ ＜ ｃｉｊ，此时流量可以增加，即边（ｘｉ，ｖｊ） 可以

成为增流链中的边，那么最短路也就可以经过该

边．复合指标中的各个指标计算如下：按照规则 １
可知 ｌ（ｖｊ） ＝ ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｊ），ｌ（ｘｉ） ＋ Ｗｉｊ｝，如果 ｌ（ｖｊ） 值

来自第 １项 ｌ（ｖｊ），顶点 ｖｊ 的复合指标保持不变．如
果 ｌ（ｖｊ） 值来自第 ２ 项 ｌ（ｘｉ） ＋ Ｗｉｊ，总流量调整量

λ ＝ｍｉｎ｛λ，ｃｉｊ － ｆｉｊ，Ａ － Ｖａｌｆ｝ ．当 ｖｊ ∈ Ｖ时，所有品

种的最大可能调整量λ ｒ ＝λ．当 ｖｊ ∈ Ｙ 时，若 ｓｉ ｋ －
ｆ ＋（ｘｉｋ） ＝ ０或 ｔ ｊ ｋ － ｆ －（ｙ ｊｋ） ＝ ０，则 ｋ品种的最大可

能调整量 λ ｋ ＝ ０，其余品种的最大可能调整量

λ ｒ ＝ｍｉｎ｛λ，ｔ ｊ ｋ － ｆ －（ｙ ｊｋ）｝；否则，所有品种的最大

可能调整量 λ ｒ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｔ ｊ ｋ － ｆ －（ｙ ｊｋ）｝ ．此时需要

将顶点 ｖｊ 复合指标修改为（ ｌ（ｖｊ），ｘｉ，边的方向） ｜
［λ（λ １，…，λ ｒ…，λ ｐ）］ ．２）（ｘｉ，ｖｊ） 为 后 向 边． 若

ｆｉｊ ＝０，此时流量不能减少，即边（ｘｉ，ｖｊ） 不能成为

增流链中的边，那么最短路也就不能经过该边，此
时顶点 ｖｊ 的复合指标保持不变．若 ｆｉｊ ＞ ０，此时流

量可以减少，即边（ｘｉ，ｖｊ） 可以成为增流链中的

边，那么最短路也就可以经过该边．复合指标中的

各个指标计算如下： 按照规则 ２ 可知 ｌ（ｖｊ） ＝
ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｊ），ｌ（ｘｉ） － Ｗｉｊ｝，如果 ｌ（ｖｊ） 值来自第 １ 项

ｌ（ｖｊ），顶点 ｖｊ 复合指标保持不变．如果 ｌ（ｖｊ） 值来

自第２项 ｌ（ｘｉ） － Ｗｉｊ，总流量的调整量λ ＝ｍｉｎ｛λ，
ｆｉｊ，Ａ － Ｖａｌｆ｝ ．当 ｖｊ ∈Ｖ时，所有品种的最大可能调

整量 λ ｒ ＝ｍｉｎ｛λ，ｆｉｊｒ｝ ． 当 ｖｊ ∈ Ｙ 时， 若 ｓｉ ｋ －

ｆ ＋（ｘｉｋ） ＝０ 或 ｔ ｊ ｋ － ｆ －（ｙ ｊｋ） ＝ ０，则 ｋ品种的最大可

能调整量 λ ｋ ＝ ０，其余品种的最大可能调整量

λ ｒ ＝ｍｉｎ｛λ，ｆｉｊｒ，ｔ ｊ ｋ － ｆ －（ｙ ｊｋ）｝；否则，所有品种的

最大可能调整量λ ｒ ＝ｍｉｎ｛λ，ｆｉｊｒ，ｔ ｊ ｋ － ｆ －（ｙ ｊｋ）｝ ．此
时需要将顶点 ｖｊ 复合指标修改为（ ｌ（ｖｊ），ｘｉ，边的

方向） ｜ ［λ（λ １，…，λ ｒ…，λ ｐ）］ ．
第 ６ 步 　 针 对 顶 点 ｖｊ， 计 算 ｌ（ｖｊ）∗ ＝

ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｊ）；其中 ｊ ＝ １，２，…，ｎ；ｖｊ ∉ Ｓ｝ ．将顶点 ｖｊ 的
复合指标标上 ∗，表示顶点 ｖｊ 已被检查，设集合

Ｓ ＝｛ｘｉ，…，ｖｊ｝，ｖｊ ∉ Ｔ．当 ｖｊ ∈ Ｙ 时，转第 ９ 步，否
则转第 ７ 步．

第 ７ 步　 从顶点 ｖｊ 出发，求其他顶点 ｖｋ 的复

合指标．若顶点 ｖｊ 与顶点 ｖｋ 没有直接连线，顶点 ｖｋ
的复合指标保持不变；若有直接连线，则计算顶点

ｖｋ 的复合指标值，计算方法如下：１）（ｖｊ，ｖｋ） 为前

向边．若 ｆ ｊｋ ＝ ｃｊｋ，此时流量不能增加，即边（ｖｊ，ｖｋ）
不能成为增流链中的边，那么最短路也就不能经

过该边，此时顶点 ｖｋ 的复合指标保持不变．若 ｆ ｊｋ ＜
ｃｊｋ，此时流量可以增加，即边（ｖｊ，ｖｋ） 可以成为增

流链中的边，那么最短路也就可以经过该边．复合

指标中的各个指标计算如下：按照规则 １ 可知

ｌ（ｖｋ） ＝ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｋ），ｌ（ｖｊ） ＋ Ｗ ｊｋ｝，如果 ｌ（ｖｋ） 值来自

第 １ 项 ｌ（ｖｋ），顶点 ｖｋ 的复合指标保持不变．如果

ｌ（ｖｋ） 值来自第 ２ 项 ｌ（ｖｊ） ＋ Ｗ ｊｋ，总流量的调整量

λ ＝ｍｉｎ｛λ，ｃｊｋ － ｆ ｊｋ，Ａ － Ｖａｌｆ｝ ．当 ｖｋ ∈Ｖ时，所有品

种的最大可能调整量 λ ｒ ＝ λ．当 ｖｋ ∈ Ｙ时，若 ｔ ｊ ｋ －
ｆ －（ｙ ｊｋ） ＝０，则 ｋ品种的最大可能调整量λ ｋ ＝ ０，其
余品种的最大可能调整量 λ ｒ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｔ ｊ ｋ －
ｆ －（ｙ ｊｋ）｝；否则，所有品种的最大可能调整量 λ ｒ ＝
ｍｉｎ｛λ，ｔ ｊ ｋ － ｆ －（ｙ ｊｋ）｝ ．此时需要将顶点 ｖｋ 复合指

标修改为（ ｌ（ｖｋ），ｖｊ，边的方向） ｜ ［λ（λ １，…，λ ｒ，
…，λ ｐ）］ ．２）（ｖｊ，ｖｋ） 为后向边．若 ｆ ｊｋ ＝ ０，此时流量

不能减少，即边（ｖｊ，ｖｋ） 不能成为增流链中的边，
那么最短路也就不能经过该边，此时顶点 ｖｋ 的复

合指标保持不变．若 ｆ ｊｋ ＞ ０，此时流量可以减少，
即边（ｖｊ，ｖｋ） 可以成为增流链中的边，那么最短路

也就可以经过该边．复合指标中的各个指标计算

如下：按照规则 ２ 可知 ｌ（ｖｋ） ＝ ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｋ），ｌ（ｖｊ） －
Ｗ ｊｋ｝，如果 ｌ（ｖｋ） 值来自第 １ 项 ｌ（ｖｋ），顶点 ｖｋ 复合

指标保持不变．如果 ｌ（ｖｋ） 值来自第 ２ 项 ｌ（ｖｊ） －
Ｗ ｊｋ，总流量的调整量 λ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｆ ｊｋ，Ａ － Ｖａｌｆ｝ ．当
ｖｋ ∈ Ｖ 时， 所有品种的最大可能调整量 λ ｒ ＝
ｍｉｎ｛λ，ｆ ｊｋｒ｝ ．当 ｖｋ ∈ Ｙ时，若 ｔ ｊ ｋ － ｆ －（ｙ ｊｋ） ＝ ０，则 ｋ
品种的最大可能调整量 λ ｋ ＝ ０，其余品种的最大

可能调整量 λ ｒ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｆ ｊｋｒ，ｔ ｊ ｋ － ｆ －（ｙ ｊｋ）｝；否则，
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所有品种的最大可能调整量 λ ｒ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｆ ｊｋｒ，ｔ ｊ ｋ －
ｆ －（ｙ ｊｋ）｝ ．此时需要将顶点 ｖｋ 复合指标修改为

（ ｌ（ｖｋ），ｖｊ，边的方向） ｜ ［λ（λ １，…，λ ｒ…，λ ｐ）］ ．
第 ８ 步 　 针对顶点 ｖｋ， 计算 ｌ（ｖｋ）∗ ＝

ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｋ）；其中 ｊ ＝ １，２，…，ｎ；ｖｋ ∉ Ｓ｝ ．将顶点 ｖｋ
复合指标标上 ∗，表示顶点 ｖｋ 已被检查，设集合

Ｓ ＝｛ｘｉ，…，ｖｋ｝，ｖｋ ∉ Ｔ．当 ｖｋ ∈ Ｙ 时，转第 ９ 步．
第 ９ 步　 当 ｙｉ ⊆Ｓ时，自汇 ｙｉ 逆向追踪，沿着

每个顶点复合指标中第 １ 个子指标组的 ｖｉ 即可得

出运送费用最低的增流链，路长为 ｌ（ｙｉ），总流量

的调整量 δ ＝ λ．再按照规则 ３、４，即可确定出增流

链中每个品种的分流量的调整量 δ ｒ ．
第 １０ 步　 按照规则 ５，对增流量的总流量及

分流量进行调整．
第 １１ 步　 转到第 ３ 步，反复进行，直到找不

到关于运送费用最低的增流链为止．

３　 示例求解

为了说明本文算法，下面对引例进行最小费

用最大流分配，最小费用最大流的目标流是最大

流，此时将算法中总流量调整量 λ 公式中的 Ａ －
Ｖａｌｆ 去掉即可．由于图显示空间的局限，不对顶点

进行复合指标的标号；另外，因篇幅限制，将相应

的计算过程省略．
第 １ 步　 设集合 Ｓ ＝ Ø，集合 Ｔ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，ｖ１，

ｖ２，ｖ３，ｙ１，ｙ２，ｙ３｝ ．此时初始的流量 ｆｉｊ（ ｆｉｊ１，ｆｉｊ２，ｆｉｊ３） 均

为 ０（０，０，０） ．此问题涉及 Ｉ、ＩＩ、ＩＩＩ ３ 个品种，这里

用 １、２、３序号来标识．对起点ｘｉ 均赋予复合指标（０，
０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞，＋ ∞， ＋ ∞）］；对其余各个顶点

均可以赋予复合指标（ ＋ ∞，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞，
＋ ∞， ＋ ∞）］．图 ２ 为求解时流量调整以后某一过

程的状态图．
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图 ２　 某一过程流量调整后的状态图

　 　 第 ２ 步　 对图 ２继续寻找关于运送费用最低

的增流链．表 １ 为分别从源 ｘ１、ｘ２ 出发的复合指标

计算结果表（此计算过程省略） ．
表 １　 复合指标结果

顶点 复合指标

ｘ１ （０，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］ ∗

ｘ２ （０，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］ ∗

ｖ１ （１５， ｘ２， ＋） ｜ ［９（９，９，９）］∗

ｖ２ （ ＋ ∞，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］

ｖ３ （ ＋ ∞，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］

ｙ１ （２３， ｘ１， ＋） ｜ ［３（０，０，０）］

ｙ２ （ ＋ ∞，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］

ｙ３ （ ＋ ∞，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］

　 　 针对表 １ 取 ｌ（ｖｊ）∗ ＝ ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｊ）；ｖｊ ∉ Ｓ｝ ＝
ｍｉｎ｛１５，２３｝ ＝ １５ ＝ ｌ（ｖ１）∗，将表 １中顶点 ｖ１ 的指

标标记 ∗，此时 Ｓ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，ｖ１｝，集合 Ｔ ＝ ｛ｖ２，ｖ３，
ｙ１，ｙ２，ｙ３｝ ．从顶点 ｖ１ 出发，继续求复合指标，顶点

ｖ１ 与顶点 ｖ２、ｖ３、ｙ１、ｙ２ 有直接连线，只需计算这４个
顶点的复合指标即可，其余顶点复合参数保持不变，
详细计算过程如下：１）（ｖ１，ｖ２） 为后向边，同时 ｆ１２ ＝

３ ＞ ０，此边可以成为增流链中的边，则 ｌ（ｖ２） ＝
ｍｉｎ｛ｌ（ｖ２），ｌ（ｖ１） －Ｗ１２｝ ＝ ｍｉｎ｛ ＋∞，１０｝ ＝ １０，ｌ（ｖ２）
值来自第 ２ 项，总流量的调整量 λ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｆ１２｝ ＝
ｍｉｎ｛９，３｝ ＝ ３，ｖ２ ∈ Ｖ，各个品种的最大调整量分别

为λ１ ＝ ３， λ２ ＝ λ３ ＝ ０．２）（ｖ１，ｖ３） 为前向边，同时

ｆ１３ ＝ ２ ＜ ｃ１３ ＝ ６，此边可以成为增流链中的边，则
ｌ（ｖ３）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｖ３），ｌ（ｖ１） ＋ Ｗ１３｝ ＝ ｍｉｎ｛ ＋∞，２３｝ ＝
２３，ｌ（ｖ２） 值来自第 ２ 项， 总流量的调整量 λ ＝
ｍｉｎ｛λ，ｃ１３ － ｆ１３｝ ＝ｍｉｎ｛９，６ － ２｝ ＝ ４，此时 ｖ３ ∈Ｖ，
各个品种的最大调整量分别为λ １ ＝λ ２ ＝ λ ３ ＝ ４．
３）（ｖ１，ｙ１） 为前向边，此时 ｆ１１ ＝ ８ ＝ ｃ１１ ＝ ８，此时总

流量不能增加，即边不可以成为增流链中的边，那
么最短路也就不能经过该边，此时顶点 ｙ１ 的复合

指标保持不变． ４）（ｖ１，ｙ２） 为前向边，同时 ｆ１２ ＝
０ ＜ ｃ１２ ＝ ５， 此边可以成为增流链中的边， 则

ｌ（ｙ２） ＝ｍｉｎ｛ ｌ（ｙ２），ｌ（ｖ１） ＋ Ｗ１２｝ ＝ ｍｉｎ｛ ＋ ∞，
２８｝ ＝２８，ｌ（ｙ２） 值来自第 ２ 项，总流量的调整量

λ ＝ｍｉｎ｛λ，ｃ１２ － ｆ１２｝ ＝ ｍｉｎ｛９，５ － ０｝ ＝ ５．汇 ｙ２ 不

需要第 Ｉ品种，则第 Ｉ品种的最大可能调整量 λ １ ＝
０；针对第 ＩＩ 品种有 λ２ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｔ２２ － ｆ －（ｙ２２）｝ ＝
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ｍｉｎ｛５，４ － ０｝ ＝ ４；对第Ⅲ品种有λ３ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｔ２３ －
ｆ －（ｙ２３）｝ ＝ ｍｉｎ｛５，９ － ６｝ ＝ ３．修改后的复合指标如

表 ２ 所示．
表 ２　 复合指标结果

顶点 复合指标

ｘ１ （０，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］ ∗

ｘ２ （０，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］ ∗

ｖ１ （１５， ｘ２， ＋） ｜ ［９（９，９，９）］∗

ｖ２ （１０， ｖ１， －） ｜ ［３（３，０，０）］∗

ｖ３ （２３， ｖ１， ＋） ｜ ［４（４，４，４）］∗

ｙ１ （２３， ｘ１， ＋） ｜ ［３（０，０，０）］

ｙ２ （２８， ｖ１， ＋） ｜ ［５（０，４，３）］

ｙ３ （ ＋ ∞，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］

　 　 针对表 ２ 取 ｌ（ｖｊ）∗ ＝ ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｊ）；ｖｊ ∉ Ｓ｝ ＝
ｍｉｎ｛１０，２３，２３，２８｝ ＝ １０ ＝ ｌ（ｖ２）∗，将表 ２ 中顶点

ｖ２ 的指标标记∗．此时Ｓ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，ｖ１，ｖ２｝，集合Ｔ ＝
｛ｖ３，ｙ１，ｙ２，ｙ３｝ ．从顶点 ｖ２ 出发，继续求复合指标，
顶点 ｖ２ 与顶点 ｖ３、ｙ３ 有直接连线．但由于在前向边

（ｖ２，ｖ３） 上，ｆ２３ ＝ ８ ＝ ｃ２３ ＝ ８，此时流量不能增加，即
边（ｖ２，ｖ３） 不能成为增流链中的边，那么最短路也

就不能经过该边，此时顶点 ｖ３ 的复合指标保持不

变；同理，在前向边（ｖ２，ｙ３） 上由于 ｆ２３ ＝ ５ ＝ ｃ２３ ＝ ５，
流量不能增加，此时顶点 ｙ３ 的复合指标保持不变．
此种情况说明，无法通过顶点 ｖ２ 找到一条到达汇

的增流链，此时需要返回到前一个顶点 ｖ１，通过与

顶点 ｖ１ 有直接连线的其他顶点来寻找最短路．针
对表 ２ 取 ｌ（ｖｊ）∗ ＝ ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｊ）；ｖｊ ∉ Ｓ｝ ＝ ｍｉｎ｛２３，
２３，２８｝ ＝ ２３ ＝ ｌ（ｙ１） ＝ ｌ（ｖ３）∗，这里选择顶点 ｖ３ 作
为标记点，即将表 ２中顶点 ｖ３ 的指标标记∗．此时

Ｓ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，ｖ１，ｖ２，ｖ３｝，集合 Ｔ ＝ ｛ｙ１，ｙ２，ｙ３｝ ．
从顶点 ｖ３ 出发，继续求复合指标，顶点 ｖ３ 与

顶点 ｙ１、ｙ２、ｙ３ 有直接连线，只需要计算这 ３ 个顶

点的复合指标即可，其余顶点复合参数保持不变，
详细计算过程如下：１）（ｖ３，ｙ１） 为前向边， 此时

ｆ３１ ＝０ ＜ ｃ３１ ＝ ４，此边可以成为增流链中的边，则
ｌ（ｙ１） ＝ ｍｉｎ｛ ｌ（ｙ１），ｌ（ｖ３） ＋ Ｗ３１｝ ＝ ｍｉｎ｛２３，２６｝ ＝
２３，ｌ（ｙ１） 值来自第 １ 项，顶点 ｙ１ 的复合指标保持

不变．２）（ｖ３，ｙ２） 为前向边，此时ｆ３２ ＝ｃ３２ ＝ ６，此时

流量不能增加，即边（ｖ３，ｙ２） 不能成为增流链中的

边，那么最短路也就不能经过该边，顶点 ｙ２ 的复

合指标保持不变．３）（ｖ３，ｙ３） 为前向边，此时 ｆ３３ ＝
４ ＜ ｃ３３ ＝ ６， 此边可以成为增流链中的边． 则

ｌ（ｙ３） ＝ｍｉｎ｛ ｌ（ｙ３），ｌ（ｖ３） ＋ Ｗ３３｝ ＝ ｍｉｎ｛ ＋ ∞，
３０｝ ＝３０，ｌ（ｙ３） 值来自第 ２ 项，总流量的调整量

λ ＝ｍｉｎ｛λ，ｃ３３ － ｆ３３｝ ＝ｍｉｎ｛４，６ － ４｝ ＝ ２，此时针

对第 Ｉ品种有 ｔ３ １ － ｆ －（ｙ３１） ＝８ － （５ ＋ ２） ＝ １，则第

Ｉ 品种的最大可能调整量 λ １ ＝ ｍｉｎ｛λ，ｔ３ １ －
ｆ －（ｙ３１）｝ ＝ｍｉｎ｛２，１｝ ＝ １；针对第 Ⅱ 品种有 ｔ３ ２ －
ｆ －（ｙ３２） ＝０，则第 Ⅱ 品种的最大可能调整量 λ ２ ＝
０；针对第 Ⅲ 品种有 ｔ３ ３ － ｆ －（ｙ３３） ＝１３ － （０ ＋ ２ ＋
７） ＝ ４， 则第 Ⅲ 品种的最大可能调整量 λ ３ ＝
ｍｉｎ｛λ，ｔ３ ３ － ｆ －（ｙ３３）｝ ＝ ｍｉｎ｛２，４｝ ＝ ２．修改后的

复合指标如表 ３ 所示．
表 ３　 复合指标结果

顶点 复合指标

ｘ１ （０，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］ ∗

ｘ２ （０，０， ＋） ｜ ［ ＋ ∞（ ＋ ∞， ＋ ∞， ＋ ∞）］ ∗

ｖ１ （１５， ｘ２， ＋） ｜ ［９（９，９，９）］∗

ｖ２ （１０， ｖ１， －） ｜ ［３（３，０，０）］∗

ｖ３ （２３， ｖ１， ＋） ｜ ［４（４，４，４）］∗

ｙ１ （２３， ｘ１， ＋） ｜ ［３（０，０，０）］

ｙ２ （２８， ｖ１， ＋） ｜ ［５（０，４，３）］∗

ｙ３ （３０， ｖ３， ＋） ｜ ［２（１，０，２）］

　 　 针对表 ３ 取 ｌ（ｖｊ）∗ ＝ ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｊ）；ｖｊ ∉ Ｓ｝ ＝
ｍｉｎ｛２３，２８，３０｝ ＝ ２３ ＝ ｌ（ｙ１）∗．由此可知关于费

用的最短路的增流链应为 ｘ１ → ｙ１，但由于汇 ｙ１ 需

要的第 Ｉ、ＩＩ 品种已全部满足，其流量无法增加，此
时需要选择包含汇的次最短路． 针对表 ３ 取

ｌ（ｖｊ）∗ ＝ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｊ）；ｖｊ ∉ Ｓ｝ ＝ｍｉｎ｛２８，３０｝ ＝ ２８ ＝
ｌ（ｙ２）∗．将表 ３中顶点 ｙ２ 的指标标记∗，此时 Ｓ ＝
｛ｘ１，ｘ２，ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｙ２｝，集合 Ｔ ＝ ｛ｙ１，ｙ３｝ ．因为 ｙ２ ⊆
Ｓ，说明已经找到关于运送费用最低的增流链．

自汇 ｙ２，沿着每个顶点复合指标中第 １ 个子

指标组的第 ２ 个指标逆向追踪，可得出关于费用

的最短路为 ｘ２ → ｖ１ → ｙ２，路长为 ２８，总流量调整

量 δ ＝ ５．因为 ｍａｘ｛λ １，λ ２，λ ３｝ ＝ ｍａｘ｛０，４，３｝ ≤
δ ＝５，则任取其中一个最大的 λ ２ ＝ ４，令 δ ２ ＝ λ ２ ＝
４．此时针对分流量的调整幅度还剩余 δ ＝ δ － δ２ ＝
５ － ４ ＝ １，再任取其余一个最大的 λ３， 则 δ３ ＝
ｍｉｎ｛δ，λ３｝ ＝ ｍｉｎ｛１，３｝ ＝ １，此时分流量的调整幅

度已经为 δ ＝ ０，则 δ１ ＝ ０．即增流链的总流量及分流

量的调整量为 ５（０，４，１）．流量分配结果如图 ３ 所示．
第 ３ 步　 针对图 ３ 继续寻找关于运送费用最

低的增流链，余下过程省略，最终的最小费用最大

流分配结果如图 ４ 所示．
　 　 针对图 ４， 仍能寻找到增流链 ｘ２ → ｖ１ → ｖ３ →
ｙ１，但由于 ｙ１ 所需要的第 Ｉ、ＩＩ 品种已经全部得到

满足，不需要对流量进行增加，并且从源 ｘ１、ｘ２ 出

发的边中，只有边（ｘ１，ｙ１） 为不饱和边，但汇 ｙ１ 需

要的第 Ｉ、ＩＩ 品种已经得到全部满足，不需要对流
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量进行增加，因此此时为最小费用流．由图 ４ 可以

知道，该引例中各个品种的具体运送方案，把该引

例的总体方案以及各个品种的具体方案汇总，发

送和接收的总量均为 ４２，则 ３ 个品种的费用 ＷⅠ、
ＷⅡ、ＷⅢ 分别为 ２９９、１８９、３６５，总费用 Ｗ ＝ ＷⅠ ＋
ＷⅡ ＋ ＷⅢ ＝ ８５３．
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图 ３　 流量调整后的状态图
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图 ４　 多品种流的最小费用最大流量终分布状态图

４　 结　 论

１）在连续最短路算法和 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ 算法

基础上，通过构建复合指标，建立了运送费用无差

异的多品种流最小费用流分配方法，另外，通过设

计复合参数，也标定了多品种流的流量分配状态．
２）构造的基于复合参数和复合指标的多品

种流最小费用流算法，避免了传统算法需要改变

网络图结构的不足，在算法实现上也体现了便利．
在交通运输领域，存在运送费无差异的多品种流

分配问题，但针对此类问题的研究文献还不多见，
该算法也为解决交通网络的一系列相关实际问题

提供了应用基础．
３）在实际应用中，多品种流大部分会存在费

用上的差异，相对的算法设计难度较大，在此研究

的基础上，后期需要研究运送费用有差异的多品

种流交通网络最小费用流分配问题．
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