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摘　 要： 鉴于径流数据缺乏且难以长期监测而降雨数据相对完整，通常假定降雨和径流同频率，采用设计降雨进行水文

分析计算，但此方法很难真实全面地反映降雨变化特征． 为此，提出一种基于 ３ 维 Ｃｏｐｕｌａ 函数的降雨特征多变量频率分

析方法． 首先利用降雨强度法将连续的降雨时间序列分割成若干个降雨事件，采用年最大值法取样，统计出表征雨量的

特征变量，然后引入 ３ 维 Ｃｏｐｕｌａ 函数构建降雨特征 ３ 变量联合概率模型，并以广州 １９６１～ ２０１２ 年历史降雨数据为例进

行分析． 结果表明，基于 ３ 维 Ｃｏｐｕｌａ 函数的多变量分析方法计算简单、可靠性高，可以进行 ３ 种不同降雨特征变量的组合

分析，得到各种不同量级变量的遭遇概率和条件概率，能够更全面地反映降雨特征并更好地满足水文分析计算需求．
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　 　 我国大部分城市的洪水主要由暴雨形成，与 通过流量资料估算设计洪水相比，根据暴雨资料

推求设计洪水是一种间接方法［１］，但在实际工作

中经常遇到所在地点流量系列太短无法直接推求

设计洪水的现象． 降雨监测较为系统，数据序列

长且完整，因此，通常基于降雨开展水文分析，进
而确定城市洪涝系统设施规模． 一般地，一场降



雨通常可用雨量、历时和雨强等特征量以及雨量

在时空上的变化来反映，设计降雨是地表径流计

算的重要参数，主要包括以下特征要素：频率（重
现期）、雨量（设计降雨量、次降雨量、降雨峰值）、
历时（设计历时、总历时、峰值位置）． 目前，暴雨

强度公式是普遍采用的设计降雨计算方法，是基

于降雨量的单变量分析，不具备计算影响洪涝设

施过流和调蓄能力的“降雨峰值”和“总降雨量”
等特征量的功能． 近几十年来， 人们已经认识到

采用单变量极值分布进行频率分析研究暴雨事件

存在一定的局限性， 开始探讨利用两变量联合分

布描述暴雨不同特征值之间的相互关系，以更加

全面地描述整个暴雨事件［２］， 但用 ３ 变量及以上

的联合分布描述暴雨事件的研究还鲜有报道．
Ｃｏｐｕｌａ［３－４］是求解多变量概率问题优良的数

学工具，该函数可将多个随机变量的边际分布连

接起来得到其联合分布，是研究与变量尺度无关

的相关性度量的一种途径，同时可以基于给定的

边际分布构造联合分布． 近几年，Ｃｏｐｕｌａ 函数理

论广泛应用于降雨［２，５－７］、洪水［８－９］、干旱［１０］ 和枯

水［１１］的多特征属性频率分析等问题． 为此，以降

雨特征量（设计降雨量、次降雨量和降雨峰值）频
率研究为背景，引入 ３ 维 Ｃｏｐｕｌａ 函数构建降雨特

征变量的联合概率分布模型，研究不同量级降雨

特征变量的遭遇概率及条件概率，以期为城市防

洪排涝提供科学参考．

１　 研究方法

１．１　 Ｃｏｐｕｌａ 函数简介

Ｃｏｐｕｌａ 函数是用来描述变量间相依关系的函

数，不限定变量的边际分布． 通过 Ｃｏｐｕｌａ 模型可以

将 ｋ 个任意形式的边际分布连接起来，生成一个多

变量联合概率分布模型． Ｃｏｐｕｌａ 函数的原理可参考

文献［３－４，８］． Ｃｏｐｕｌａ 函数主要有 ３ 种类型，即椭

圆型、阿基米德型和二次型． 目前，在水文领域应用

最广泛的是 Ａｒｃｈｉｍｅｄｅｎａ Ｃｏｐｕｌａ 函数，其常见的 ３
维 Ｃｏｐｕｌａ 函数主要有 Ｃｌａｙｔｏｎ ｃｏｐｕｌａ、 Ｇｕｍｂｅｌ －
Ｈｏｕｇａａｒｄ （ＧＨ） ｃｏｐｕｌａ、 Ａｌｉ⁃Ｍｉｋｈａｉｌ⁃Ｈａｑ （ ＡＭＨ）
ｃｏｐｕｌａ 和 Ｆｒａｎｋ ｃｏｐｕｌａ（见表 １）．

表 １　 ３ 维 Ｃｏｐｕｌａ 函数

Ｃｏｐｕｌａ 函数 表达式

Ｃｌａｙｔｏｎ Ｃｏｐｕｌａ Ｃ（ｕ１，ｕ２，ｕ３） ＝ （ｕ１
－θ ＋ ｕ２

－θ ＋ ｕ３
－θ － ２） －１ ／ θ，θ ⩾ ０

ＧＨ Ｃｏｐｕｌａ Ｃ（ｕ１，ｕ２，ｕ３） ＝ ｅｘｐ｛ － ［（ － ｌｎｕ１） θ ＋ （ － ｌｎｕ２） θ ＋ （ － ｌｎｕ３） θ］ １ ／ θ｝，θ ∈ １，¥[ )

ＡＭＨ Ｃｏｐｕｌａ Ｃ（ｕ１，ｕ２，ｕ３） ＝ ｕ１ｕ２ｕ３ ／ ［１ － θ（１ － ｕ１）（１ － ｕ２）（１ － ｕ３）］，θ ∈ － １，１[ )

Ｆｒａｎｋ Ｃｏｐｕｌａ Ｃ（ｕ１，ｕ２，ｕ３） ＝ － １
θ

ｌｎ［１ ＋ （ｅ －θｕ１ － １）（ｅ －θｕ２ － １）（ｅ －θｕ３ － １）
（ｅ －θ － １） ２ ］，θ ∈ Ｒ

　 　 θ 为 Ｃｏｐｕｌａ 函数的参数； ｕ１，ｕ２，ｕ３ 为边际分布函数．

１．２　 参数估计及拟合检验

Ｃｏｐｕｌａ 函数不限定变量的边际分布，确定适

宜的边际分布是应用 Ｃｏｐｕｌａ 函数的第一步． 选用

３ 种在水文频率分析中常用的分布线型（Ｐ－Ⅲ型

分布曲线（Ｐ３）、对数正态分布曲线（ＬＮ２）和广义

极值分布曲线（ＧＥＶ））分别对“设计降雨量”、“降
雨峰值”和“次降雨量”进行曲线拟合，采用概率

点据相关系数检验法（ＰＰＣＣ）、拟优平方和准则

法（ＲＭＳＥ）和拟优绝对值准则法（ＭＡＥ）３ 种拟合

优度检验方法确定出与各变量数据系列拟合效果

最好的边际分布线型［１２］ ．
Ｃｏｐｕｌａ 函数的参数估计主要有非参数法和参

数法，其中非参数法要求有明确的 Ｋｅｎｄａｌｌ′ｓ τ 与

Ｃｏｐｕｌａ 参数 θ 的表达式， 适用于单参数 ２ 维

Ｃｏｐｕｌａ 函数的参数确定． 而参数法相对比较灵

活，本文采用参数法中的 Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ
Ｍａｒｇｉｎｓ （ＩＦＭ） ［１３］ 方法确定 ３ 维 Ｃｏｐｕｌａ 函数的

参数．

ＩＦＭ 方法是将边际分布的参数与 Ｃｏｐｕｌａ 函

数的参数分别进行估计，该过程由以下步骤完成．
采用极大似然法（ＭＬ 方法） ［１４］ 估计边际分

布中的参数，即

φ１

∧
＝ ａｒｇ ｍａｘ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｆ１（ｘ１ｉ；φ１），

φ２

∧
＝ ａｒｇ ｍａｘ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｆ２（ｘ２ｉ；φ２），

φ３

∧
＝ ａｒｇ ｍａｘ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｆ３（ｘ３ｉ；φ３） ．

（１）

　 　 采用 ＭＬ 方法估计 Ｃｏｐｕｌａ 中的参数

θ
∧
＝ ａｒｇ ｍａｘ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｃ（Ｆ１（ｘ１ｉ，φ１

∧
），Ｆ２（ｘ２ｉ，φ２

∧
），

Ｆ３（ｘ３ｉ，φ３

∧
）；θ） ． （２）

Ｃｏｐｕｌａ 函数在实际应用中的一个主要问题就

是函数形式的选择． Ｅｍｂｒｅｃｈｔｓ 等［１５］ 对不同的

Ｃｏｐｕｌａ 函数模型进行了比较，发现采用不同形式

的 Ｃｏｐｕｌａ 函数可能导致不同的分析结果，因此，
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选择合适的 Ｃｏｐｕｌａ 函数尤为重要． 检验与评价

Ｃｏｐｕｌａ 函数的方法较多，本文采用 ＡＩＣ 信息准则

法（ＡＩＣ）及离差平方和最小（ＯＬＳ）准则法［９］ 对

Ｃｏｐｕｌａ 函数的拟合优度进行评价．
１．３　 风险概率

给定不同的变量条件可以得到不同的条件概

率分布． 主要考虑以下两种条件风险概率．
１）给定 Ｘ３ ＝ ｘ３，条件概率分布函数可表示为

Ｆ（ｘ１，ｘ２ ｜ Ｘ３ ＝ ｘ３） ＝
∂Ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ／ ∂ｘ３

ｆＸ３
（ｘ３）

＝

　 　 　 Ｃ（Ｕ１ £ｕ１，Ｕ２ £ｕ２ ｜ Ｕ３ ＝ ｕ３） ＝

　 　 　
∂Ｃ（ｕ１，ｕ２，ｕ３）

∂ｕ３
． （３）

式中 ｆＸ３
（ｘ３） 为 ｘ３ 的概率密度函数，其他符号意义

同前．
２）给定 Ｘ３ ≤ ｘ３，条件概率分布函数可表示为

Ｆ（ｘ１，ｘ２ ｜ Ｘ３ £ｘ３） ＝
Ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

Ｆ（ｘ３）
＝

Ｃ（ｕ１，ｕ２，ｕ３）
ｕ３

． （４）

２　 研究区域概况

广州地处广东省东南部，珠江三角洲北缘，范
围在东经 １１２°５７′ ～ １１４°３′，北纬 ２２°２６′ ～ ２３°５６′，
濒临南海，毗邻港澳． 广州地处亚热带沿海，属海

洋性亚热带季风气候，全年平均气温 ２１．９７ ℃，平
均相对湿度 ６８％，无霜期 ３００～３４１ ｄ，日照时数为

１ ５７１～２ ０５３ ｈ，市区年降雨量在 １ ７００ ｍｍ 以上．
全年中，４～６ 月为雨季，７～９ 月天气炎热，多台风．

以广州市天河区五山站 １９６１～２０１２ 年逐分钟

自记数据为例，采用降雨强度法［１６］ 将连续的降雨

时间序列分割成降雨事件，按照“降雨强度小于

０．１ ｍｍ ／ ｈ，且持续时间超过 １０ ｈ”的标准进行降雨

数据分割，将 １９６１～２０１２ 年的降雨时间序列分割为

７ ８３３ 场降雨事件，然后采用年最大值法进行取样．
以设计历时 ７２０ ｍｉｎ （即 １２ ｈ） 为例，取样样本

５２ 个，进而统计“设计降雨量”、“次降雨量”和“降
雨峰值”３ 个表征雨型的特征变量，计算 ３ 者的联

合概率分布和各条件下的遭遇概率分布．

３　 结果分析

３．１　 边际分布确定

图 １ 为“设计降雨量”、“降雨峰值”和“次降

雨量”边际分布的拟合结果． 可以看出，所采用的

３ 种分布线型与实测点据吻合较好，不同线型稍

有差距，但总体上看均具有较好的拟合效果．

为了定量评价各分布线型的拟合效果，分别

计算了各分布线型对于不同观测数据的 ＲＭＳＥ、
ＭＡＥ 及 ＰＰＣＣ，结果见表 ２． 对设计降雨而言，ＬＮ２
分布具有最小的 ＲＭＳＥ 值，而 ＧＥＶ 分布具有最小

的 ＭＡＥ 值和最大的 ＰＰＣＣ 值． 综合考虑，选定

ＧＥＶ 分布作为数据的分布线型；对降雨峰值来

说，ＧＥＶ 分布具有最小的 ＭＡＥ 值，而 ＬＮ２ 分布具

有最小的 ＲＭＳＥ 值和最大的 ＰＰＣＣ 值，因此，选定

ＬＮ２ 分布作为降雨峰值数据的分布线型； ＧＥＶ 分

布对次降雨量具有最小的 ＭＡＥ、 ＲＭＳＥ 值和最大

的 ＰＰＣＣ 值，所以，选定 ＧＥＶ 分布作为次降雨数

据的分布线型．
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图 １　 设计降雨量、降雨峰值和次降雨量边际分布拟合

表 ２　 边际分布拟合优度检验

变量 边际分布 ＲＭＳＥ ＭＡＥ ＰＰＣＣ
Ｐ３ ６．９９６ ４．６２１ ０．９８８

设计降雨量 ＧＥＶ ７．０９５ ４．２０８ ０．９９０
ＬＮ２ ６．８７６ ４．３０６ ０．９８９
Ｐ３ ０．２７３ ０．１６２ ０．９５５

降雨峰值 ＧＥＶ ０．２８２ ０．１１４ ０．９５２
ＬＮ２ ０．２５０ ０．１４０ ０．９６０
Ｐ３ ８．８７３ ６．４３１ ０．９８８

次降雨量 ＧＥＶ ８．７８６ ５．５８２ ０．９９０
ＬＮ２ ８．９３０ ５．９５４ ０．９９０
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３．２　 Ｃｏｐｕｌａ 函数参数估计及拟合检验分析

采用阿基米德型 Ｃｏｐｕｌａ 家族中应用较广泛

的 Ｆｒａｎｋ Ｃｏｐｕｌａ 和 ＡＭＨ Ｃｏｐｕｌａ 函数分别构建降

雨特征变量的联合分布． 一般地，不同形式的

Ｃｏｐｕｌａ 函数对于变量的相关性有不同的要求，
Ｆｒａｎｋ Ｃｏｐｕｌａ 函数对正、负相关关系的随机变量

均适用； ＡＭＨ Ｃｏｐｕｌａ 函数适用于弱相关关系的

随机变量［１３］ ．
为检验 Ｃｏｐｕｌａ 函数的拟合精度，首先比较各

个观测点对 （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ） 的经验累积概率和理论累

积概率的一致性［９，１３］ ． 图 ２ 为经验频率与不同

Ｃｏｐｕｌａ 函数理论频率的拟合图，可以看出，经验

频率点和理论频率点均分布在 ４５°线附近，总体

上看，经验频率点和理论频率点拟合较好． Ｆｒａｎｋ
Ｃｏｐｕｌａ 函数的拟合精度 （图 ２ （ ｂ）） 优于 ＡＭＨ
Ｃｏｐｕｌａ 函数（图 ２（ａ））．
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图 ２　 经验累积概率与理论累积概率比较

　 　 为了进一步确定“设计降雨量”、“降雨峰值”
和“次降雨量” 拟合最好的 Ｃｏｐｕｌａ 函数，利用

ＭＳＥ、ＡＩＣ 和 ＯＬＳ 进行拟合优度评价． 从表 ３ 可以

看出，Ｆｒａｎｋ Ｃｏｐｕｌａ 函数的 ３ 个评价指标值均小

于 ＡＭＨ Ｃｏｐｕｌａ 函数，表明 Ｆｒａｎｋ Ｃｏｐｕｌａ 函数对 ３
变量的拟合效果最佳． 所以，选取 Ｆｒａｎｋ Ｃｏｐｕｌａ 函

数作为“设计降雨量”、“降雨峰值” 和“次降雨

量”的联合分布函数．

表 ３　 ３ 维 Ｃｏｐｕｌａ 函数拟合检验结果

Ｃｏｐｕｌａ 函数 ＭＳＥ ＡＩＣ ＯＬＳ

ＡＭＨ Ｃｏｐｕｌａ ０．０３７ －１６９．３４７ ０．１９３

Ｆｒａｎｋ Ｃｏｐｕｌａ ０．０１１ －２３４．１０２ ０．１０３

３．３　 风险概率分析

运用 Ｆｒａｎｋ Ｃｏｐｕｌａ 函数计算“设计降雨量”、
“降雨峰值”和“次降雨量”的联合分布函数，根据

１．３ 节公式计算条件风险概率． 分别以 １００ ａ 重现

期的“设计降雨量”、“降雨峰值”和“次降雨量”
为条件，计算其他两两变量组合的风险概率． 从

图 ３ 可以看出，与单变量等于某一设计值条件下

的遭遇概率分布（图 ３（ａ）、（ｃ）、（ｅ））相比，对应

条件下单变量小于等于某一设计值下的遭遇概率

分布图（图 ３（ｂ）、（ｄ）、（ ｆ））显得“高”、“胖”，说
明小于等于某一设计值条件下的风险概率出现的

可能性更大．
　 　 以设计降雨条件为例，给出了几种重现期下

降雨峰值和次降雨量遭遇的风险概率． 表 ４ 为设

计降雨量等于某一设计值（１００，５０，２０ 和 １０ ａ）的
条件下，降雨峰值和次降雨量同时小于等于某一

重现期设计值的概率． 可以看出，在设计降雨不

变的情况下，降雨峰值和次降雨量遭遇的风险概

率随着重现期的减小而降低，当降雨峰值和次降

雨量设计值不变时，其遭遇的风险概率随着设计

降雨重现期的减小而上升． 具体来说，当设计降

雨等于 １００ 一遇时，小于等于 １００ ａ 一遇降雨峰

值和次降雨量同时遭遇的概率为 ９２．１８％，而小于

等于 １０ ａ 一遇同时遭遇的概率仅为 ４８．４４％． 表 ５
为设计降雨小于等于某一设计值（１００，５０，２０ 和

１０ ａ）的条件下，降雨峰值和次降雨量同时小于等

于某一重现期设计值的概率． 对比表 ４ 和表 ５ 可

知，两种条件下的风险概率变化具有相似性，但设

计降雨小于等于某一设计值条件下的风险概率出

现的可能性更大．
从以上分析可以看出，设计降雨量、降雨峰值

和次降雨量 ３ 变量之间具有较强的关联性，用多

变量联合分布描述暴雨不同特征值之间的相互关

系可以更全面地描述整个暴雨事件，细化水文分

析前端输入，提高分析精度． 具体地说，如进行

５０ ａ一遇水文分析时，根据表 ４，除给定设计降雨

量值（２１８．９ ｍｍ）外，可根据城市等级及对安全度

的需要，结合自身经济条件，同时选取某重现期的

降雨峰值以及次降雨量作为输入，如 ５０ ａ 一遇的

降雨峰值 ４． ６ ｍｍ ／ ｍｉｎ 或 ５０ ａ 一遇次降雨量

２７１．６ ｍｍ来确定洪涝设施规模．
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图 ３　 降雨特征变量组合的条件风险概率

表 ４　 设计降雨量等于某一设计值的条件风险概率

设计降雨量 ／ ｍｍ 重现期 ／ ａ 降雨峰值 ／ （ｍｍ·ｍｉｎ－１） 重现期 ／ ａ 次降雨量 ／ ｍｍ 重现期 ／ ａ 风险概率 ／ ％

２４３．２ １００ ５．３ １００ ３１１．４ １００ ９２．１８
２４３．２ １００ ４．６ ５０ ２７１．６ ５０ ８５．１０
２４３．２ １００ ３．７ ２０ ２２２．６ ２０ ６７．５５
２４３．２ １００ ３．１ １０ １８７．８ １０ ４８．４４

２１８．９ ５０ ５．３ １００ ３１１．４ １００ ９２．４８
２１８．９ ５０ ４．６ ５０ ２７１．６ ５０ ８５．６４
２１８．９ ５０ ３．７ ２０ ２２２．６ ２０ ６８．４９
２１８．９ ５０ ３．１ １０ １８７．８ １０ ４９．５２

１８７．０ ２０ ５．３ １００ ３１１．４ １００ ９３．３４
１８７．０ ２０ ４．６ ５０ ２７１．６ ５０ ８７．１６
１８７．０ ２０ ３．７ ２０ ２２２．６ ２０ ７１．２２
１８７．０ ２０ ３．１ １０ １８７．８ １０ ５２．７７

１６２．８ １０ ５．３ １００ ３１１．４ １００ ９４．５７
１６２．８ １０ ４．６ ５０ ２７１．６ ５０ ８９．４０
１６２．８ １０ ３．７ ２０ ２２２．６ ２０ ７５．４５
１６２．８ １０ ３．１ １０ １８７．８ １０ ５８．１１
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表 ５　 设计降雨量小于等于某一设计值的条件风险概率

设计降雨量 ／ ｍｍ 重现期 ／ ａ 降雨峰值 ／ （ｍｍ·ｍｉｎ－１） 重现期 ／ ａ 次降雨量 ／ ｍｍ 重现期 ／ ａ 风险概率 ／ ％

２４３．２ １００ ５．３ １００ ３１１．４ １００ ９８．１３
２４３．２ １００ ４．６ ５０ ２７１．６ ５０ ９６．２９
２４３．２ １００ ３．７ ２０ ２２２．６ ２０ ９０．９９
２４３．２ １００ ３．１ １０ １８７．８ １０ ８３．４１

２１８．９ ５０ ５．３ １００ ３１１．４ １００ ９８．１８
２１８．９ ５０ ４．６ ５０ ２７１．６ ５０ ９６．４０
２１８．９ ５０ ３．７ ２０ ２２２．６ ２０ ９１．２３
２１８．９ ５０ ３．１ １０ １８７．８ １０ ８３．７６

１８７．０ ２０ ５．３ １００ ３１１．４ １００ ９８．３５
１８７．０ ２０ ４．６ ５０ ２７１．６ ５０ ９６．７１
１８７．０ ２０ ３．７ ２０ ２２２．６ ２０ ９１．９０
１８７．０ ２０ ３．１ １０ １８７．８ １０ ８４．７９

１６２．８ １０ ５．３ １００ ３１１．４ １００ ９８．５９
１６２．８ １０ ４．６ ５０ ２７１．６ ５０ ９７．１８
１６２．８ １０ ３．７ ２０ ２２２．６ ２０ ９２．９３
１６２．８ １０ ３．１ １０ １８７．８ １０ ８６．４３

４　 结　 论

１）基于 ３ 维 Ｃｏｐｕｌａ 函数的降雨多变量分析方

法，根据历史降雨数据，利用 Ｃｏｐｕｌａ 联结函数，实现

了 ３ 变量的联合分析，有效解决了单变量分析方法

的不足，实现了对降雨事件特征真实全面的反映．
２）实际应用中，可基于设计降雨量确定设施

标准，利用三者的组合风险概率复核次降雨量和

降雨峰值的失效概率，为更科学合理地分析、评估

和确定城市防洪排涝设施能力提供有效支撑．
３）如何基于地区特征、安全性和经济性的定量

分析，优化降雨变量组合，科学合理地确定防洪排

涝设施标准，是该方法需进一步研究的重点．
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