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摘　 要： 针对强风作用下的大跨度桥梁或高速飞行中的机翼可能出现大振幅颤振响应，而现有时域自激力模型又无法模拟大

振幅下的非线性气动力问题．提出一种新的非定常大振幅自激气动力模型及其参数拟合方法，新模型通过附加非线性微分方

程组及附加气动力自由度来模拟气动力记忆效应及振幅非线性特性．对于同一主梁断面，使用一组模型参数即可模拟不同折

算风速和不同振幅下的自激力，模型参数可通过风洞试验或 ＣＦＤ 数值模拟结果拟合获得．结果表明，新模型能再现自激力阻

尼特性随折算风速和振幅的变化，通过单频振动拟合得到的新模型能再现多频振动下的非线性自激力时程．
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　 　 模拟大跨度桥梁在强风作用下的颤振过程或颤

抖振响应时，需对主梁自激力建模．平板自激力理论

解表明，自激力特性与折算风速（或频率）有关，即
包含气动力记忆效应．Ｓｃａｎｌａｎ 等最早提出了实用的

钝体桥梁自激力经验模型［１］，只适用于模拟小振幅

情况下的自激力．由于大振幅下的非线性气动力不

满足频率叠加原理，必须在时域中计算．现有时域模

型中，基于阶跃响应函数的时域卷积［２］ 和基于有理

函数近似的状态空间方法［３－４］ 均可模拟非定常线性

自激力．但目前尚无时域模型能完整再现非定常非

线性自激力，一种广泛采用的非线性气动力模拟方

法是将气动力分为低频和高频分量［５－６］，低频分量

可采用非线性准定常模型计算，高频分量则采用非

定常线性模型计算，最终的总体气动力为高频和低

频分量的叠加；另一种改进的高、低频叠加法［７］ 采

用了流变模型来模拟气动力的高频分量．以上方法

虽能模拟高频分量的非定常特性，但无法模拟大振

幅产生的非线性．Ｄｉａｎａ 等［８］提出了基于非线性多项

式的气动力模型，吴腾等［９］ 采用人工神经网络来模



拟气动力的非线性效应，这两种方法均能模拟大振

幅下的非线性效应，但未模拟气动力记忆效应，属准

定常非线性模型．本文提出一种新的非定常非线性

时域自激力模型．新模型中，记忆效应通过附加自由

度来模拟［１０］，振幅非线性效应则通过非线性的附加

微分方程组（即子系统）及其他非线性表达式来模

拟．新模型所使用的微分方程组和表达式均根据自

激力特点而构造，其中包含待拟合的模型参数．对于

特定断面，模型参数可通过风洞试验或 ＣＦＤ 数值模

拟拟合获得．本文提出的自激力模型参数与频率、振
幅无关，能反应自激力特性随折算风速（或频率）的
变化，能模拟自激力特性随振幅的非线性变化．

１　 自激力模型表达式

本文将均匀来流下的主梁自激力分为 ３ 部分：
１）静风力部分；２）准定常部分，用于模拟当前运动

对自激力的影响；３）非定常部分，用于模拟气动力

记忆效应，由非线性子系统生成．在新模型中，这 ３
部分均为非线性．将来流风速用向量 ｕ 表示为

ｕ ＝ ｕｘ，ｕｙ( ) Ｔ ． （１）
　 　 主梁中心处的瞬时相对风攻角θ∗和瞬时相对

风速大小ｕ∗分别为

θ∗ ＝ ａｒｃｔａｎ
ｕｙ － ｙ·

ｕｘ － ｘ·
－ α， （２）

ｕ∗ ＝ ｕｘ － ｘ·( ) ２ ＋ ｕｙ － ｙ·( ) ２ ． （３）
式中：ｘ、ｙ 分别为主梁中心的横坐标和纵坐标；α 为

主梁扭转角，以逆时针为正．

新模型将θ∗、ｕ∗及其对时间导数θ
·

∗、ｕ·∗作为输

入变量．为区分不同的运动产生的气动力效应，将

θ
·

∗和ｕ·∗分解为

θ
·
∗ ＝ － α· ＋ θ

·
ｍ ＋ θ

·
ｗ， （４）

ｕ·∗ ＝ ｕ·ｍ ＋ ｕ·ｗ ． （５）

式中：θ
·

ｍ为由结构 Ｘ 和 Ｙ 方向的加速度引起的相对

风攻角变化率；－α·为由结构转动引起的相对风攻角

变化率；ｕ·ｍ为由结构振动加速度引起的相对风速大

小的变化率；θ
·

ｗ、ｕ
·

ｗ分别为由来流风速变化引起的

相对攻角和相对风速变化率．

由于本文仅研究自激力，忽略θ
·

ｗ和ｕ·ｗ ．式（４）中

θ
·

ｍ、ｕ
·

ｍ的表达式分别为

θ
·
ｍ ＝

－ ｙ̈ ｕｘ － ｘ·( ) ＋ ｘ̈ ｕｙ － ｙ·( )

ｕｘ － ｘ·( ) ２ ＋ ｕｙ － ｙ·( ) ２
， （６）

ｕ·ｍ ＝
－ ｕｘ － ｘ·( ) ｘ̈ － ｕｙ － ｙ·( ) ｙ̈

ｕｘ － ｘ·( ) ２ ＋ ｕｙ － ｙ·( ) ２
． （７）

　 　 为简化气动力表达式，下文使用瞬时相对风速ｕ∗、
主梁宽度 Ｂ 和空气密度 ρ 对所有物理量进行量纲约

化，约化后的物理量用下标～表示，约化方程式为

θ∗ ～ ＝ θ∗，α· ～ ＝ α· Ｂ
ｕ∗

，θ
·
ｍ～ ＝ θ

·
ｍ
Ｂ
ｕ∗

，ｕ·ｍ～ ＝ ｕ·ｍ
Ｂ
ｕ２
∗

；

ｆＨ ～ ＝
ｆＨ

ｕ２
∗Ｂρ

，ｆＶ ～ ＝
ｆＶ

ｕ２
∗Ｂρ

，Ｍ ～ ＝ Ｍ
ｕ２

∗ Ｂ２ρ
．

式中ｆＨ、ｆＶ和 Ｍ 分别为主梁局部坐标系中的阻力、升
力和升力矩．

将主梁局部坐标系中的无量纲气动力ｆｌｏｃ～表示为

ｆｌｏｃ ～ ＝ ｆＨ ～ ｆＶ ～ Ｍ ～( ) Ｔ ． （８）
新的自激力模型可表示为

ｆｌｏｃ ～ ＝ ｆｓｔ θ∗( ) ＋ ｆｑｓ θ∗，α
·

～，θ
·
ｍ～，ｕ

·
ｍ～( ) ＋ ｆｕｓ φ，θ∗( ) ，

ｇ φ，φ·，θ∗，α· ～ ，θ
·
ｍ ～ ，ｕ

·
ｍ ～( ) ＝ ０．　 　 　 　 　 　 　 　{

（９）
式中：φ为附加气动力自由度；ｆｓｔ为约化静风力；ｆｑｓ
为约化准定常自激力部分；ｆｕｓ为约化非定常自激力

部分，与 φ有关；ｇ＝ ０ 为附加非线性微分方程组，即
非线性子系统，它定义了 φ 的演化规律．由式（９）计
算可得局部坐标系下的约化气动力，经坐标变换后

可转化为全局坐标系下的气动力，即
ｆｘ ～ ＝ ｆＨ ～ ｃｏｓ α － ｆＶ ～ ｓｉｎ α，
ｆｙ ～ ＝ ｆＨ ～ ｓｉｎ α ＋ ｆＶ ～ ｃｏｓ α，
Ｍ ～ 不变．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

　 　 式（９）中的ｆｓｔ、ｆｑｓ、ｆｕｓ均为θ∗的非线性表达式，ｇ
同时为θ∗和 φ的非线性表达式，静风力部分ｆｓｔ为

ｆｓｔ θ∗( ) ＝ １
２

ＣＨ θ∗( ) ，ＣＶ θ∗( ) ，ＣＭ θ∗( )( ) Ｔ ＝

　 ａ０ ＋ ａ１ θ∗ ＋ ａ２ θ２
∗ ＋ ａ３ θ３

∗ ． （１１）
式中ａ０ ～ ａ３为与频率无关的参数向量．

准定常自激力部分ｆｑｓ为

ｆｑｓ θ∗，α· ～ ，θ
·
ｍ ～ ，ｕ

·
ｍ ～( ) ＝ ｒα θ∗( ) α· ～ ＋

ｒｍ θ∗( ) θ
·
ｍ ～ ＋ ｒｕｍ θ∗( ) ｕ·ｍ ～ ． （１２）

ｒα θ∗( ) ＝ ｂ０ ＋ ｂ１ θ∗ ＋ ｂ２ θ２
∗ ＋ ｂ３ θ３

∗，

ｒｍ θ∗( ) ＝ ｃ０ ＋ ｃ１ θ∗ ＋ ｃ２ θ２
∗ ＋ ｃ３ θ３

∗，

ｒｕｍ θ∗( ) ＝ ｅ０ ＋ ｅ１ θ∗ ＋ ｅ２ θ２
∗ ＋ ｅ３ θ３

∗．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１３）

式中：ｒα θ∗( ) 、ｒｍ θ∗( ) 、ｒｕｍ θ∗( ) 为瞬时相对攻角θ∗

的多项式向量，ｂｉ、ｃｉ、ｅｉ（ ｉ＝ ０，．．．，３）为与频率无关的

参数向量．
非定常自激力部分ｆｕｓ为

ｆｕｓ φ，θ∗( ) ＝ Ｒφ θ∗( ) φ， （１４）
Ｒφ θ∗( ) ＝ Ｅ０ ＋ Ｅ１ θ∗ ＋ Ｅ２ θ２

∗ ＋ Ｅ３ θ３
∗． （１５）

式中：Ｒφ θ∗( ) 为多项式矩阵，Ｅｉ（ ｉ ＝ ０，…，３）为与频

率无关的参数矩阵．
附加非线性微分方程组 ｇ＝ ０．
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ｇ ＝ φ· ＋ Ｋφ θ∗( ) φ ＋ Ｋφ３ θ∗( ) φ３ ＋ ｋα θ∗( ) α· ～ ＋

ｋｍ θ∗( ) θ
·
ｍ ～ ＋ ｋｕｍ θ∗( ) ｕ·ｍ ～ ＝ ０．　 　 　 　 （１６）

Ｋφ θ∗( ) ＝ Ｆ０ ＋ Ｆ２ θ２
∗ ＋ Ｆ４ θ４

∗，

Ｋφ３ θ∗( ) ＝ Ｇ０ ＋ Ｇ２ θ２
∗ ＋ Ｇ４ θ４

∗，

ｋα θ∗( ) ＝ ｈ０ ＋ ｈ１ θ∗ ＋ ｈ２ θ２
∗ ＋ ｈ３ θ３

∗，

ｋｍ θ∗( ) ＝ ｌ０ ＋ ｌ１ θ∗ ＋ ｌ２ θ２
∗ ＋ ｌ３ θ３

∗，

ｋｕｍ θ∗( ) ＝ ｐ０ ＋ ｐ１ θ∗ ＋ ｐ２ θ２
∗ ＋ ｐ３ θ３

∗ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１７）

式中：φ３ ＝ φ３
ｉ{ } ；Ｋφ θ∗( ) 、Ｋφ３ θ∗( ) 为多项式对角矩

阵；ｋα θ∗( ) 、ｋｍ θ∗( ) 、ｋｕｍ θ∗( ) 为多项式向量；Ｆｉ、Ｇｉ

（ ｉ＝ ０，２，４）为与频率无关的参数对角矩阵；ｈｉ、ｌｉ、ｐｉ

（ ｉ＝ ０…３）为与频率无关的参数向量．
为保证微分方程组（１６）中的气动力自由度 φ稳

定，式（１７）中的Ｋφ θ∗( ) 和Ｋφ３ θ∗( ) 只包含θ∗的偶数

次项，且这两个多项式对角矩阵中的元素都大于 ０．同
样，微分方程组（１６）中只包含了 φ的奇数次项．这样

就能保证非线性子系统的自由度 φ始终是稳定的．
将式（１１）、（１２）、（１４）、（１６）代入方程组（９）即

可获得非线性子系统自激力模型的完整表达式．
式（１１）、（１３）、（１５）、（１７）中的所有参数均可通过

风洞试验或 ＣＦＤ 数值模拟结果拟合获得．模型参数

数量取决于所使用的附加微分方程数量．

２　 模型参数拟合方法
根据已知的主梁位移时程和气动力时程，可拟

合获得所有模型参数．拟合的基本流程为：１）假设一

组模型参数的初始值．２）根据已知的主梁位移时程

和当前的模型参数值，采用数值方法求解附加非线

性微分方程组，然后计算出气动力时程．３）根据计算

的气动力时程和已知的气动力时程之差，采用一种

数值优化算法计算模型参数的修正量．４）修正模型

参数，如果参数收敛，则结束，否则转到第 ２ 步．
此方法中最关键的是第 ３ 步，即如何根据计算

的气动力时程和已知气动力时程之差确定模型参数

的修正量．由于模型参数数量大（大于 １００ 个），且每

个迭代步计算量较大（需要求解非线性微分方程

组），因此必须使用收敛较快的非线性数值优化算

法．本文使用 ＬＭ 算法计算每个迭代步的参数修正

量．ＬＭ 算法是收敛最快的数值优化算法之一，广泛

用于神经网络训练等复杂的非线性优化问题．
包含附加微分方程组的气动力模型可表示为

ｆ ｔ( ) ＝ ｆ φ ｔ( ) ，ｘ ｔ( ) ，ｐｆ( ) ，

ｇ φ ｔ( ) ，φ· ｔ( ) ，ｘ ｔ( ) ，ｐｇ( ) ＝ ０．{ （１８）

式中：ｆ ｔ( ) 为模型输出的气动力；ｘ ｔ( ) 为输入的主梁

位移；向量ｐｆ、ｐｇ分别表示 ｆ、ｇ 包含的模型参数．
定义模型拟合的目标函数为

Π ＝ ∑
ｍ－１

ｒ ＝ ０
ｆ ｔｒ( ) － ｆ^ ｔｒ( )[ ]Ｔ ＷＴＷ ｆ ｔｒ( ) － ｆ^ ｔｒ( )[ ] ．

式中：Ｗ 为权重矩阵；ｆ^为已知气动力时程；ｔｒ为离散

时刻．使用多组位移－气动力时程进行拟合时，总目

标函数即为各时程的目标函数之和．
指定ｐｆ、ｐｇ的初始值后，本文使用 ＬＭ 算法优化

ｐｆ、ｐｇ以使目标函数 Π 取得局部最小值．ＬＭ 算法需

要各离散时刻的气动力计算值 ｆ 对模型参数ｐｆ、ｐｇ的

偏导数矩阵．而 ｆ 与气动力自由度 φ有关，故需要各

离散时刻的 φ 对模型参数ｐｇ的偏导数矩阵．φ 为附

加非线性微分方程组 ｇ φ，φ·( ) ＝ ０ 的解，由于 φ没有

解析表达式，本文采用四阶龙格库塔法计算 φ 的离

散时程，而 φ对参数的偏导数矩阵则采用链式法则

在数值积分过程中同时计算．计算偏导数的基本思

路：因为 φ的数值积分过程由基本代数操作组成，
而各代数操作的偏导数可直接计算，所以积分获得

的 φ的离散时程点的偏导数可通过链式法则间接

计算获得．四阶龙格库塔法的 １ 个积分步由 ４ 个子

步组成，子步的偏导数计算流程如图 １ 所示．
上一（子）步φ的偏导数矩阵D1

计算φ的偏导数矩阵
D1d=((�φ)/�φ)D1+(�φ)/(�pg)

.
.

.

当前子步φ的偏导数矩阵D2

D2=D1+ΔtsubD1d

图 １　 一个数值积分子步中的偏导数计算流程

需要指出，本文给出的模型拟合算法不仅适用

于新的非线性自激力模型，还适用于传统的线性状

态空间模型，是一种通用的模型拟合算法．由于新的

拟合算法寻求的是时域最小二乘解，实际上对原始

信号中的高频随机噪声起到了时域滤波的作用，因
此对原始信号的噪声有较强的容忍能力．此算法只

能获得目标函数的局部最小值，因此拟合结果与参

数初始值有关．当参数初始值在合理范围内时，一般

都能获得理想的拟合结果，对式（１１）、（１３）、（１５）、
（１７）中的模型参数，本文推荐初始值为

Ｅ０，ｈ０，ｌ０，ｐ０ ∈ － １，１[ ] ，
Ｆ０ ∈ ０．２，１[ ] ，其他 ＝ ０．

３　 参数拟合与模型验证

本文对一个均匀来流下的箱型主梁断面进行了

ＣＦＤ 强迫振动绕流模拟，并通过表面压强积分计算

出三分力时程．主梁断面形状及尺寸如图 ２ 所示．
ＣＦＤ 模拟方法为 ＬＥＳ，采用 Ｓｍａｇｏｒｉｎｓｋｙ 静态湍流模

型，雷诺数等于 １０ ０００（相对主梁宽度）．ＣＦＤ 模拟了

不同攻角下的静风力时程，及不同折算风速、不同振
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幅下的强迫振动自激力时程．静风力包含 １１ 个工

况，攻角为－１０° ～１０°，步长为 ２°．单频扭转强迫振动

包含 ２４ 个工况，折算风速为 ３、５、７、９、１１、１３，振幅

为±１°、±３°、±６°、±９°．单频竖弯强迫振动包含 ４ 个

工况，折算风速为 ３、５、７、１１，振幅为±０．２Ｈ（Ｈ 为主

梁高度）．此外还模拟了两个多频扭转强迫振动工

况， 用 于 模 型 验 证． 本 文 折 算 风 速 定 义 为

Ｕｒ ＝Ｕ ／ （Ｂｆ）＝ ２πＵ ／ （Ｂω）．本文用 ＣＦＤ 模拟获得的

１１ 组静风力时程和 ２８ 组单频强迫振动时程拟合出

新模型的一组模型参数．拟合的模型中包含 ４ 个附

加非线性微分方程组，即有 ４ 个附加气动力自由度，
模型共包含 １４０ 个参数．模型拟合经过约 ２００ 次迭

代达到收敛．图 ３ ～ ５ 给出了 ３ 种单频强迫振动下的

阻力、升力和升力矩时程，图中包含 ＣＦＤ 计算及新

自激力模型拟合结果．需要指出，ＣＦＤ 计算获得的气

动力时程包含主梁特征紊流产生的高频分量，无法

在自激力模型中模拟．由图 ３～５可见，大振幅正弦强

迫振动产生的自激力呈现明显的非正弦形状，验证

了气动力非线性的存在．为进一步分析自激力的非

线性特性，本文定义等效扭转气动阻尼ｃ－α为

ｃ－α ＝ ∫ｔｅｎｄ
ｔｓｔａｒｔ

α· τ( ) Ｍ τ( ) ｄτ ∫ｔｅｎｄ
ｔｓｔａｒｔ

α·２ τ( ) ｄτ．

　 　 由此可计算出任意一组扭转强迫振动位移和气

动力时程的等效扭转气动阻尼．若自激力为线性，等
效扭转阻尼应与振幅无关．图 ６ 给出了 ＣＦＤ 模拟得

到的等效扭转气动阻尼随折算风速和主梁振幅的变

化情况，由图可见折算风速及振幅对气动阻尼均有

很强影响．对于当前断面，低折算风速下的气动阻尼

随振幅增加而增加，但高折算风速下的气动阻尼随

振幅增加而减小．此外，扭转振幅为 １°和 ３°时气动

阻尼几乎相等，由此可见，当振幅小于 ３°时，当前断

面自激力呈线性．

15m

1.67m
2
m

3.33m3.33m

0.
67

m

1.67m

图 ２　 箱型主梁断面形状及尺寸
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图 ４　 扭转振幅±６°，折算风速 ５ 时模型拟合结果
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图 ５　 竖弯振幅±０．２Ｈ，折算风速 ３ 时，模型拟合结果

　 　 图 ７ 对比了多组等效扭转气动阻尼，分别由 ＣＦＤ
模拟、拟合的新模型和拟合的线性状态空间模型计算

获得．线性状态空间模型使用 Ｍｉｎｉｍｕｍ⁃ｓｔａｔｅ 格式［１１］，
使用 ＣＦＤ 模拟的单频强迫振动结果拟合．图中包含不

同振幅（３°、６°、９°）下的扭转阻尼随折算风速的变化

曲线．由于线性状态空间模型不能反映振幅对气动阻

尼的影响，因此只有一条曲线．拟合的新模型能较好

地反映扭转气动阻尼随折算风速和振幅的变化，模拟

了气动阻尼的非定常和非线性特性．
本文用拟合的新模型计算了两个多频扭转强迫

振动下的自激力时程，并将其与 ＣＦＤ 模拟结果对比，
如图 ８、９ 所示．由图可见拟合的新模型能准确再现多

频大振幅强迫振动产生的自激力时程．因此使用单频

强迫振动试验拟合非线性自激力模型是可行的．
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图 ９　 包含折算风速分别为 ５、７、１１，振幅为±３°的扭转频率成分的多频预测结果

４　 结　 论

１）提出一种新的非定常非线性时域自激力模

型及其拟合算法，新模型中，气动力记忆效应由附加

气动力自由度模拟，大振幅非线性效应由与瞬时相

对风攻角和气动力自由度有关的非线性表达式模

拟．新模型包含一组与频率、振幅无关的参数，这些

参数可通过已知的位移和气动力时程拟合获得，拟
合过程基于 ＬＭ 数值优化算法，并使用链式法则计

算微分方程数值解的偏导数矩阵．
２）使用 ＣＦＤ 强迫振动模拟获得了一个桥梁断

面在不同折算风速和不同振幅下的气动力时程，并
拟合了新模型的一组参数．针对 ＣＦＤ 模拟结果，新
模型能较好地拟合不同折算风速和振幅下的非线性

气动力时程，并能准确反映扭转气动阻尼随折算风

速和振幅的变化．使用单频强迫振动拟合的新模型

能准确再现多频强迫振动产生的气动力时程．
３）由于 ＣＦＤ 模拟与真实气动力之间存在一定

差别，新模型还有待通过风洞试验进一步校核．本研

究仅限于均匀来流下的自激力非线性问题，真实桥

梁风振还受来流紊流产生的抖振力影响，抖振力非

线性及其与自激力的相互影响还有待进一步研究．
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