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界面点源和半圆柱在直角域中的反平面散射
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摘　 要： 为得到直角域中垂直边界上的半圆柱对点源载荷的反平面弹性动力学解析解，按照镜像方法和波函数展开法，研究

了点源对半圆柱的稳态散射以及其与边界的相互作用，得到直角域中的位移场和应力场．首先，延拓直角域为半空间，延拓半

圆柱为圆柱，得到等价问题；其次，构造位移波的波函数级数表达式；最后，对圆柱边界做 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开，定解波函数系数．数值

计算了圆柱边沿的动应力，结果表明，半圆柱的散射总是明显地分为投射侧和隐蔽侧，相对低频总是能引起更大的动应力，介
质参数对径向动应力和周向动应力的分布，有着截然不同的影响．理论分析得到的稳态解丰富了 ＳＨ 波散射的理论，为双相介

质界面圆柱的 ＳＨ 波散射的 Ｇｒｅｅｎ 函数方法奠定了基础，数值算例为相应的工程问题提供了参考．
关键词： ＳＨ 波散射；点源函数；界面圆柱；直角域；动应力分布
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　 　  反平面运动作为弹性动力学最简单与最基本

的研究对象，具有十分重要的理论意义．作为反平面

弹性动力学问题的 ＳＨ 波传播与散射在地震工程、

岩土工程、地下工程等中有着广泛的应用价值．早在

上世纪七、八十年代，文献［１－２］就已经系统地研究

了 ＳＨ 波对柱体的散射问题． 本世纪以来，文献

［３－１０］陆续研究了全空间中界面圆孔、圆柱、衬砌

对平面 ＳＨ 波和反平面线源荷载的散射， 文献

［１０－１１］研究了 ＳＨ 波入射下，凸起结构与不同基础

地形的相互作用．近年来，文献［１２－１９］分别研究了



弹性直角域和双相介质中圆柱孔洞、夹杂对 ＳＨ 波

和点源荷载的散射，并且取得了一定成果．但双相介

质半空间中界面圆柱的反平面散射问题的相关研究

还很匮乏，鉴于界面动力学问题的复杂性和重要性，
本文研究界面反平面点源荷载对弹性直角域中的界

面圆柱的稳态作用．这是解决双相介质界面圆柱对

ＳＨ 波散射的 Ｇｒｅｅｎ 函数方法的基础，利用本文构造

的界面点源荷载的稳态解，通过叠加原理就可以求

得任意分布的界面荷载对含界面半圆柱的弹性直角

域的稳态响应．同时，通过对数值算例进行的分析，
本文得到的结论可以为理论研究和工程实践提供一

定的参考和指导．

１　 描述与分析

１．１　 控制方程

本文研究一类弹性动力学反平面问题．如图 １
所示，有一个弹性直角域，其水平边界为 ＢＨ 平面，
垂直边界为 ＢＶ 平面．在垂直边界上嵌入一个半圆

柱，它的圆心 Ｏ 点位于 ＢＶ 平面上，距离水平边界

ＢＨ 平面的直线长度为 ｈ．直角域的剪切弹性模量为

μ１，质量密度为 ρ１，半圆柱的剪切弹性模量为 μ２，质
量密度为 ρ２ ．以半圆柱的圆心 Ｏ 点为原点，垂直边界

ＢＶ 平面内法线方向为 ｘ 轴正方向，水平边界 ＢＨ 平

面外法线方向为 ｙ 轴正方向，建立平面直角坐标系

（Ｏ，ｘ，ｙ） ．以原点 Ｏ 为极点，ｘ 轴为极轴，按逆时针方

向，建立平面极坐标系（Ｏ，ｒ，θ）．以出平面方向（图
中标为“◉”）为反平面位移的正方向，入平面方向

为反平面位移的负反向．
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图 １　 弹性直角域中的界面点源和半圆柱

这样，弹性直角域和半圆柱中的质点分别满足

波动方程

μ１Δｗ ＋ ｆ ＝ ρ１
∂２ｗ
∂ｔ２

，

μ２Δｗ ＋ ｆ ＝ ρ２
∂２ｗ
∂ｔ２

．
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式中：Δ 为二维 Ｌａｐｌａｃｅ 算子，ｗ 为反平面位移，ｆ 为
反平面外力．

考虑稳态问题，分离时间变量 ｔ 和空间变量（ｘ，
ｙ），（ ｒ，θ），得到位移空间变量非齐次 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方

程为

Δｗ ＋ ｋ２
１ｗ ＝－ ｆω

μ１
，

Δｗ ＋ ｋ２
２ｗ ＝－ ｆω

μ２
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１）

其中

ｋ１ ＝ ω
ｃ１

，ｃ１ ＝
μ１

ρ１
，

ｋ２ ＝ ω
ｃ２

，ｃ２ ＝
μ２

ρ２
．
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式中：ｋ１、ｋ２ 分别为直角域和半圆柱中剪切波的波

数；ｃ１、ｃ２ 分别为直角域和半圆柱中剪切波的相速

度；ｆω 为略去时间谐和函数 ｅｘｐ（ －ｉωｔ）的反平面外

力；ω 为稳态运动的角频率．
按照复变函数描述，引入复变量 ｚ 和共轭复变

量 ｚ－，建立复平面（ ｚ，ｚ－），其中，ｉ ＝ －１是虚数单位．
ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ ＝ ｒｅｉθ，

ｚ－ ＝ ｘ － ｉｙ ＝ ｒｅ － ｉθ ．{
　 　 在垂直边界 ＢＶ 平面上的 ｉｙ０ 点，有反平面稳态

点源荷载 δ （ ｚ － ｉｙ０ ） ｅｘｐ （ － ｉωｔ），代入非齐次的

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程式（１），即 ｆω ＝ δ（ ｚ－ｉｙ０），它们的解分

别为

Ｇ（ ｚ，ｉｙ０） ＝ ｉ
４μ１

Ｈ（１）
０ ｋ１ ｚ － ｉｙ０( ) ，

Ｇ（ ｚ，ｉｙ０） ＝ ｉ
４μ２

Ｈ（１）
０ ｋ２ ｚ － ｉｙ０( ) ．

它们是点源函数在全空间中的基本解，其中，δ（·）
为 Ｄｉｒａｃ 函数，Ｈ（１）

０ （·）为 ０ 阶第 １ 种 Ｈａｎｋｅｌ 函数．
１．２　 等价问题

本文讨论的反平面弹性动力学对应的数学物理

方程定解问题的泛定方程就是控制方程式（１），定
解条件是 ＢＨ 平面和 ＢＶ 平面上齐次的 Ｎｅｕｍａｎｎ 条

件以及 ＢＣ 柱面上齐次的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 条件和 Ｎｅｕｍａｎｎ
条件．

τＩ
ｙｚ ｙ ＝ ｈ ＝ μ１

∂ｗＩ

∂ｙ ｙ ＝ ｈ
＝ ０． （２）

τＩ
ｘｚ ｘ ＝ ０ ＝ μ１

∂ｗＩ

∂ｘ ｘ ＝ ０
＝ ０，

τＩＩ
ｘｚ ｘ ＝ ０ ＝ μ２

∂ｗＩＩ

∂ｘ ｘ ＝ ０
＝ ０．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３）

ｗＩ
ｒ ＝ Ｒ ＝ ｗＩＩ

ｒ ＝ Ｒ ． （４）

·５９·第 １０ 期 高春， 等：界面点源和半圆柱在直角域中的反平面散射



τＩ
ｒｚ ｒ ＝ Ｒ ＝ μ１

∂ｗＩ

∂ｒ ｒ ＝ Ｒ
＝ τＩＩ

ｒｚ ｒ ＝ Ｒ ＝ μ２
∂ｗＩＩ

∂ｒ ｒ ＝ Ｒ
． （５）

这里，应力分量和位移的上标 Ｉ 和 ＩＩ 分别代表在直

角域 Ｍｅｄｉｕｍ Ｉ 和半圆柱 Ｍｅｄｉｕｍ ＩＩ 中．
按照镜像的方法构造定解问题的等价问题．如

图 ２ 所示，以垂直边界 ＢＶ 平面为对称面，将直角域

延拓为半空间，将半圆柱延拓为圆柱，在延拓的区域

中加上对称的反平面稳态点源荷载 δ （ ｚ － ｉｙ０ ）
ｅｘｐ （－ｉωｔ）．按这样延拓处理，前后的定解问题完全

等价，并且自然满足 ＢＶ 平面上的 Ｎｅｕｍａｎｎ 条件

式（３）．

y′
x′O′

δ(z′-iy0′) G(z′-iy0′)

SⅠ′(z′)

SⅠ(z)
x

y
OSⅡ(z)

BV

BC

BH

δ(z-iy0) G(z-iy0)

图 ２　 等价问题的镜像方法

这是含圆柱夹杂的弹性半空间在对称面上的反平

面点源荷载作用下的稳态响应问题．作为稳态问题，在
以下讨论中，统一略去时间谐和函数 ｅｘｐ（－ｉωｔ）．

２　 位移波的表达式

２．１　 点源荷载

等价问题的反平面外力是点源荷载 ２δ（ ｚ－ｉｙ０）．

当它的作用点在延拓的圆柱内，即 ｙ０ ＜Ｒ 时，
它的位移场 ＧＩＩ以及径向应力分量 τｒｚ（记作 ＧＩＩ

ｒｚ）为

ＧＩＩ（ ｚ，ｉｙ０） ＝ ｉ
２μ２

Ｈ（１）
０ ｋ２ ｚ － ｉｙ０( ) ，

ＧＩＩ
ｒｚ（ｚ，ｉｙ０）＝

ｉｋ２
８

Ｈ（１）
－１ ｋ２ ｚ － ｉｙ０( ) －Ｈ（１）

１ ｋ２ ｚ － ｉｙ０( )[ ]·

ｚ － ｉｙ０

ｚ － ｉｙ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１ ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

＋
ｚ － ｉｙ０

ｚ － ｉｙ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｚ－

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ．

式中 Ｈ（１）
＃ （·）为＃阶的第 １ 种 Ｈａｎｋｅｌ 函数．

当它的作用点在由直角域延拓得到的半空间

内，即 ｙ０≤ｈ 且 ｙ０ ≥Ｒ 时，需要考虑水平边界 ＢＨ

平面的影响．如图 ２ 所示，在原点 Ｏ 关于 ＢＨ 平面对

称的镜像点 Ｏ′上，建立平面直角坐标系（Ｏ′，ｘ′，ｙ′），
其对应的复变量 ｚ′和共轭复变量 ｚ－′满足

ｚ′ ＝ ｘ′ ＋ ｉｙ′ ＝ ｚ － ２ｉｈ，

ｚ－′ ＝ ｘ′ － ｉｙ′ ＝ ｚ－ ＋ ２ｉｈ．{

　 　 这样，按照镜像方法，点源荷载 ２δ（ｚ－ｉｙ０）的位移

场 ＧＩ 以及对应的径向应力分量 τｒｚ（记作 ＧＩ
ｒｚ）分别为

ＧＩ（ ｚ，ｉｙ０） ＝ ｉ
２μ１

Ｈ（１）
０ ｋ１ ｚ － ｉｙ０( ) ＋

　 　 　 　 　 ｉ
２μ１

Ｈ（１）
０ ｋ１ ｚ′ － ｉｙ０′( ) ，

ＧＩ
ｒｚ（ｚ，ｉｙ０）＝

ｉｋ１
８

Ｈ（１）
－１ ｋ１ ｚ － ｉｙ０( ) －Ｈ（１）

１ ｋ１ ｚ － ｉｙ０( )[ ]·

ｚ － ｉｙ０

ｚ － ｉｙ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１ ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

＋
ｚ － ｉｙ０

ｚ － ｉｙ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｚ－

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｉｋ１

８
Ｈ（１）

－１ ｋ１ ｚ′ － ｉｙ０′( ) － Ｈ（１）
１ ｋ１ ｚ′ － ｉｙ０′( )[ ]·

ｚ′ － ｉｙ０′
ｚ′ － ｉｙ０′

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１ ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

＋
ｚ′ － ｉｙ０′
ｚ′ － ｉｙ０′

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｚ－

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ．

式中 ｙ０′＝ －ｙ０，ｉｙ０′为 ｉｙ０ 关于 ＢＨ 平面对称的镜像点

在复平面（ ｚ′，ｚ－′）中的复数值．
２．２　 圆柱的位移波

按照 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｈａｎｋｅｌ 波函数展开法，延拓的圆柱

在延拓的半空间中将会产生散射波．它的位移场记

作 ＳＩ，表示为级数形式为

ＳＩ（ ｚ） ＝ ∑
＋¥

ｎ ＝ －¥

ＡｎＨ（１）
ｎ ｋ１ ｚ( )

ｚ
ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

． （６）

式中 Ａｎ 为待定的波函数系数．
散射波的径向应力分量 τｒｚ记作 ＳＩ

ｒｚ，表示为级数

形式为

ＳＩ
ｒｚ（ ｚ） ＝ ∑

＋¥

ｎ ＝ －¥

Ａｎ Ｈ －
ｎ （ ｚ）

ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

＋ Ｈ ＋
ｎ （ ｚ）

ｚ－

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ．

其中

Ｈ －
ｎ （ ｚ） ＝

ｋ１μ１

２
Ｈ（１）

ｎ－１ ｋ１ ｚ( )
ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２ ｚ

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

，

Ｈ ＋
ｎ （ ｚ） ＝ －

ｋ１μ１

２
Ｈ（１）

ｎ＋１ ｋ１ ｚ( )
ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２ ｚ

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

式中 Ｈ－
ｎ（ ｚ）、Ｈ

＋
ｎ（ ｚ）分别为求导得到的中间变量．

按照镜像的方法，构造延拓的圆柱关于水平边

界 ＢＨ 平面对称的镜像散射波．它的位移场记作 ＳＩ′，
它的径向应力分量 τｒｚ记作 ＳＩ

ｒｚ′，它们的级数形式表

示为

ＳＩ′（ ｚ） ＝ ∑
＋¥

ｎ ＝ －¥

ＡｎＨ（１）
ｎ ｋ１ ｚ′( )

ｚ′
ｚ′

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｎ

， （７）

ＳＩ
ｒｚ′（ ｚ） ＝ ∑

＋¥

ｎ ＝ －¥

Ａｎ Ｈ －
－ｎ（ ｚ′）

ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

＋ Ｈ ＋
－ｎ（ ｚ′）

ｚ－

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ．

（８）
其中
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Ｈ －
－ｎ（ ｚ′） ＝ －

ｋ１μ１

２
Ｈ（１）

ｎ＋１ ｋ１ ｚ′( )
ｚ－′
ｚ′

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２ ｚ′

ｚ′
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｎ

，

Ｈ ＋
－ｎ（ ｚ′） ＝

ｋ１μ１

２
Ｈ（１）

ｎ－１ ｋ１ ｚ′( )
ｚ′
ｚ－′

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２ ｚ′

ｚ′
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｎ

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

式中 Ｈ－
－ｎ（ｚ′）、Ｈ

＋
－ｎ（ｚ′）分别为求导得到的中间变量，按

照 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｂｅｓｓｅｌ 波函数展开法，延拓的圆柱中将会

产生驻波．它的位移场记作 ＳＩＩ，表示为级数形式为

ＳＩＩ（ ｚ） ＝ ∑
＋¥

ｎ ＝ －¥

ＢｎＪｎ ｋ２ ｚ( )
ｚ
ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

． （８）

式中：Ｂｎ 为待定的波函数系数，Ｊｎ（·）为 ｎ 阶 Ｂｅｓｓｅｌ
函数．

驻波的径向应力分量 τｒｚ记作 ＳＩＩ
ｒｚ，表示为级数形

式为

ＳＩＩ
ｒｚ（ ｚ） ＝ ∑

＋¥

ｎ ＝ －¥

Ｂｎ Ｊ －
ｎ （ ｚ）

ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

＋ Ｊ ＋
ｎ （ ｚ）

ｚ－

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ．

其中

Ｊ －
ｎ （ ｚ） ＝

ｋ２μ２

２
Ｊｎ－１ ｋ２ ｚ( )

ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２ ｚ

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

，

Ｊ ＋
ｎ （ ｚ） ＝ －

ｋ２μ２

２
Ｊｎ＋１ ｋ２ ｚ( )

ｚ
ｚ－

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２ ｚ

ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

式中 Ｊ－
ｎ（ ｚ）、Ｊ

＋
ｎ（ ｚ）分别为求导得到的中间变量．

于是，本文得到等价问题的弹性半空间和圆柱

中的位移场 ｗ 和径向应力分量场 τｒｚ的表达式．

３　 定解方程组

将构造的位移场和径向应力分量场 τｒｚ代入边

界条件式（４）和（５），当 ｙ０ ＜Ｒ 时，得到

ＳＩ（ ｚ） ＋ ＳＩ′（ ｚ） ＝ ＧＩＩ（ ｚ，ｉｙ０） ＋ ＳＩＩ（ ｚ），

ＳＩ
ｒｚ（ ｚ） ＋ ＳＩ

ｒｚ′（ ｚ） ＝ ＧＩＩ
ｒｚ（ ｚ，ｉｙ０） ＋ ＳＩＩ

ｒｚ（ ｚ） ．{ （９）

当 ｙ０≤ｈ 且 ｙ０ ≥Ｒ 时，得到

ＳＩ（ ｚ） ＋ ＳＩ′（ ｚ） ＋ ＧＩ（ ｚ，ｉｙ０） ＝ ＳＩＩ（ ｚ），

ＳＩ
ｒｚ（ ｚ） ＋ ＳＩ

ｒｚ′（ ｚ） ＋ ＧＩ
ｒｚ（ ｚ，ｉｙ０） ＝ ＳＩＩ

ｒｚ（ ｚ） ．{
式中 ｚ ＝Ｒ，它们都是角变量 θ 的函数．对式（９）两
端分别按角变量 θ 做 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开，按照简谐函

数系的正交性，得到待定系数 Ａｎ 和 Ｂｎ 的线性代数

方程组，截断方程组，按常规的 Ｇａｕｓｓ 消去法，即可

求得 Ａｎ 和 Ｂｎ 的具体数值．

４　 延拓圆柱边沿的动应力

４．１　 应力

按照波函数展开法，将计算求得的 Ａｎ 和 Ｂｎ 的

具体数值代入 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｈａｎｋｅｌ 波函数和 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃
Ｂｅｓｓｅｌ 波函数的级数式（６） ～ （８），加上已知的反平

面外力点源荷载 ２δ（ ｚ－ｉｙ０），这样就得到了等价问题

中的全部波场．当 ｙ０ ＜Ｒ 时，延拓的半空间和圆柱

中的位移场 ｗＩ 和 ｗＩＩ均满足：
ｗＩ（ ｚ） ＝ ＳＩ（ ｚ） ＋ ＳＩ′（ ｚ），
ｗＩＩ（ ｚ） ＝ ＧＩＩ（ ｚ，ｉｙ０） ＋ ＳＩＩ（ ｚ） ．{

　 　 当 ｙ０≤ｈ 且 ｙ０ ≥Ｒ 时，延拓的半空间和圆柱

中的位移场 ｗＩ 和 ｗＩＩ均满足：
ｗＩ（ ｚ） ＝ ＧＩ（ ｚ，ｉｙ０） ＋ ＳＩ（ ｚ） ＋ ＳＩ′（ ｚ），

ｗＩＩ（ ｚ） ＝ ＳＩＩ（ ｚ） ．{
　 　 在等价问题中，延拓的半空间 Ｍｅｄｉｕｍ Ｉ 的径向

应力分量场 τＩ
ｒｚ（ ｚ）和周向应力分量场 τＩ

θｚ（ ｚ）均满足：

τＩ
ｒｚ（ ｚ） ＝ μ１

∂ｗＩ（ ｚ）
∂ｚ

ｅｉθ ＋ ∂ｗＩ（ ｚ）
∂ｚ－

ｅ － ｉθé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，

τＩ
θｚ（ ｚ） ＝ ｉμ１

∂ｗＩ（ ｚ）
∂ｚ

ｅｉθ － ∂ｗＩ（ ｚ）
∂ｚ－

ｅ － ｉθé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 延拓的圆柱 Ｍｅｄｉｕｍ ＩＩ 的径向应力分量场

τＩＩ
ｒｚ（ ｚ）和周向应力分量场 τＩＩ

θｚ（ ｚ）圴满足：

τＩＩ
ｒｚ（ ｚ） ＝ μ２

∂ｗＩＩ（ ｚ）
∂ｚ

ｅｉθ ＋ ∂ｗＩＩ（ ｚ）
∂ｚ－

ｅ － ｉθé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，

τＩＩ
θｚ（ ｚ） ＝ ｉμ２

∂ｗＩＩ（ ｚ）
∂ｚ

ｅｉθ － ∂ｗＩＩ（ ｚ）
∂ｚ－

ｅ － ｉθé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中

∂
∂ｚ

＝ １
２

∂
∂ｘ

－ ｉ ∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

２
∂
∂ｒ

－ ｉ
ｒ

∂
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ － ｉθ，

∂
∂ｚ－

＝ １
２

∂
∂ｘ

＋ ｉ ∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

２
∂
∂ｒ

＋ ｉ
ｒ

∂
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉθ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

式中∂ ／ ∂ｚ、∂ ／ ∂ｚ－ 分别为复变量 ｚ 和共轭复变量 ｚ－ 的

形式导数．
这些应力都是由点源荷载 ２δ（ ｚ－ｉｙ０）激励产生，

当 ｙ０ ＜Ｒ 时，它们依赖于延拓的圆柱 Ｍｅｄｉｕｍ ＩＩ 中
剪切波的波数 ｋ２，当 ｙ０≤ｈ 且 ｙ０ ≥Ｒ 时，它们依赖

于延拓的半空间 Ｍｅｄｉｕｍ Ｉ 中剪切波的波数 ｋ１ ．同
时，延拓的半空间和圆柱中的应力场分别是剪切模

量 μ１ 和 μ２ 的一次函数．由此，定义量纲一的应力分

量 τＩ
ｒｚ
∗，τＩ

θｚ
∗和 τＩＩ

ｒｚ
∗，τＩＩ

θｚ
∗以及定义剪切模量比μ１

∗和 μ２
∗

分别为

τＩ
ｒｚ
∗ ＝

τＩ
ｒｚ

ｋ１μ１
，τＩ

θｚ
∗ ＝

τＩ
θｚ

ｋ１μ１
，ｙ０ ≤ ｈ， ｙ０ ≥ Ｒ；

τＩＩ
ｒｚ
∗ ＝

τＩＩ
ｒｚ

ｋ２μ２
，τＩＩ

θｚ
∗ ＝

τＩＩ
θｚ

ｋ２μ２
， ｙ０ ＜ Ｒ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

μ１
∗ ＝

μ１

μ２
，μ２

∗ ＝
μ２

μ１
．
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４．２　 算例分析

计算延拓的半空间中的点源荷载在延拓圆柱边沿

ＢＣ 柱面上量纲一的径向应力分量 τＩ
ｒｚ
∗和周向应力分量

τＩ
θｚ
∗．图 ３ 给出它们在延拓圆柱边沿上的分布．
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图 ３　 延拓圆柱边沿的动应力 （ｈ＝２Ｒ，ｙ０ ＝１．５Ｒ）
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５　 结　 论

１）点源荷载对界面半圆柱的散射，明显地分为

投射侧和影蔽侧．径向应力的投射侧和影蔽侧有明

显的界限，并且在圆心与点源作用点连线上取得投

射侧和影蔽侧的最大值，随着半圆柱剪切模量的增

大，径向应力的最大值在投射侧几乎是影蔽侧的

数倍．
２）周向应力同样在投射侧取得最大值，但并不

是在正对点源荷载的方法，而是有一个偏角．
３）总体而言，随着半圆柱的剪切弹性模量的增

大，径向应力也将增大，而周向应力将减小；随着半

圆柱的剪切弹性模量的减小，径向应力也将减小，而
周向应力将增大．
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