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列车荷载作用下渗漏隧道的长期非线性固结
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摘　 要： 为研究列车荷载对地铁周边土体长期非线性固结的影响，以及其与隧道渗漏的共同作用，将列车荷载等效为矩形循

环荷载，采用经典的土体非线性固结理论，以及衬砌与土体相对渗透性系数，得出列车荷载作用下局部渗漏隧道的非线性固

结解析解．通过本文预测值与上海地铁实测数据的对比，验证了解析解的合理性．分析结果表明：列车荷载加剧了隧道上方地

表长期沉降，衬砌渗漏程度越大，沉降增加量越大．本文解析解能较好模拟隧道周边土体的长期固结特性，为预测地铁隧道长

期运营导致的地表沉降提供一个较为合理有效的方法．
关键词： 列车荷载；盾构隧道；非线性固结；解析解；衬砌渗漏

中图分类号： ＴＵ４４１＋．８ 文献标志码： Ａ 文章编号： ０３６７－６２３４（２０１５）１２－００５０－０７

Ｌｏｎｇ⁃ｔｅｒｍ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｉｌ ａｒｏｕｎｄ ａ ｓｈｉｅｌｄ ｔｕｎｎｅｌ ｗｉｔｈ
ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｓｅａｌｉｎｇ ｌｉｎｉｎｇｓ ｕｎｄｅｒ ｔｒａｉｎ ｌｏａｄｉｎｇ

ＣＡＯ Ｙｉ１，２， ＪＩＡＮＧ Ｊｕｎ２， ＸＩＥ Ｋａｎｇｈｅ２， ＣＨＥＮ Ｗｅｉｙｕｎ３

（１． Ｈｙｄｒｏｃｈｉｎａ Ｈｕａｄｏｎｇ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｃｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ， Ｈｙｄｒｏｃｈｉｎａ Ｃｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ， ３１００１４ Ｈａｎｇｚｈｏｕ， Ｃｈｉｎａ；
２． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ， Ｚｈｅｊｉａｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ３１００５８ Ｈａｎｇｚｈｏｕ， Ｃｈｉｎａ；

３．Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｇｅｏｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｎａｎｊｉｎｇ Ｔｅｃｈ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２１００００ Ｎａｎｊｉｎｇ， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｔｒａｉｎ ｌｏａｄｉｎｇ ｉｓ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ａｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｙｃｌｉｃ ｌｏａｄｉｎｇ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｔｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ
ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｒａｉｎ ｌｏａｄｉｎｇ ｏｎ ｌｏｎｇ⁃ｔｅｒｍ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｆｔ ｓｏｉｌ ａｒｏｕｎｄ ａ ｓｈｉｅｌｄ ｔｕｎｎｅｌ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｍｐｉｒｉｃａｌ
ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｉｌｉｔｙ， ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．
Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｓｅａｌｉｎｇ ｌｉｎｉｎｇ ａｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｂｙ
ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ａ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｏｆ ｓｏｉｌ⁃ｌｉｎｉｎｇ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ． Ｔｈｅ ｒａｔｉｏｎａｌｉｔｙ ｏｆ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｓ ｃｏｎｆｉｒｍｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ａｍｏｎｇ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｇｒｏｕｎｄ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｂｙ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｆｉｅｌｄ ｄａｔａ
ｆｒｏｍ Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｍｅｔｒｏ Ｌｉｎｅ Ｎｏ． １． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｏｆ ｇｒｏｕｎｄ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｂｙ ｔｒａｉｎ ｌｏａｄｉｎｇ ｉｓ
ｐｏｓｉｔｉｖｅｌｙ ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｓｅａｌｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｐｒｏｖｉｄｅ ａ ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｔｏｏｌ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｏｆ ｌｏｎｇ⁃ｔｅｒｍ ｇｒｏｕｎｄ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｂｙ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｅｔｒｏ ｗａｙ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： Ｔｒａｉｎ ｌｏａｄｉｎｇ； ｓｈｉｅｌｄ ｔｕｎｎｅｌ； ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ； ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ； ｓｅａｌｉｎｇ ｌｉｎｉｎｇｓ

收稿日期： ２０１４－０５－２１．
基金项目： 国家自然科学基金（５１０７８３２９） ．
作者简介： 曹　 奕（１９８６—），男，博士．
通信作者： 蒋　 军，ｊｉａｎｇｊｕｎｚｊｕ＠ １６３．ｃｏｍ．

　 　 饱和软土地区的地铁在运营过程中，列车振动

荷载的长期作用将导致隧道轴向的变形、地面沉降

的加剧，对地铁运营的耐久性和周边环境造成不良

影响．许多学者就此问题进行了研究，文献［１－４］等
分别采用动三轴试验等方法确定土体的动弹性模

量，采用有限元计算等数值模拟方法计算了饱和软

土地区列车振动荷载作用下地基变形及地面沉降的

经验模型、数值解或解析解．这些研究均未考虑隧道

渗漏条件造成的地表附加沉降．而在饱和软土地区，
由于隧道衬砌内外存在一个较大的水头差，且衬砌

管片接头的手孔、螺栓孔等处存在不同程度的渗漏，
由此隧道在其周边土体中引入了一个新的透水边

界．文献［５－９］的研究表明这将对土体内的孔压发

展和变形产生较大影响，盾构隧道衬砌局部渗漏特

性对地表长期沉降的影响不容忽视．
为研究隧道周边土体在列车荷载作用下的长期

固结沉降，作者在文献［１０－１１］中将隧道衬砌理想

化为完全透水和完全不透水两种极端情况，得到了



衬砌渗漏对地铁隧道周边土体长期固结影响的上下

限．本文采用文献［１２］提出的衬砌与土体相对渗透

性系数模拟隧道衬砌的局部渗漏特性，采用文献

［１３－１５］提出的非线性固结理论建立土体的固结控

制方程，通过将列车荷载等效为矩形循环荷载，推导

相应的孔压和土体沉降解析解，然后通过等效矩形

循环荷载参数的调整，分析列车荷载对土体固结、地
表沉降的影响，并通过与上海地铁 １ 号线实测数据

的对比，验证解析解的合理性．

１　 问题描述

１．１　 基本假定

对于饱和软土中考虑衬砌透水的隧道周边土体

的非线性固结问题，采用图 １ 计算简图．隧道半径为

ｒ，埋深为 ｈ，坐标原点位于隧道正上方地表处．综合

文献［１３－１５］对土体非线性固结所作的假设和隧道

周边土体的固结问题，基本假定：
１）隧道纵向长度足够长，满足平面应变条件；
２）洞周土体视作带圆孔的半无限空间；
３）隧道周围土体均为各向同性饱和多孔介质，

土体渗透性的变化服从 ｅ－ｌｇ ｋ 关系，压缩性的变化

符合 ｅ－ｌｇ σ 关系［１１－１３］；
４）土颗粒和孔隙水不可压缩，孔隙水流动服从

达西定律，地表及无穷远处的超静孔压为零；
５）变形为小变形，不计变形对坐标的影响；
６）地基内各点土体自由变形，不受土体自身及

隧道成拱作用影响；
７）盾构施工只在土体中引起超孔压，土体竖向

总应力不变．
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图 １　 半无限空间中隧道计算简图

１．２　 列车荷载的简化

本文将列车荷载简化为矩形循环荷载，加载形

式见图 ２．假设列车长度 Ｌ，运行速度 ｖ，则列车荷载

单次加载时间 ｔａ ＝ Ｌ ／ ｖ，间隔时 Δｔ，等效荷载最大值

ｑｕ，列车运行时刻表以一天为周期．
列车荷载的函数表达式为

ｑ（ ｔ） ＝

０，０ ＜ ｔ ＜ ｔ０，ｔ０ ＋ ｔａ ＜ ｔ ＜ ｔ０ ＋ Δｔ，…，
　 ｔ０ ＋ （ｎ － １）Δｔ ＋ ｔａ ＜ ｔ ＜ ｔ０ ＋ ｎΔｔ；
ｑｕ，ｔ０ ≤ ｔ ≤ ｔ０ ＋ ｔａ，ｔ０ ＋ Δｔ ≤ ｔ ≤ ｔ０ ＋ Δｔ，
　 …，ｔ０ ＋ ｎΔｔ ≤ ｔ ≤ ｔ０ ＋ ｎΔｔ ＋ ｔａ ．
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ïï

ï
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（１）
式中：ｔ０为每天列车开始运营的时间，Δｔ 为列车间隔

时，ｎ 为列车单日运营序数．
q(t)

qu

tt0 t0+ta t0+Δtt0+Δt+ta t0+nΔtt0+nΔt+ta
图 ２　 列车荷载示意

２　 问题求解

２．１　 控制方程

依据文献［１３－１５］的假定，以及文献［１１］对控

制方程的推导，由自由应变条件下的基本假定得到

饱和土体连续方程：
１
γｗ

∂
∂ｘ

ｋｓ
∂Δｕ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

γｗ

∂
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æ

è
ç
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＝ １
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． （３）

式中：ｅ 为土体孔隙比，ｅ０为土体的初始孔隙比， ｋｓ为

土体的渗透系数，εｖ 为土体中某点的体应变，γｗ为

水的重度，Δｕ 为超孔隙水压力．
假定土体初始渗透系数为 ｋｓ０，初始有效应力

σ′０，由文献［１３－１５］，土体的压缩性和渗透性服从

经验公式：
ｅ ＝ ｅ０ － Ｃｃ ｌｇ σ′ ／ σ′０( ) ， （４）
ｅ ＝ ｅ０ ＋ Ｃｋ ｌｇ ｋｓ ／ ｋｓ０( ) ． （５）

式中：ｋｓ０为土体的初始渗透系数，Ｃｃ为压缩指数，Ｃｋ

为渗透指数，σ′０ 为初始有效应力，σ′为有效应力．
由式（４）、（５）可得

ｋｓ ＝ ｋｓ０ σ′０ ／ σ′( )
Ｃｃ
Ｃｋ， （６）

ｍｖ ＝ －
１

１ ＋ ｅ０
∂ｅ
∂σ′

＝ ｍｖ０

σ′０
σ′

． （７）

式中 ｍｖ０ ＝Ｃｃ ／ １＋ｅ０( ) σ′０ ｌｎ１０ 为初始土体压缩系数，
ｍｖ为土体压缩系数．

将 ｍｖ０代入式（７）可得

ｍｖ ＝
Ｃｃ

１ ＋ ｅ０( ) ｌｎ １０
１
σ′

， （８）

由有效应力原理且总应力不变，则有

∂σ′
∂ｔ

＝ － ∂Δｕ
∂ｔ

－ ∂ｑ
∂ｔ
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÷ ． （９）
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由于非线性方程求解困难，作与文献［１１］类似的假

定：土体压缩性和渗透性同步变化，即 Ｃｃ ／ Ｃｋ ＝ １，将
式（４）、（６）、（９）代入式（１），可得控制方程为
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１ ＋ ｅ０( ) ｌｎ１０
１
σ′

∂Δｕ
∂ｔ

－ ∂ｑ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１０）

令

ω ＝ ｌｎ σ′
Δｕ０ ＋ σ′０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，且 Ｑ ｔ( ) ＝ － １

σ′ ＋ ｑ ｔ( )

∂ｑ
∂ｔ

，

（１１）
则控制方程（１０）简化为

Ｃｖ０
∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∂ｗ

∂ｔ
－ Ｑ ｔ( ) ． （１２）

式中 Ｃｖ０ ＝ ｋｓ０ ／ γｗｍｖ ０( ) 为固结系数．
２．２　 保角变换

因为在 ｘ－ｙ 坐标系内求解上述问题十分困难，
故将复平面 ｚ＝ ｘ＋ｉｙ 中隧道边界外的半无限空间通

过保角变换 ω（ζ）映射为 ζ 平面内的一个环域，其中

半径为 １ 的圆环外边界为原 Ｚ 平面中地表，半径为

Ｒ 的圆环内边界为隧道衬砌边界，见图 ３．采用文献

［１６］提出的保角映射函数：

ｚ ＝ ω（ζ） ＝ － ｉｈ １ － Ｒ２

１ ＋ Ｒ２

１ ＋ ζ
１ － ζ

， （１３）

式中：ｈ 为隧道埋深，Ｒ 为 ζ 平面内隧道边界．其中

Ｒ ＝ ｈ － ｈ２ － ｒ２

ｒ
． （１４）

此时控制方程（１２）变为

Ｃｖ０
∂２ｗ
∂ξ２

＋ ∂２ｗ
∂η２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ４ａ２

１ － ξ( ) ２ ＋ η２( ) ２

∂ｗ
∂ｔ

－ Ｑ ｔ( )
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

（１５）
A′

C′

D′

B′

R

θ
ρ

1

γ

η

ζ

ζ平面
ζ＝ζ+ηi

图 ３　 保角映射后的区域

２．３　 局部渗漏边界及初始条件

采用文献［１７］的假设，在初始时刻隧道外壁附近

土体的超孔压已知为 ｑ 的情况下，土体中由于盾构推

进等施工因素所引起的超孔隙水压力 Δｕｃ，隧道渗漏

引起的漏水，可近似认为隧道外壁处的超静孔压是均

匀的，而在地表及无穷远处的超静孔压为零．

Δｕｃ ＝ ｑ ２（１ － ｃｏｓ θ） － １ ＋ ρ２ － ２ρｃｏｓ θ

２（１ － ｃｏｓ θ） － １ ＋ Ｒ２ － ２Ｒｃｏｓ θ
．

（１６）
　 　 盾构隧道在土体中引入了新的渗流边界，当达

到新的渗流平衡状态时，隧道周边土体中静水孔压

的减小量，与隧道施工造成的超孔压的消散量，共同

构成了渗流固结稳定后的总有效应力增量，即
Δσｆ ＝ Δｕ０ ＝ Δｕｃ ＋ ｕ０ － ｕｓ ＝ Δｕｃ ＋ γｗｙ － ｕｓ ．

（１７）
式中：Δσｆ为固结完成时总有效应力增加量，Δｕ０为

固结完成时的孔压总消散量，ｕ０为隧道开挖前土体

中的静水孔压，ｕｓ为隧道周边土体达到稳定渗流状

态时的孔隙水压力．
根据文献［１８］提出单位时间内流入单位长度

隧道衬砌的渗流量解析解为

Ｑｔ ＝
２πｋｓｆ ｈγｗ － ｕＴ( )

γｗ ｌｎ １ ＋ （ｈ － ｒ２） ／ ｒ２( )
＝ ２πｒ２ｋｃ

ｕＴ

γｗ ｒ２ － ｒ１( )
．

（１８）
式中：Ｑｔ为单位长度隧道在单位时间内的渗流量．ｋｃ

为衬砌的渗透系数，ｋｓｆ最终固结完成时土体的渗透

系数，ｒ１和 ｒ２分别为隧道内外半径，ｕＴ为最终固结完

成时衬砌与土体边界面上孔压．土体中离隧道中心

距离为 ｒｓ ＝ ｘ２＋ ｈ－ｙ( ) ２ 处， 单位时间内沿单位隧道

长度土体的渗流量解析解为

Ｑｓ ＝
２πｋｓｆ ｈγｗ － ｕｓ[ ]

γｗ ｌｎ １ ＋ ｈ － ｒｓ( ) ／ ｒｓ( )
． （１９）

　 　 由单位时间内单位隧道长度的土体中经过不同

渗流边界面的渗流量相等，可得稳定渗流时土中的

孔压分布为

ｕｓ ＝ ｈγｗ －
ｌｎ １ ＋ ｈ － ｒｓ( ) ／ ｒｓ( )

ｌｎ １ ＋ ｈ － ｒ２( ) ／ ｒ２( )
ｈγｗ － ｕＴ( ) ．

（２０）
式中 ｕＴ可从式（１８）得到．

据文献［１２］，引入考虑隧道衬砌尺寸效应的土

与衬砌相对渗透性系数 κ，其与超孔压的方向导

数有

∂Δｕ
∂ｎ

＝
ｋｃ

ｋｓｒ２ ｌｎ（ ｒ２ ／ ｒ１）
Δｕ ＝ κΔｕ ， （２１）

将式［６］代入式［２１］，可得

κ ＝
ｋｃ

ｋｓｒ２ ｌｎ ｒ２ ／ ｒ１( )
＝ κ０

σ′
σ′０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２２）

式中：κ０ ＝ ｋｃ ／ ｋｓ０ｒ２ ｌｎ（ ｒ２ ／ ｒ１）( ) 为初始相对渗透性系

数．由于非线性固结过程中，κ 发生了很大变化，下
文中以 κ０表示隧道局部渗漏特性．

从而可得局部渗漏边界条件和初始条件：
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Δｕ ｔ ＝０ ＝ Δｕ０，　 　 　 　 　 ｗ ρ，θ，０( ) ＝ ｌｎ
σ′０

Δｕ０ ＋ σ′０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

Δｕ ρ ＝１＝ ０，　 　 　 　 　 　 　ｗ １，θ，ｔ( ) ＝ ０；　 　 　 　

∂Δｕ
∂ρ ρ ＝Ｒ＝ κ０Δｕ( ) ρ ＝Ｒ，

∂２ｗ
∂ρ∂θ ρ ＝Ｒ＝

κ０

ｗ０
ｅｗ Ｒ，θ，ｔ( )－ １( ) ；

Δｕ ｔ ＝∞ ＝ ０，　 　 　 　 　 ｗ ｔ ＝∞ ＝ ０．　 　 　 　 　

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２３）
２．４　 问题求解

采用分离变量法求解上述控制方程和边界条件，
令 ω（ρ，θ，ｔ）＝ ω（ρ，θ）·Ｔ（ ｔ）代入控制方程：
∂２Ｗ
∂ρ２

＋ １
ρ

∂Ｗ
∂ρ

＋ １
ρ２

∂２Ｗ
∂θ２

＋ λ２

１ ＋ ρ２ － ２ρｃｏｓ θ( ) ２Ｗ ＝ ０，

∂Ｔ
∂ｔ

－ Ｑ ｔ( ) ＋
Ｃｖ０λ２

４ａ２ Ｔ ＝ ０．

（２４）
式中 λ 为特征值，令 χ＝ １ ／ １＋ρ２－２ρｃｏｓ θ．

求解上述方程，可得

∂２Ｗ
∂χ２

＋ １
χ

∂Ｗ
∂χ

＋ λ２Ｗ ＝ ０， （２５）

其通解为

Ｗ χ( ) ＝ ＡＪ０ λχ( ) ＋ ＢＮ０ λχ( ) ． （２６）
式中：Ｊ０（λχ）为 零阶 Ｂｅｓｓｅｌ 函数，Ｎ０（λχ）为零阶

Ｎｅｕｍａｎｎ 函数，Ａ、Ｂ 为待定系数，由边界条件确定．
采用局部渗漏边界条件直接求解式（２６）中的

待定参数存在很大困难，故本文采用逐步递推法：将
整个非线性固结过程划分为若干个等时间长度为

ΔＴ 的阶段，考虑地铁列车的运营周期，取 ΔＴ ＝ １ ｄ．
以 Δｕｉ 表示第 ｉ 阶段的超孔压，相应地 Δｕｉ０，σ′ｉ０分
别为第 ｉ 阶段初始超孔压和初始有效应力，κｉ０为第 ｉ
阶段的初始相对渗透性系数．

将边界条件代入通解可得

ＡｉＪ０

λ ｉｊ

２ － ２ｃｏｓ θ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ Ｂ ｉＮ０

λ ｉｊ

２ － ２ｃｏｓ θ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ０，

ＡｉＣ ｉ λ ｉｊ( ) ＋ Ｂ ｉＤｉ λ ｉｊ( ) ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２７）
式中： λ ｉｊ为固结过程中第 ｉ 阶段的第 ｊ 个特征值，且

Ｃ ｉ λ ｉｊ( ) ＝
λ２

ｉｊζｓｉｎ θ
Ω３ Ｊ２

λ ｉｊ

Ω
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ κｉλ ｉｊ

Ｒｓｉｎ θ
Ω３ ／ ２ Ｊ１

λ ｉｊ

Ω
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

　 　 　 　 λ ｉｊｓｉｎ θ Ω
－ ３ζ
Ω５ ／ ２ Ｊ１

λ ｉｊ

Ω
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

Ｄｉ λ ｉｊ( ) ＝
λ２

ｉｊζｓｉｎ θ
Ω３ Ｎ２

λ ｉｊ

Ω
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ κｉλ ｉｊ

Ｒｓｉｎ θ
Ω３ ／ ２ Ｎ１

λ ｉｊ

Ω
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

　 　 　 　 λ ｉｊｓｉｎ θ Ω
－ ３ζ
Ω５ ／ ２ Ｎ１

λ ｉｊ

Ω
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

（２８）

其中 Ω＝ １＋Ｒ２－２Ｒｃｏｓ θ，ζ＝Ｒ Ｒ－ｃｏｓ θ( ) ．
由方程组（２７）可知，要得到 Ａｉ、Ｂ ｉ 的非零解，λ ｉｊ

须满足特征方程：

Ｊ０

λ ｉｊ

２ － ２ｃｏｓ θ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ Ｎ０

λ ｉｊ

２ － ２ｃｏｓ θ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Ｃ ｊ λ ｉｊ( ) Ｄ ｊ λ ｉｊ( )

＝ ０．

（２９）
　 　 式（２９）为关于 λ ｉｊ的特征方程，记作 ｆ（λ ｉｊ）＝ ０，
其为关于 λ ｉｊ的偶函数，可不考虑负根，用逐步搜索

的办法得到 ｆ（λ ｉｊ）＝ ０ 由小到大的无数多个正根序

列为 λ ｉ１，λ ｉ２，…，λ ｉｊ，…，λ ｉｎ{ } ．
可得

Ｗｉｊ ρ，θ( ) ＝ Ｇｉｊ Ｊ０
λｉｊ

Ωρ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

Ｊ０
λｉｊ

２ － ２ｃｏｓ θ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Ｎ０

λｉｊ

２ － ２ｃｏｓ θ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Ｎ０

λｉｊ

Ωρ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

．

（３０）
式中 Ｇ ｉｊ是由边界条件决定的待定系数，Ωρ ＝ １＋ρ２ －
２ρｃｏｓ θ．

将特征值 λ ｉｊ代入式（２４），可得

∂Ｔｉｊ

∂ｔ
－ Ｑ ｔ( ) ＋

Ｃｖ０λ ｉｊ
２

４ａ２ Ｔｉｊ ＝ ０， （３１）

由关于 ｔ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换可得

ｓ Ｔｉｊ ｓ( ) － Ｔｉｊ ０( ) ＋ Ｑ ｓ( ) ＋
Ｃｖ０λ ｉｊ

２

４ａ２ Ｔｉｊ ｓ( ) ＝ ０．

（３２）
式中 Ｔ（０）＝ １，且

Ｑ（ ｓ） ＝
１ － ｓ( ) ｌｎ σ′０，ｔ０ ＋ ｎ － １( ) Δｔ ＋ ｔａ ＜ ｔ ＜ ｔ０ ＋ ｎΔｔ；
－ ｓｌｎ σ′０ ＋ ｑｕ( ) ＋ ｌｎ σ′０，ｔ０ ＋ ｎΔｔ ≤ ｔ ≤ ｔ０ ＋ ｎΔｔ ＋ ｔａ．{

（３３）
对式（３１）作 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，可得到 Ｔｉｊ，由此可得

ｗ ｉ ρ，θ，ｔ( ) ＝ Ｗｉ ρ，θ( ) Ｔｉ ｔ( ) ＝ ∑
¥

ｊ ＝ １
ＷｉｊＴｉｊ， （３４）

由式（１１），可得孔压表达式为

Δｕｉ ρ，θ，ｔ( ) ＝ Δｕ０ ＋ σ′０( ) １ － ｅｗｉ( ) ． （３５）
　 　 由有效应力原理且总应力不变，可得第 ｉ 时间

段任意时间点的有效应力 σ′ｉ，由式（３） ～ （５）可得

第 ｉ＋１ 时间段的衬砌与土体的初始相对渗透性系

数为

κ０，ｉ ＋１ ＝
ｋｃ

ｋｓ０， ｉ ＋１( ) ｒ２ ｌｎ（ ｒ２ ／ ｒ１）
． （３６）

式中： ｋｃ 为初砌渗透系数，ｋｓ，ｉ第 ｉ 时间段土体的渗透

系数，ｋｓ０，ｉ为第 ｉ 时间段土体的初始渗透系数．之后便
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可以进行第 ｉ＋１ 时间段土体超孔压的迭代求解．
２．５　 待定系数 Ｇｉｊ的确定

根据 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的性质，特征值不同的特征函

数在区间［Ｒ，１］上为加权正交：

∫
１

Ｒ

Ｗｎ（χ）Ｗｍ（χ）χｄχ ＝ ０，ｎ ≠ ｍ． （３７）

由初始条件式和 Ｗｎ（χ）的加权正交性得到

Ｇ ｉｊ ＝
∫
１

Ｒ

ｌｎ
σ′ｉ０

Δｕｉ０ ＋ σ′ｉ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｗｉｊ（χ）

ρ － ｃｏｓ θ
Ωρ

２ ｄρ

∫
１

Ｒ

Ｗｉｊ
２（χ） ρ － ｃｏｓ θ

Ωρ
２ ｄρ

． （３８）

２．６　 按超静孔压定义的固结度

第 ｉ 时间段按超静孔压定义的土体平均固结度为

Ｕｉ ＝ １ －
∫
２π

０
∫
１

Ｒ

ｒ Δｕｉ０ ＋ σ′ｉ０( ) １ － ｅｗｉ( ) ｄｒｄθ

∫
２π

０
∫
１

Ｒ

ｒΔｕ０ｄｒｄθ

． （３９）

２．７　 固结沉降的求解

同时根据广义胡克定律和平面应变假设，可得

第 ｉ 时间段土中任意一点某一时刻的竖向应变为

εｙｉ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝
－ Ｋ０ ＋ １ － ν( )

１ － ２ν( ) Ｋ０ ＋ １( )
εｖｉ， （４０）

式中 Ｋ０为静止土压力系数，ν 为土体泊松比．
由此可得第 ｉ 时间段某一时刻地表某处的沉

降为

Ｓｉ ｔ( ) ＝ ∫０
－∞

εｙｉ ｘ，ｙ，ｔ( ) ｄｙ． （４１）

３　 隧道周边土体长期固结沉降的预测

为分析列车荷载以及隧道局部渗漏状态对周边

土体长期固结性状的影响并验证本文解析解的合理

性，取文献［１９］提供的上海地铁 １ 号线测点的土性

参数和实测沉降数据，进行沉降预测和对比分析．
３．１　 计算参数

上海地铁 １ 号线全长 １４．６ ｋｍ，隧道直径 ６．２ ｍ，
上覆土层厚度 ６～８ ｍ，位于软弱的饱和淤泥质粘土层

中．计算断面处埋深 １１ ｍ，盾构隧道外径 ６．２ ｍ，内径

５．５ ｍ． 等效均质土体的初始渗透系数为 ５． １４ ×
１０－９ ｍ／ ｓ，初始压缩指数为 ０．２５，初始孔隙比为 １，泊
松比 ν 为 ０．３６，静止土压力系数 Ｋ０为 ０．４３．根据文献

［２０］，由盾构施工在隧道周边土体中引起的超孔压 ｑ
取为 ３０．３ ｋＰａ．取 ３ 种隧道局部渗漏状态，以衬砌与土

体相对渗透性系数表示，分别为 κ０ ＝∞即衬砌完全渗

漏，κ０ ＝０．０１８ 即当衬砌渗透性接近于隧道实际渗漏

情况（衬砌渗透系数 ｋｃ 约为 ３． ８９ × １０－１１ ｍ／ ｓ［２１］），

κ０ ＝０即隧道衬砌完全不渗漏．列车荷载情况采用文献

［２２］提供的上海地铁列车荷载数据，列车荷载 ｑｕ约

为 ７０ ｋＰａ，地铁运行时速８０ ｋｍ ／ ｈ，地铁列车车厢长度

约为 ２２ ｍ，按照每列车 ５ 节车厢，则式（１）中单次列

车荷载作用时间 ｔａ 为４．９５ ｓ，列车间隔时 Δｔ 取为

３ ｍｉｎ，每日运行次数 ｎ 取 ３２０ 次．
３．２　 土体固结情况

等效矩形循环荷载峰值 ｑｕ 分别为 ０ ｋＰａ 和

７０ ｋＰａ时，不同衬砌渗漏条件下土体平均固结度的

发展情况见图 ４．
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图 ４　 土体平均固结度与时间的关系

图 ４ 表明，隧道局部渗漏程度的不同，将使隧道

周边软土固结度的发展表现出很大的差异性．在不

考虑列车荷载即取 ｑｕ ＝ ０ ｋＰａ 的情况下，且 κ０ ＝ ∞
时，土体的非线性固结在 ７００ ｄ 接近完成；当衬砌为

实际的局部渗漏状态即 κ０ ＝ ０．０１８ 时，在 １ ６００ ｄ 接

近完成；而隧道处于完全不渗漏状态即 κ０ ＝ ０ 时，
２ ２００ ｄ接近完成．这也证实了隧道衬砌相对与土体

的渗漏特性，很大程度上决定了隧道周边土体的固

结速度．
而列车荷载取 ｑｕ ＝ ７０ ｋＰａ 时，由于列车荷载作

用下累积孔压的增长和消散，不论隧道处于何种渗

漏状态，周边土体固结度的发展均比相应渗漏条件

下 ｑｕ ＝ ０ ｋＰａ（即不考虑列车荷载）时缓慢．因此，在
分析隧道周边土体的长期非线性固结时，考虑列车

荷载以及隧道衬砌与土体的相对渗透性对于土体固

结的影响是合理而且必要的．
３．３　 隧道中心线处地表沉降发展情况

等效矩形循环荷载峰值 ｑｕ 分别为 ０ ｋＰａ 和

７０ ｋＰａ时，不同衬砌渗漏条件下的隧道中心线处地

表总沉降量随时间的发展情况及上海地铁 １ 号线的

实测沉降值，见图 ５．由列车荷载导致的地表沉降增

加量见图 ６．
由图 ５ 可知，当 ｑｕ为 ７０ ｋＰａ 且局部渗漏时，在

地铁运营前期（０～８０ ｄ），本文解析解的预测沉降值

略小于实测沉降值，其差异约 ４％ ～ ６％，而在１００ ｄ
以后，本文预测沉降值同实测沉降值十分接近，其差
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异在 ３％以内．当考虑列车荷载时，考虑衬砌局部渗

漏的非线性固结解析解较为符合土体的长期固结特

性．而在相同的列车荷载条件下，隧道处于实际衬砌

渗漏条件即 κ０ ＝ ０．０１８ 时，非线性固结解析解得到的

沉降预测值均位于完全渗漏状态和完全不渗漏状态

获得的预测值范围内．实测沉降值，要远大于列车荷

载为零时本文提出的解析解预测值．
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图 ５　 地表沉降与时间的关系
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图 ６　 列车荷载导致的地表沉降与时间的关系

从图 ５ 可得出与上小节类似的结论：衬砌局部

渗漏为隧道周边土体提供了一个新的边界，加速了

土体的固结；当最终渗漏稳定时，衬砌的局部渗漏增

大了静水孔压消散量，从而加剧地表的长期沉降．
由图 ６ 可知各个隧道渗漏条件下，与列车荷载

为零时相比，ｑｕ为 ７０ ｋＰａ 时，隧道中心处地表沉降

均有不同程度的增加．沉降增加量与衬砌渗漏条件

有关，渗漏程度越大，沉降增加量越大．这表明，列车

荷载与隧道局部渗漏条件相耦合，共同影响了长期

固结沉降．与文献［２］采用不排水条件下累积孔压消

散模型相比，本文采用局部渗漏边界条件能够更好

预测地表固结沉降．
３．４　 地表沉降速率发展情况

等效矩形循环荷载峰值 ｑｕ 分别为 ０ ｋＰａ 和

７０ ｋＰａ时，不同衬砌渗漏条件下的隧道中心线处地

表总沉降速率随时间的发展情况见图 ７，由列车荷

载作用而增加的地表沉降速率见图 ８．
图 ７ 中，在经历了固结初期沉降速率的快速下

降后，在 ２００ ｄ 左右，不同渗漏条件下的沉降速率趋

于一致，其后 κ０衬砌与土体的相对渗透性越小时，
其沉降速率的减少越为缓慢．隧道渗透性越差，固结

后期的沉降增加量越大．实测沉降速率的下降趋势

同实际局部渗漏条件下本文解析解预测值趋势较为

一致．隧道衬砌相对土体的渗透性越大，隧道周边软

土在固结初期（０ ～ ２００ ｄ）的沉降速率越大，这一现

象证实了：隧道本身作为一个新的排水边界加速了

土体的固结沉降，而列车荷载的加载，加快了地表沉

降的发展．
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图 ７　 地表沉降速率与时间的关系
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图 ８　 列车荷载导致的地表沉降速率与时间的关系

　 　 图 ８ 表明：当 κ０ ＝∞时，列车荷载导致的沉降速

率在固结初期可达 ０．１２ ｍｍ ／ ｄ；当 κ０为 ０．０１８ 时，沉
降速率最大值可达 ０．０７ ｍｍ ／ ｄ；相应地，当 κ０ ＝ ０ 时，
其值为 ０．０２ ｍｍ ／ ｄ．这表明隧道局部渗漏程度越大，
列车荷载导致的地表沉降速率越大．

４　 结　 论

１）施加 ７０ ｋＰａ 的列车荷载比未施加列车荷载

时，地表沉降均有不同程度增加．沉降增加量与隧道

衬砌渗漏条件有关，渗漏程度越大，沉降增加量

越大．
２）采用衬砌与土体相对渗透性系数能够有效

模拟隧道局部渗漏特性，并通过与实测沉降数据的

对比验证了本文解析解的合理性．
３）隧道衬砌的局部渗漏通道，为周边土体的固

结提供一个新的排水边界，与列车荷载相耦合，共同
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影响了地表沉降的长期发展．
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