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摘　 要： 针对将 ＮＵＲＢＳ 曲线离散成连续小线段轨迹问题，提出局部等弦长、等弦差、偏转角可控的离散算法． 分别对等弦长、
等弦差离散算法进行仿真，验证这两种算法的优缺点；结合弦长、弦差和偏转角之间的耦合关系，提出对 ＮＵＲＢＳ 曲线进行区

域分割，实现离散后的小线段轨迹局部等弦长、等弦差，轨迹相对光顺． 利用平面光栅进行实验验证，实验结果表明：利用该算

法，离散后的小线段轨迹可以很好地逼近原 ＮＵＲＢＳ 曲线，并且保证轨迹相对光顺．
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　 　 目前，多数 ＣＡＤ ／ ＣＡＭ 系统是采用 ＮＵＲＢＳ 参数

曲线曲面形式来表达复杂的零件表面，如汽车模型、
飞行器模型、涡轮叶片等［１－２］ ． 加工曲面的轨迹有两

种输出形式：
第一种是针对传统的 ＣＮＣ 机床只能实现直线

插补和圆弧插补，ＣＡＭ 必须根据各种设定误差，将
ＮＵＲＢＳ 曲线离散成小线段，用连续小线段轨迹近似

ＮＵＲＢＳ 曲线． 针对参数曲线的离散方式主要有等弦

长和等弦差两种方法． 等弦长离散是保证离散后的

小线段长度近似相等［３－４］；等弦差法是指离散后的

小线段相对于原曲线弦差近似保持不变［５］ ． 但上述

两种离散算法主要针对曲线离散的弦差和计算的快

速性方面进行研究，并没有考虑离散后的小线段轨

迹中的线段长度、段间夹角等对数控系统中的插补、
速度规划以及控制的影响，例如过长或过短的小线

段轨迹容易使机床产生较大的速度波动，不利于机

床的平稳运行；而如果线段间的夹角过大，则容易导

致加工工件表面不够光顺．
第二种是直接输出 ＮＵＲＢＳ 曲线形式的刀具轨

迹，这种轨迹因为没有各种近似误差，加工出的工件

表面非常光滑． 目前，国外许多高档的数控系统如

ＦＡＮＵＣ、ＳＩＥＭＥＮＳ 支持 ＮＵＲＢＳ 曲线插补方式． 同

时，已经有很多学者提出了 ＮＵＲＢＳ 曲线插补器设

计的相关算法文献． 但是，这些算法因为计算量较

大或者支持的 ＮＵＲＢＳ 曲线有一定要求，很难在实

际系统中被广泛采用［ ６－１２ ］ ．
为了在不支持 ＮＵＲＢＳ 曲线插补器的数控机床

上加工出符合要求的光滑曲面，又避免第一种轨迹

带来的问题． 本文提出在 ＣＡＤ ／ ＣＡＭ 软件中输出



ＮＵＲＢＳ 曲线轨迹，将 ＮＵＲＢＳ 曲线离散成为微小直

线段的算法和后续数控加工特性相结合，在原有算

法的基础上，提出对连续 ＮＵＲＢＳ 曲线在局部范围

的等弦长、等弦差、偏转角可控的离散算法，使曲线

离散后的小线段轨迹在局部是等弦长、等弦差，更有

利于进行后续的数控加工，同时算法考虑了段间夹

角，保证了离散后的轨迹相对光顺．

１　 ＮＵＲＢＳ 曲线及其离散

１． １　 ＮＵＲＢＳ 曲线的定义和性质

一条 ｋ 次 ＮＵＲＢＳ 曲线可以表示为一分段有理

多项式矢函数［１３］ ．

ｐ（ｕ） ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ ０
ωｉｄｉＮｉ，ｋ（ｕ）

∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ωｉＮｉ，ｋ（ｕ）

．

式中： ωｉ（ ｉ ＝ ０，１，２，…，ｎ） 称为权重因子（ｗｅｉｇｈｔｓ），
各自与控制点 ｄｉ（ ｉ ＝ ０，１，２，…，ｎ） 相关联． 首末全

因子 ω０，ωｎ ＞ ０， 其余 ωｉ ≥０． 且顺序 ｋ 个权因子不

同时为零． Ｎｉ，ｋ（ｕ） 是由节点矢量 Ｕ ＝ ［ｕ０，ｕ１，…，
ｕｎ＋ｋ＋１］ 按照德布尔－考克斯递推公式决定的 ｋ 次规

范 Ｂ 样条基函数：

Ｎｉ，０ ＝
１， 　 ｕｉ ≤ ｕ ≤ ｕｉ ＋１；
０，　 其他．{

Ｎｉ，ｋ（ｕ） ＝
ｕ － ｕｉ

ｕｉ＋ｋ － ｕｉ
Ｎｉ，ｋ－１（ｕ） ＋

ｕｉ＋ｋ＋１ － ｕ
ｕｉ＋ｋ＋１ － ｕｉ＋１

Ｎｉ＋１，ｋ－１（ｕ）．

规定
０
０

＝ ０ ．

对于 ＮＵＲＢＳ 开曲线，常将两端节点的重复度

取为 ｋ ＋ １， 且在大多数的应用里，端节点值分别取

０ 和 １， 因此，曲线定义域 ｕ∈［ｕｋ，ｕｎ＋１］ ＝ ［０，１］ ． 对
于 ｋ 次 ＮＵＲＢＳ 曲线上参数 ｕ ∈ ［ｕｉ，ｕｉ ＋１］ 的一点

ｐ（ｕ）， 至多与 ｋ ＋ １ 个控制点 ｄ ｊ 及相联的权因子 ω ｊ，
ｊ ＝ ｉ － ｋ，ｉ － ｋ ＋ １，…ｉ 有关，与其他的顶点及权因子

无关；若移动 ｋ次 ＮＵＲＢＳ 曲线的一个控制顶点 ｄｉ 或

改变所联系的权因子 ω ｉ， 将仅影响定义在区间

［ｕｉ，ｕｉ ＋ｋ＋１］ ⊂［ｕｋ，ｕｎ＋１］ 上那部分曲线的形状，对曲

线的其他部分不产生影响．
１．２　 ＮＵＲＢＳ 曲线离散

１．２．１　 等弦长离散

等弦长离散方法保证了曲线离散后小线段长度

Ｌ 的固定［１４］ ．
等弦长离散有一个弊端，如图 １ 所示， Ａ 区域曲

率变化较小，应用等弦长方法可以满足离散要求；
但 Ｂ、Ｃ 区域曲率改变较大，应用等弦长法进行离散

改变了原曲线的形状．

１．２．２　 等弦差离散

等弦差离散是指将曲线离散成连续小线段时，
使整条曲线的弦差保持固定不变或不超过所规定的

范围． 在计算弦差 Ｅ 时，引入轮廓误差的概念，如
图 ２所示，由于曲线线段很小，因此近似地将轮廓误

差作为弦差．
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图 １　 曲率与等弦长离散的关系
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图 ２　 轮廓误差示意

　 　 误差的计算公式如下：

Ｅ ＝ ρ － ρ２ － （ Ｌ
２
）

２

≈ （∠ＡＯＣ） ２ × ρ
２

，

∠ＡＯＣ ≈ Ｌ
２ρ

，

⇒Ｅ ≈ Ｌ２

８ρ
．

其中 ρ 是曲线的曲率半径．
但这种离散算法也有它的弊端，如图 ３ 所示．
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B
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图 ３　 偏转角定义

　 　 Ｌｉ、Ｌｉ ＋１ 是利用等弦差逼近曲线产生的连续小

线段的长度，这里称 αｉ 是相邻连续小线段之间的偏

转角． 当保证弦差不变时，偏转角 αｉ 可能过大，从而

造成尖角的产生．

２　 局部等弦长、等弦差、偏转角可控的

ＮＵＲＢＳ 离散

　 　 本文的算法主要是对 ＮＵＲＢＳ 曲线进行局部划
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分，保证曲线离散后局部等弦长、等弦差、偏转角可

控． 图 ４ 是一条连续的 ＮＵＲＢＳ 曲线，在 ｕ ∈ ［ｕｍ，ｕｎ］
局部区间内对曲线进行离散． 保证小线段轨迹弦长

Ｌ１、弦差 ｅ 不变、偏转角 α 大小可控．
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图 ４　 局部等弦长、等弦差、偏转角可控的离散算法示意

　 　 分析弦长 Ｌ、弦差 ｅ、偏角 α 之间的关系如下：
对于一段曲线段，当离散弦长 Ｌ 增大时，则离散

点的数目减少，弦差 ｅ 增大，前后两段的小线段偏转

角 α 增大，离散后的连续小线段轨迹保型性降低；
当弦差 ｅ 增大时，弦长 Ｌ 相应的增大，离散的数

据点数降低，偏转角 α 增大，离散后轨迹保型性

降低．
由以上分析可知，弦长 Ｌ 、弦差 ｅ 、偏转角 α 之

间有相互制约、相互耦合的关系，因此在离散时要考

虑这 ３ 个变量之间的相互影响．
从参考文献［１５］可知：针对曲线采用伸缩步长

法进行离散时，离散前后的弦差主要受到弦长的影

响，为了保证离散后的弦差不变，因此引进前后弦差

比 ｆ 这一参数，如图 ５ 所示．

e1 e2

L1
L2

C

BA

图 ５　 前后弦差比定义

　 　 设曲线段 ＡＢ 为某一参数曲线上一段，被两条

小线段离散， Ｃ 为两小线段的交点． 各段离散的弦

差分别为 ｅ１、ｅ２， 弦长为 Ｌ１、Ｌ２， 则

ｆ ＝ ｅ２ ／ ｅ１ ．
设参数 ａ，ｂ， 其中 ａ ＜ １ ＜ ｂ．

１）当 ｆ ＞ ｂ 时，则 Ｌ２ 对应的弦差较前一段弦差

过大，因此缩短 Ｌ２ ．
２）当 ｆ ＜ ａ 时，则 Ｌ２ 对应的弦差较前一段弦差

过小，因此伸长 Ｌ２ ．
３）当 ａ ＜ ｆ ＜ ｂ， 则前后线段弦差近似相等，弦

长 Ｌ２ 满足离散条件．
　 　 实际应用中，一般取 ａ ＝ ０．８，ｂ ＝ １．２， 具体视情

况而定． 因此，在控制离散弦长不变的前提下，检验

ｆ满足上述哪种情况就可以确定 ＮＵＲＢＳ 曲线的分割

点；然后通过验证离散后小线段的偏转角是否满足

要求，精确地定位到曲线的分割点．
离散过程如下：设变量前一段起点终点为 Ｐｓ１、

Ｐｅ１，后一段起点终点为 Ｐｓ，Ｐｅ，前一段弦差为 ｅ１，后

一段弦差为 ｅ， 两段偏转角 αｅ１ｅ ．
１）首先初始化最大离散弦长 Ｌｍａｘ、最初离散弦

长 Ｌ、离散误差 Ｅ、偏角 α、以及弦长的伸缩步长 λｓ，
Ｐｓ ＝ Ｐｅ ＝ Ｐ（０） ．

２）以 Ｌ 为弦长，计算离散的第一个数据点． 判

断此时的弦差 ｅ 是否满足离散误差 Ｅ， 如果满足，转
到 ３）． 否则，缩短 Ｌ，且 Ｌ ＝ Ｌ － λｓ， 重复执行 ２）．

３） Ｐｓ１ ＝ Ｐｓ，Ｐｅ１ ＝ Ｐｅ，Ｐｓ ＝ Ｐｅ，ｅ１ ＝ ｅ，输出 Ｐｅ，记

录此时 Ｌ， 转到 ４）．
４）以 Ｌ 为弦长，计算离散的第一个数据点． 判

断此时的弦差 ｅ 是否满足离散误差 Ｅ， 如果满足，转
到 ５）． 否则，缩短 Ｌ，且 Ｌ ＝ Ｌ － λｅ１ｅ， 重复执行 ４）．

５）计算此时 ｆ．
当 ｆ ＞ １．２， 表明此段弦差较前一段弦差较大，

计算出来的为区域分割点，因此缩短弦长 Ｌ ＝Ｌ －
λｓ， 跳转至 ４）；

当 ｆ ＜ ０．８， 表明此段弦差较前一段弦差较小，
计算出来的该点仍为区域分割点， 因此伸长弦长

Ｌ ＝Ｌ ＋ λｓ，如果弦长 Ｌ≥ Ｌｍａｘ，则令 Ｌ ＝ Ｌｍａｘ，跳转至

４）；
当 ０．８ ＜ ｆ ＜ １．２， 表明此时前后两段的离散线

段弦长近似相等，弦差近似相等；
进一步判断前后两段的偏转角 αｅ１ｅ；
如果 αｅ１ｅ ＞ α， 表明此时对于该段曲线，选取的

弦长过大，由于已经满足等弦长等弦差，所以，此时

弦长的伸缩步长要选择小一点，为了精确的计算，这
里按照 Ｌ ＝ Ｌ － ０．１∗λｓ 计算，跳转 ４）；

如果 αｅ１ｅ ＜ α， 则表明此点满足等弦长、等弦

差、偏角可控的要求． 输出 Ｐｅ ．
６）依次循环计算至最后一点．
设 ３ 次 ＮＵＲＢＳ 曲线，节点矢量

Ｕ ＝ ［０，０，０，０．０．３３３．０．６６６，０．８，１，１，１，１］，
控制点｛（０，０），（１，１），（３，２），（４，１），（５， － １），
（６，－１．５），（７，－１．９）｝，权重因子均为 １，设离散弦长

为 ０．０１，弦差上限为 ０．００１，偏转角为 ２°． 仿真结果

如图 ６ 所示．
　 　 由仿真结果可以看出，经过该方法对 ＮＵＲＢＳ
曲线进行离散后，弦长和弦差的变化为阶梯状，即说

明离散后的小线段轨迹弦长和弦差在局部范围内是

近似相等的，同时离散后的轨迹偏转角在设定的范

围内，说明了离散后的轨迹具有较高的光顺性； 从
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而在离散精度和光顺度满足要求的前提下，使离散

后的连续小线更有利于直接进行 ＣＮＣ 加工．
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图 ６　 ＮＵＲＢＳ 曲线局部等弦长、等弦差、偏转角可控的离散

仿真

３　 实验验证与分析

实验主要仪器是海德汉公司生产的 ＫＭＧ１８１ 型

号平面光栅，该仪器是一种非接触式、利用光学知识

进行运动检测的装置． 该仪器主要包括光栅平面、
测头、机盒以及用于数据采集和分析的 ＡＣＣＯＭ
软件．
　 　 实验的目的是为了验证关于 ＮＵＲＢＳ 曲线离散

算法的可行性和优良性，并将该算法和原有的算法

进行对比实验． 具体实验方法如下：
１）以一条 ＮＵＲＢＳ 曲线为例，对曲线进行离散，

分别利用等弦长、等弦差和本文提出的离散算法形

成 ３ 条轨迹．
２）利用平面光栅实验仪器，测量上述 ３ 条轨迹

在实际运动过程中的偏离误差，由于机床误差是一

定的，不同的轨迹会产生不同的运动偏差，从而对比

了不同轨迹优化算法的差别．
实验采用 ３ 次 ＮＵＲＢＳ 曲线，控制点 ｐ ＝ ｛（０，

０），（２，５），（８，５），（１２，０），（８，－８），（０，－１８）（－８，－
１８），（－１２，０），（－８，５），（－２，５），（０，０）｝ ｋ ＝ ３Ｕ ＝
［０，０，０，０，０．１，０．２，０．３，０．６，０．７，０．８，０．９，１．０，１．０，
１．０，１．０］，Ｍａｔ⁃ｌａｂ 绘图如图 ７，其曲线曲率分布如

图 ８ 所示．
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图 ８　 待测曲线曲率分布

　 　 从图 ８ 可以看出，实验所选的 ＮＵＲＢＳ 曲线共有

３ 处曲率改变较大的地方，从前面的分析可知，对于

曲率改变较大处，等弦长离散和等弦差离散都不能

满足要求，因此该曲线具有一定的代表性，可以验证
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本文所提算法的优越性． 将上述轨迹导入平面光栅

中，启动机床． 统计实验运行结果，最大轨迹偏差和

速度偏差值如表 １ 所示．

表 １　 轨迹运行状态表

算法种类
最大偏差 ／

ｍｍ
最大偏差

发生点

最大速度偏差 ／

（ｍｍ·ｓ－１）

等弦差离散算法 ０．０３４ １ （０．０１，－２１．６４） ７．４５

等弦长离散算法 ０．０２９ ４ （２１．６４，０．０１） ６．１８

局部等弦长、等弦差

偏转角可控的离散算法
０．０１９ ７ （０．０１，－２１．６４） ２．１２

　 　 从以上实验结果可以看出，等弦差和等弦长离

散算法的最大运动偏差近似相近，均是在曲率改变

较大处产生最大偏差；局部等弦长、等弦差、偏转角

可控的离散算法会产生较小的最大偏差，并保证轨

迹在曲率较大处可以平稳的过渡． ３ 种轨迹优化算

法的最大速度偏差都不是很大，本文提出的离散算

法虽然开始时会产生最大的速度偏差，但到后期会

产生较平稳的速度变化，这主要是因为该算法在起

初要设定初始的离散弦长，然后根据弦差和偏转角

的限定因素，逐步的去调整弦长的参数，从而达到类

似于自整定的过程，实现弦长、弦差和偏转角 ３ 个参

数的合理配置． 实验结果表明，本文所提的离散算

法和拟合算法可以进行平稳的加工，因此，本文所提

出的算法是可行、有效的．

４　 结　 论

１）分析了利用传统的曲线离散算法如等弦长

或等弦差法产生的小线段轨迹在数控加工中的

不足．
２）讨论了弦长、弦差和离散后的段间夹角之间

相互制约的关系，在原有算法的基础上提出局部等

弦长、等弦差、偏转角可控的曲线离散算法，保证离

散后的轨迹更适合于数控系统的后续加工，并进行

算法仿真．
３）利用平面光栅，验证本文提出的离散算法，

实验结果表明，该算法避免了在曲线曲率改变较大

的地方出现尖角或过大偏差的缺点，产生的轨迹相

对光顺，机床运行速度相对于传统的离散算法更加

平稳，证明了该离散算法更有利于 ＣＮＣ 的加工．
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