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摘　 要： 依照矫正分形几何学理论与 Ｈｅｒｔｚ 法向接触力学方程，建立新柔性结合部法向接触阻尼方程．考虑变化凸起顶端曲率

半径与连续载荷，推出一种求导函数但非偏导函数获取办法，构建 ２ 个凸起之间互相作用的法向接触刚度方程．研究结果表

明：法向接触阻尼随着表面粗糙轮廓分形维数的增大而先下降后增加；当表面粗糙轮廓分形维数小于第一拐点时，法向接触

阻尼随着分形粗糙度的增大而增大；当表面粗糙轮廓分形维数大于第一拐点时，法向接触阻尼随着分形粗糙度的增大而减

小；法向接触阻尼随着法向接触载荷的增大而先减小后增大．仿真曲线图中的 ２ 个拐点和 １ 个极小值点为干摩擦结合部接触

参数的优化设计提供了依据．
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　 　 工程粗糙表面特别是切削表面，是挤压和撕裂、
弹性变形和塑性变形、热和力等因素综合作用的结

果，其微观形貌通常是极不规则与粗糙不平的．柔性

结合部是由 ２ 个切削加工的粗糙表面接触形成的，
柔性结合部接触问题的实质是粗糙表面间的接触问

题．在微观上，粗糙表面实际存在着多个凸起，而对

于其中的每个凸起，均可以将其近似等效为一个半

球体．柔性结合部在机械结构中大量存在，当受到动

载荷作用时，柔性结合部会产生微小的相对线位移

或角位移，使柔性结合部既存储能量又消耗能量，表
现出既有弹性又有阻尼，即存在接触刚度和接触阻

尼，严重影响机械结构的静、动态特性［１－２０］ ．接触刚

度和接触阻尼构成宏观、微观接触中的弹簧－阻尼

模型．机械零件结合部可视为两粗糙表面相互接触

而成，通常采用法向接触刚度和接触阻尼等参数来



表征结合部的法向特性．当结合部之间受到法向载荷

作用时，在粗糙表面的凸起产生变形，一部分凸起的

接触面积超过临界接触面积而处于弹性变形状态，储
存了弹性应变能，表现为法向刚度作用；另一部分凸

起的接触面积未超过临界接触面积而产生塑性变形

状态，耗散了系统的能量，从而展现为法向阻尼作用．
结合部有可能表现出既有弹性又有阻尼，既储存能量

又消耗能量的“柔性结合”的本质及特性．
对于机床、齿轮箱与动力机械，其总阻尼的

９０％以上来源于柔性结合部的接触阻尼．与机械零

件本身的阻尼相比，柔性结合部接触阻尼占绝对优

势，对机械和机械结构的静动态特性具有重要影响．
田红亮等［２１］利用 Ｈｅｒｔｚ 法向接触力学方程和修订分

形几何学理论评估柔性结合部的法向接触刚度、法
向接触阻尼，但存在着如下的 ３ 个缺憾：１）未给出

凸起顶端曲率半径与变形量之间的内在联系；２）推
导法向接触阻尼方程时，仍然假设凸起顶端的曲率

半径为常数；３）作用在凸起上的法向接触载荷在临

界接触点面积处出现跳跃间断点．
本文以本项目组所做的部分工作［１－２１］ 为基础，

考虑凸起顶端的曲率半径为变量与凸起承受法向接

触载荷的连续性，深度架构一种新颖的柔性结合部

法向接触阻尼方程．

１　 修正分形几何学理论

１􀆰 １　 凸起分担的法向弹性接触载荷

对机械加工表面形貌进一步研究发现，粗糙表

面具有处处不平滑、不可微分的特性，并且随着测量

分辨率的不断提高，会不断出现具有统计自相似的、
更为精细的结构．在所有实数的定义域内，全体点连

续、到 处 不 可 求 导 并 具 有 统 计 学 自 相 似 性 的

Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ⁃Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ 分形函数［２２］为

ｚ（ｘ） ＝ ＧＤ－１∑
＋∞

ｎ ＝ ｎ１

ｃｏｓ（２πγｎｘ）
γ（２－Ｄ）ｎ ，１ ≤ Ｄ ＜ ２． （１）

式中： ｘ为轮廓位移坐标，Ｇ为分形粗糙度，Ｄ为表面

粗糙轮廓分形维数，ｎ 为频率因子，ｎ１ 为最低频率的

初始项，γ 为缩放参数．
据式（１）可得凸起顶端的变形量为

δ ＝ ＧＤ－１ ／ γ（２－Ｄ）ｎ ＝ ＧＤ－１ａ１－０􀆰 ５Ｄ ． （２）
式中 ａ 为凸起接触点面积，且

ａ ＝ （γ －ｎ） ２ ． （３）
通过式（２）、（３）可得 Ｈｅｒｔｚ 凸起顶端的曲率半径为

Ｒ ＝ ａ ／ （πδ） ＝ ａ０􀆰 ５Ｄ ／ （πＧＤ－１） ． （４）
凸起承担垂直于柔性结合部的法向弹性接触载荷为

Ｐｅ（δ） ＝ （４ ／ ３）Ｅ Ｒ δ１􀆰 ５， （５）
将式（４）和（２）代入式（５）得

Ｐｅ（ａ） ＝ ４ ／ （３ π）ＥＧＤ－１ａ１􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ ． （６）
１􀆰 ２　 凸起担负的法向完全塑性接触载荷

凸起的弹塑性接触面积［２０］见式（７）：
􀭵Ａｐ ＝ πＲδ（２ － δｃ ／ δ） ． （７）

式中： δｃ 为凸起发生弹－塑性变形转化的临界变

形量．
若 δｃ ≪ δ 时， 凸起进入完全塑性变形，其完全

塑性接触面积为

ａｐｐ ＝ ２πＲδ ． （８）
由式（４）得

ａ ＝ πＲδ ， （９）
将式（９）代入式（８）得式（１０）：

ａｐｐ ＝ ２ａ ． （１０）
　 　 凸起负担垂直于柔性结合部的法向完全塑性接

触载荷为

Ｐｐ（ａ） ＝ Ｈａｐｐ ＝ ２Ｈａ ， （１１）
式（１１）不同于文献［２１］中的式（１３）： Ｐｐ（ａ） ＝ Ｈａ．
１􀆰 ３　 干摩擦结合部担当的法向接触总载荷

凸起发生弹－塑性变形转化的临界变形量［１］为

δｃ ＝ ｂＲＨ２ ／ Ｅ２ ． （１２）
式中： ｂ为待定常数，Ｅ为复合弹性模量，Ｈ为较软材

料的硬度．
将式（４）代入式（１２）得

δｃ ＝ ｂＨ２ａ０􀆰 ５Ｄ ／ （πＥ２ＧＤ－１） ． （１３）
式（２）除以式（１３）得式（１４）：

δ
δｃ

＝ πＥ２ ／ （ｂＨ２）Ｇ２（Ｄ－１）

ａＤ－１
＝

ａｃ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｄ－１

． （１４）

式中 ａｃ 为临界接触点面积，并且

ａｃ ＝ ［πＥ２ ／ （ｂＨ２）］
１

Ｄ－１Ｇ２ ． （１５）
　 　 临界接触点面积 ａｃ 在式（６） 中相应的凸起法

向弹性接触载荷为

Ｐｅ（ａｃ） ＝ ４ ／ （３ π）ＥＧＤ－１ａ１􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ
ｃ ． （１６）

式（ １６） 与文献 ［ ２］ 中的式 （ ３８ ）： Ｐｅ（ ａ′
ｃ） ＝ ４ ／

（３ ２π）ＥＧＤ－１ ａ′１􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ
ｃ 分母差 ２ ．

临界接触点面积 ａｃ 在式（１１） 中对应的凸起法

向完全塑性接触载荷为

Ｐｐ（ａｃ） ＝ ２Ｈａｃ ． （１７）
　 　 如果作用在凸起上的法向接触载荷在临界接触

点面积 ａｃ 处保持连续，能令 Ｐｅ（ａｃ） ＝ Ｐｐ（ａｃ），则式

（１７） 变为

４ ／ （３ π）ＥＧＤ－１ａ１􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ
ｃ ＝ ２Ｈａｃ ． （１８）

将式（１５）代入式（１８）得
ｂ ＝ ９π２ ／ ４， （１９）

将式（１９）代入式（１２）得
δｃ ＝ ［３πＨ ／ （２Ｅ）］ ２Ｒ． （２０）
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　 　 式（２０）不同于文献［２１］中的式（５）：
δｃ ＝ ［πＨ ／ （２Ｅ）］ ２Ｒ．

　 　 将式（１９）代入式（１５）得

ａｃ ＝ ［４Ｅ２ ／ （９πＨ２）］
１

Ｄ－１Ｇ２， （２１）
式（２１）不同于文献［２１］中的式（８）：

ａｃ ＝ ［２Ｅ ／ （ πＨ）］
２

Ｄ－１Ｇ２ ．
　 　 凸起接触点面积 ａ 的分布密度函数为

ｎ（ａ） ＝ ０．５Ｄａ０􀆰 ５Ｄ
Ｌ ａ －１－０􀆰 ５Ｄ，０ ≤ ａ ≤ ａＬ ． （２２）

式中 ａＬ 为最大接触点面积．
据式（２２）可得柔性结合部的实际接触总面积为

Ａｒ ＝ ∫ａＬ
０
ａｎ（ａ）ｄａ ＝ Ｄ

２ － Ｄ
ａＬ ． （２３）

　 　 令 ａＬ ＞ ａｃ， 柔性结合部的法向接触总载荷为

Ｐ（ａＬ ＞ ａｃ） ＝ ∫ａＬ
ａｃ
Ｐｅ（ａ）ｎ（ａ）ｄａ ＋ ∫ａｃ

０
Ｐｐ（ａ）ｎ（ａ）ｄａ ＝

４ ／ （３ π）ＥＧＤ－１ ∫ａＬ
ａｃ
ａ１􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄｎ（ａ）ｄａ ＋

２Ｈ ∫ａｃ
０
ａｎ（ａ）ｄａ， （２４）

式（２４）不同于文献［２１］中的式（１４）．
将式（２２）代入式（２４）得

　 Ｐ（Ａｒ ＞ Ａｒｃ） ＝

　 　

２Ｄ
３ π（１􀆰 ５ － Ｄ）

ＥＧＤ－１ａ０􀆰 ５Ｄ
Ｌ （ａ１􀆰 ５－Ｄ

Ｌ － ａ１􀆰 ５－Ｄ
ｃ ） ＋

　 ２Ｄ／ （２ － Ｄ）Ｈａ０􀆰 ５Ｄ
Ｌ ａ１－０􀆰 ５Ｄ

ｃ ， 　 　 Ｄ ≠ １􀆰 ５；

Ｅ Ｇ
π
ａ０􀆰 ７５

Ｌ ｌｎ
ａＬ

ａｃ

＋ ６Ｈａ０􀆰 ７５
Ｌ ａ０􀆰 ２５

ｃ ，　 Ｄ ＝ １􀆰 ５．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（２５）
式中： Ａｒｃ ＝ Ｄ ／ （２ － Ｄ）ａｃ 为实际临界接触面积． 式
（２５）不同于文献［２１］中的式（１５）．

根据式（２３）得
ａＬ ＝ （２ － Ｄ）Ａｒ ／ Ｄ， （２６）

将式（２６）代入式（２５）得
Ｐ（Ａｒ ＞ Ａｒｃ） ＝

　

２Ｄ
３ π（１􀆰 ５ － Ｄ）

ＥＧＤ－１（２
－ Ｄ
Ｄ

Ａｒ）０􀆰 ５Ｄ·

　 ［（２
－ Ｄ
Ｄ

Ａｒ）１􀆰 ５－Ｄ － ａ１􀆰 ５－Ｄ
ｃ ］ ＋

　 ２Ｄ
２ － Ｄ

Ｈ ２ － Ｄ
Ｄ

Ａｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

０􀆰 ５Ｄ

ａ１－０􀆰 ５Ｄ
ｃ ，　 　 Ｄ ≠ １􀆰 ５；

Ｅ Ｇ
π

Ａｒ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

０􀆰７５

ｌｎ
Ａｒ

３ａｃ

＋ ６Ｈ
Ａｒ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

０􀆰７５

ａ０􀆰２５
ｃ ， Ｄ ＝ １􀆰 ５．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（２７）
式（２７）不同于文献［２１］中的式（１７）．

由式（２７）可得归一化法向接触总载荷为

Ｐ∗（Ａ∗
ｒ ＞ Ａ∗

ｒｃ ） ＝ Ｐ（Ａｒ ＞ Ａｒｃ） ／ （ＥＡａ） ＝

　

２Ｄ
３ π（１􀆰 ５ － Ｄ）

Ｇ∗Ｄ－１（２
－ Ｄ
Ｄ

Ａ∗
ｒ ）０􀆰 ５Ｄ·

　 　 ［（２
－ Ｄ
Ｄ

Ａ∗
ｒ ）１􀆰 ５－Ｄ － ａ∗

ｃ
１􀆰 ５－Ｄ］ ＋

　 　 ２ Ｈ
Ｅ
Ａ∗

ｒ
０􀆰 ５Ｄ（ Ｄ

２ － Ｄ
ａ∗
ｃ ）１－０􀆰 ５Ｄ， Ｄ≠１􀆰 ５；

Ｇ∗

π
Ａ∗

ｒ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

０􀆰 ７５

ｌｎ
Ａ∗

ｒ

３ａ∗
ｃ

＋ ２ Ｈ
Ｅ
Ａ∗

ｒ
０􀆰 ７５（３ａ∗

ｃ ） ０􀆰 ２５，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｄ ＝ １􀆰 ５．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２８）
式中： Ａ∗

ｒ ＝ Ａｒ ／ Ａａ；Ａ∗
ｒｃ ＝ Ａｒｃ ／ Ａａ ＝ Ｄａ∗

ｃ ／ （２ － Ｄ）；

Ａａ 为名义接触面积；Ｇ∗ ＝ Ｇ ／ Ａａ ； ａ∗
ｃ ＝ ａｃ ／ Ａａ ＝

［４Ｅ２ ／ （９πＨ２）］
１

Ｄ－１Ｇ∗２ ． 不同于文献［２１］ 中的 ａ∗
ｃ ＝

［２Ｅ ／ （ πＨ）］
２

Ｄ－１Ｇ∗２ ． 式（２８）不同于文献［２１］中的

式（１８）．

２　 干摩擦结合部的法向接触刚度

将式（９）代入式（４）得
Ｒ ＝ （πＲδ） ０􀆰 ５Ｄ ／ （πＧＤ－１）， （２９）

由式（２９）可得凸起顶端曲率半径和其变形量之间

的内在关系为

Ｒ ＝ π －１Ｇ
２（１－Ｄ）
２－Ｄ δ

Ｄ
２－Ｄ， （３０）

将式（３０）代入式（５）得

Ｐｅ（δ） ＝ ４ ／ （３ π）ＥＧ
１－Ｄ
２－Ｄδ

３－Ｄ
２－Ｄ ． （３１）

式（ ３１ ） 比 文 献 ［ ２ ］ 中 的 式 （ ６４ ）： Ｐｅ（δ） ＝ ４ ／

（３ ２π）ＥＧ
１－Ｄ
２－Ｄδ

３－Ｄ
２－Ｄ 分母少 ２ ．

法向弹性接触载荷对凸起顶端变形量的 １ 阶导

函数，即为 ２ 个凸起之间互相影响的法向接触刚度

　 　 ｋｎ（δ） ＝ ｄＰｅ（δ） ／ ｄδ ＝

４（３ － Ｄ） ／ ［３ π（２ － Ｄ）］ＥＧ
１－Ｄ
２－Ｄδ

１
２－Ｄ ．
（３２）

式（３２）比文献［２］中的式（６５）： ｄＰｅ（δ） ／ ｄδ ＝ ４（３ －

Ｄ） ／ ［３ ２π（２ － Ｄ）］ＥＧ
１－Ｄ
２－Ｄδ

１
２－Ｄ 分母少 ２ ．

将式（２）代入式（３２）得

　 ｋｎ（ａ） ＝ ４（３ － Ｄ） ／ ［３ π（２ － Ｄ）］Ｅ ａ ． （３３）
式（３３） 比文献 ［２］ 中的式 （６６）： ｋｎ（ａ′） ＝ ４（３ －

Ｄ） ／ ［３ ２π（２ － Ｄ）］Ｅ ａ′ 分母少 ２ ． 因为 ａ′ ＝
２ａ［１］，故上述两式相等． 本文的推导过程虽然与本

课题组已发表的其他论文［２］ 不同，所得的中间公式

也不一样，看似自相矛盾，但是获得的终极目标公式

（３３）是一致的．表明本研究提出的“完全塑性变形”
中心思想及公式是合理的．

根据式（３３）可得柔性结合部的法向接触总刚
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度为

　 Ｋｎ（ａＬ ＞ ａｃ） ＝ ∫ａＬ
ａｃ
ｋｎ（ａ）ｎ（ａ）ｄａ ＝

４（３ － Ｄ）
３ π（２ － Ｄ）

Ｅ ∫ａＬ
ａｃ

ａ ｎ（ａ）ｄａ．

（３４）
将式（２２）代入式（３４）得
Ｋｎ（Ａｒ ＞ Ａｒｃ） ＝

４Ｄ（３ － Ｄ）
３ π（２ － Ｄ）（１ － Ｄ）

Ｅａ０􀆰５Ｄ
Ｌ （ａ０􀆰５－０􀆰５Ｄ

Ｌ － ａ０􀆰５－０􀆰５Ｄ
ｃ ），Ｄ≠１；

４ ／ （３ π）Ｅ ａＬ ｌｎ（ａＬ ／ ａｃ），　 　 　 　 　 　 Ｄ ＝ １．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３５）
将式（２６）代入式（３５）得
Ｋｎ（Ａｒ ＞ Ａｒｃ） ＝

　

４Ｄ（３ － Ｄ）
３ π（２ － Ｄ）（１ － Ｄ）

Ｅ ２ － Ｄ
Ｄ

Ａｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

０􀆰 ５Ｄ

·

　 ｛［（２ － Ｄ） ／ ＤＡｒ］０􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ － ａ０􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ
ｃ ｝， Ｄ ≠１；

４
３ π

Ｅ Ａｒ ｌｎ
Ａｒ

ａｃ
，　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｄ ＝ １．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（３６）
按照式（３６）可得归一化法向接触总刚度为

Ｋ∗
ｎ （Ａ∗

ｒ ＞ Ａ∗
ｒｃ ） ＝ Ｋｎ（Ａｒ ＞ Ａｒｃ） ／ （Ｅ Ａａ ） ＝

　

４Ｄ（３ － Ｄ）
３ π（２ － Ｄ）（１ － Ｄ）

２ － Ｄ
Ｄ

Ａ∗
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

０􀆰 ５Ｄ

·

　 ｛［（２ － Ｄ） ／ ＤＡ∗
ｒ ］０􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ － ａ∗

ｃ
０􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ｝， Ｄ ≠ １；

４
３ π

Ａ∗
ｒ ｌｎ

Ａ∗
ｒ

ａ∗
ｃ

，　 　 　 　 　 　 　 　 Ｄ ＝ １．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（３７）

３　 干摩擦结合部的法向接触阻尼

将式（９）代入式（１１）得
Ｐｐ（δ） ＝ ２πＨＲδ ， （３８）

式（３８）不同于文献［２１］中的式（２８）：
Ｐｐ（δ） ＝ πＨＲδ．

　 　 将式（３０）代入式（３８）得

Ｐｐ（δ） ＝ ２ＨＧ
２（１－Ｄ）
２－Ｄ δ

２
２－Ｄ， （３９）

由式（３９）可得凸起压缩时的塑性损耗能

　 ｗｐ ＝ ∫δ
０
Ｐｐ（δ）ｄδ ＝ ２ＨＧ

２（１－Ｄ）
２－Ｄ ∫δ

０
δ

２
２－Ｄｄδ ＝

［２（２ － Ｄ） ／ （４ － Ｄ）］ＨＧ
２（１－Ｄ）
２－Ｄ δ

４－Ｄ
２－Ｄ ． （４０）

将式（２）代入式（４０）得
ｗｐ（ａ） ＝ ［２（２ － Ｄ） ／ （４ － Ｄ）］ＨＧＤ－１ａ２－０􀆰 ５Ｄ ．

（４１）
式（４１）不同于文献［２１］中的式（３１）：

ｗｐ（ａ） ＝ ０．５ＨＧＤ－１ａ２－０􀆰 ５Ｄ ．
　 　 使用式 （４１） 可得柔性结合部的塑性总损耗

能为

　 Ｗｐ ＝ ∫ａｃ
０
ｗｐ（ａ）ｎ（ａ）ｄａ ＝

２（２ － Ｄ）
４ － Ｄ

ＨＧＤ－１ ∫ａｃ
０
ａ２－０􀆰 ５Ｄｎ（ａ）ｄａ ． （４２）

式（４２）不同于文献［２１］中的式（３２）：

Ｗｐ ＝ ０．５ＨＧＤ－１ ∫ａｃ
０
ａ２－０􀆰 ５Ｄｎ（ａ）ｄａ．

将式（２２）代入式（４２）得
Ｗｐ ＝ Ｄ ／ （４ － Ｄ）ＨＧＤ－１ａ０􀆰 ５Ｄ

Ｌ ａ２－Ｄ
ｃ ， （４３）

式（４３）不同于文献［２１］中的式（３３）：
Ｗｐ ＝ Ｄ ／ ［４（２ － Ｄ）］ＨＧＤ－１ａ０􀆰 ５Ｄ

Ｌ ａ２－Ｄ
ｃ ．

由式（３１）可得凸起压缩时的弹性势能为

　 ｗｅ ＝ ∫δ
０
Ｐｅ（δ）ｄδ ＝ ４

３ π
ＥＧ

１－Ｄ
２－Ｄ ∫δ

０
δ

３－Ｄ
２－Ｄｄδ ＝

４（２ － Ｄ） ／ ［３ π（５ － ２Ｄ）］ＥＧ
１－Ｄ
２－Ｄδ

５－２Ｄ
２－Ｄ ．

（４４）
将式（２）代入式（４４）得

ｗｅ（ａ） ＝ ４（２ － Ｄ）
３ π（５ － ２Ｄ）

ＥＧ２Ｄ－２ａ２􀆰 ５－Ｄ ． （４５）

式（４５）不同于文献［２１］中的式（３６）：

ｗｅ（ａ） ＝ ８
１５ π

ＥＧ２Ｄ－２ａ２􀆰 ５－Ｄ ．

　 　 依据式（４５）可得柔性结合部的弹性总势能为

　 Ｗｅ ＝ ∫ａＬ
ａｃ
ｗｅ（ａ）ｎ（ａ）ｄａ ＝ ４（２ － Ｄ）

３ π（５ － ２Ｄ）
ＥＧ２Ｄ－２·

∫ａＬ
ａｃ
ａ２．５－Ｄｎ（ａ）ｄａ． （４６）

式（４６）不同于文献［２１］中的式（３７）：

Ｗｅ ＝ ８ ／ （１５ π）ＥＧ２Ｄ－２ ∫ａＬ
ａｃ
ａ２．５－Ｄｎ（ａ）ｄａ．

将式（２２）代入式（４６）得
　 Ｗｅ ＝

　 　

４Ｄ（２ － Ｄ）
３ π（５ － ２Ｄ）（５ － ３Ｄ）

ＥＧ２Ｄ－２ａ０􀆰 ５Ｄ
Ｌ ·

　 　 （ａ２􀆰 ５－１􀆰 ５Ｄ
Ｌ － ａ２􀆰 ５－１􀆰 ５Ｄ

ｃ ），　 Ｄ ≠ ５
３
；

２
９ π

ＥＧ
４
３ ａ

５
６
Ｌ ｌｎ

ａＬ

ａｃ
，　 　 　 　 Ｄ ＝ ５

３
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４７）
式（４７）不同于文献［２１］中的式（３８）．

式（４３）除以式（４７）可得柔性结合部的结构阻

尼损耗因子为

η ＝ Ｗｐ ／ Ｗｅ ＝
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３ π （５ － ２Ｄ）（５ － ３Ｄ）
４（４ － Ｄ）（２ － Ｄ）

Ｈ
Ｅ
·

　 　
ａ２－Ｄ

ｃ

ＧＤ－１（ａ２． ５－１． ５Ｄ
Ｌ － ａ２． ５－１． ５Ｄ

ｃ ）
，　 Ｄ ≠ ５

３
；

４５ π
１４

Ｈ
Ｅ

ａ
１
３
ｃ

Ｇ
２
３ ｌｎ（ａＬ ／ ａｃ）

， 　 　 　 Ｄ ＝ ５
３
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４８）
式（４８）不同于文献［２１］中的式（３９）．

将式（２６）代入式（４８）得

η＝

３ π（５ － ２Ｄ）（５ － ３Ｄ）
４（４ － Ｄ）（２ － Ｄ）

Ｈ
Ｅ
·

　
ａ２－Ｄ
ｃ

ＧＤ－１ ２ －Ｄ
Ｄ

Ａｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２．５－１．５Ｄ

－ ａ２．５－１．５Ｄ
ｃ

é

ë
êê

ù

û
úú

，　 Ｄ ≠ ５
３
；

４５ π
１４

Ｈ
Ｅ

ａ
１
３
ｃ

Ｇ
２
３ ｌｎ ［Ａｒ ／ （５ａｃ）］

， 　 　 　 　 Ｄ ＝ ５
３
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（４９）
式（４９）不同于文献［２１］中的式（４０）．式（４９）可变

形为

η ＝

３ π（５ － ２Ｄ）（５ － ３Ｄ）
４（４ － Ｄ）（２ － Ｄ）

Ｈ
Ｅ
·

　
ａ∗
ｃ

２－Ｄ

Ｇ∗Ｄ－１｛［（２ － Ｄ） ／ ＤＡ∗
ｒ ］２．５－１．５Ｄ － ａ∗

ｃ
２．５－１．５Ｄ｝

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｄ≠ ５
３
；

４５ π
１４

Ｈ
Ｅ

ａ∗
ｃ

１
３

Ｇ∗ ２
３ ｌｎ ［Ａ∗

ｒ ／ （５ａ∗
ｃ ）］

， 　 　 　 Ｄ ＝ ５
３
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（５０）
式（５０）不同于文献［２１］中的式（４１）．

设粗糙表面专属基体虚拟材料［１８］的质量为 ｍ，
则柔性结合部的法向接触阻尼为

ｃｎ ＝ η ｍＫｎ ， （５１）

由式（３７）得

Ｋｎ ＝ Ｅ Ａａ Ｋ∗
ｎ ． （５２）

将式（５２）代入式（５１）得

ｃｎ ＝ ｍＥ Ａａ η Ｋ∗
ｎ ． （５３）

由式（５３）可得归一化法向接触阻尼为

ｃ∗ｎ ＝ ｃｎ ／ ｍＥ Ａａ ＝ η Ｋ∗
ｎ ． （５４）

将式（５０）和（３７）代入式（５４）得

ｃ∗ｎ ＝

（９π） ０􀆰 ２５（５ － ２Ｄ）（５ － ３Ｄ）
２（４ － Ｄ）（２ － Ｄ）

Ｈ
Ｅ
·

　 ａ∗
ｃ

２－Ｄ Ｄ（３ － Ｄ）
（２ － Ｄ）（１ － Ｄ）{ ２ － Ｄ

Ｄ
Ａ∗

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

０􀆰 ５Ｄ

·

　 （２
－ Ｄ
Ｄ

Ａ∗
ｒ ）０􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄ － ａ∗

ｃ
０􀆰 ５－０􀆰 ５Ｄé

ë
êê

ù

û
úú }

１ ／ ２

　

Ｇ∗Ｄ－１ （２
－ Ｄ
Ｄ

Ａ∗
ｒ ）２．５－１．５Ｄ － ａ∗

ｃ
２．５－１．５Ｄé

ë
êê

ù

û
úú{ } ，

　 　 　 　 　 　 　 Ｄ ≠ １，Ｄ ≠ ５ ／ ３；

（９π） ０􀆰 ２５ Ｈ
Ｅ

ａ∗
ｃ Ａ∗

ｒ ｌｎ（Ａ∗
ｒ ／ ａ∗

ｃ ）
Ａ∗

ｒ － ａ∗
ｃ

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｄ ＝ １；

１５（９００π） ０􀆰 ２５

７
Ｈ
Ｅ

ａ∗
ｃ

１
３

Ｇ∗ ２
３ ｌｎ ［Ａ∗

ｒ ／ （５ａ∗
ｃ ）］

·

　 　 （Ａ∗
ｒ ／ ５）

５
６ ［ａ∗

ｃ
－ １

３ － （Ａ∗
ｒ ／ ５） － １

３ ］ ，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｄ ＝ ５ ／ ３．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（５５）
式（５５）不同于文献［２１］中的式（４６）．

４　 机械干摩擦结合部阻尼模拟

灰铸铁是指石墨呈片状分布的灰口铸铁．灰铸

铁组成（质量分数）为 ２􀆰 ５％ ～４􀆰 ０％Ｃ，１􀆰 ０％ ～３􀆰 ０％Ｓｉ，
０􀆰 ２５％ ～ １􀆰 ０％ Ｍｎ， ０􀆰 ０５％ ～ ０􀆰 ５０％ Ｐ， ０􀆰 ０２％ ～
０􀆰 ２０％Ｓ．灰铸铁主要用于制造承受压力和振动的零

部件，如机床床身、各种箱体、壳体、泵体、缸体等．两
配对灰铸铁 ＨＴ２５０（单铸试棒的最小抗拉强度是

２５０ ＭＰａ）干摩擦结合部的参数为［２３］： ９１８ＨＢＷ１ ／
３０ ／ ２０，表示用直径 １ ｍｍ 的硬质合金球在 ２９４􀆰 ２１ Ｎ
试验力下保持 ２０ ｓ 测定的布氏硬度值为 ９１８，较软

材料的布氏硬度 Ｈ ＝ ９􀆰 ８×９１８ ＭＰａ＝ ８ ９９６􀆰 ４ ＭＰａ≈
９ ＧＰａ，弹性模量 Ｅ１ ＝ Ｅ２ ＝ １９７ ＧＰａ，泊松比 ν１ ＝ ν２ ＝
０􀆰 ４９，则复合弹性模量［２４－４４］Ｅ ＝ １２９􀆰 ６ ≈ １３０ ＧＰａ，
表面粗糙轮廓分形维数 Ｄ ∈ ［１􀆰 １２，１􀆰 ９９］，名义接

触面积 Ａａ ＝ １０－６ ｍ２， 分 形 粗 糙 度 Ｇ 取 １０－１０ ～
１０－１７ ｍ，则 Ｇ∗ ［４５－４８］取 １０－７ ～１０－１４ ．

图 １～７ 为法向接触阻尼的演化状况．从图 １～３、
６、７ 中可看出，法向接触阻尼随着表面粗糙轮廓分

形维数的增加而先变小后增加，最小值点为 Ｄ ＝
１􀆰 ２６（图 １），与图 ２ 中的左上角曲线最小值点

（１􀆰 ２６，０􀆰 ０００ １３３ ８）一致．由图 １ 可知，法向接触阻

尼－表面粗糙轮廓分形维数曲线具有 ２ 个拐点，第 １
拐点为 Ｄ１ ＝ １􀆰 ５８，第 ２ 拐点为 Ｄ２ ＝ １􀆰 ９２．分形粗糙

度对法向接触阻尼的影响与第 １ 拐点 Ｄ１ 的大小有

关．拐点是曲线凹凸性的分界点，在图 ２ 中，最低点
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处的数值变化较快，为了能够清楚地表达各量之间

的关系，在最低点处对点的数量进行加密．从图 ２ ～ ４
中可看出，当 Ｄ ≤ Ｄ１ 时， 法向接触阻尼随着分形粗

糙度的变大而变大．图 ３ 中，当 Ｄ ＝ １􀆰 １２ 时， Ｇ∗ ＝ １×
１０－１０时所对应的 ｃ∗ｎ 的值为 ７􀆰 ９９３×１０－６，与图 ２ 中推

算出来的坐标值（１􀆰 １２，７􀆰 ９９３×１０－６）相同．从图 ２、３、
５ 中可看出，当 Ｄ ＞ Ｄ１ 时， 分形粗糙度越大，法向接

触阻尼反而越小．法向接触载荷对法向接触阻尼的

影响与表面粗糙轮廓分形维数的大小有关．从图 ４、６
中可看出，当 Ｄ≤１􀆰 ４ 时，法向接触阻尼随着法向接

触载荷的增加呈稍许减小的态势．从图 ５ ～ ７ 中可

看出，当 Ｄ ＞ １􀆰 ４ 时，法向接触阻尼随着法向接触

载荷的增大而增加，文献［２１］未推测出此种演变

情况．
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５　 结　 论

１）针对变化凸起［４９－５０］ 顶端曲率半径和连续法

向载荷，建立新的粗糙表面法向接触刚度与法向接

触阻尼模型．
２）法向接触阻尼随着表面粗糙轮廓分形维数

的增加而先减小后增大．
３）表面粗糙轮廓分形维数小于第一拐点时，法

向接触阻尼随着分形粗糙度的加大而加大；表面粗

糙轮廓分形维数大于第一拐点时，法向接触阻尼随

着分形粗糙度的增大而减小．
４）法向接触阻尼随着法向接触载荷的增大而

先减小后增加．
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