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任意裂纹面荷载作用下界面断裂分析

钟　 红，宋平平

（大连理工大学 建设工程学部，１１０６２４ 辽宁 大连）

摘　 要： 为研究裂纹面上作用的荷载对裂纹稳定性的影响，本文基于比例边界有限元方法提出裂纹面作用有任意方向、任意

大小面荷载的界面应力强度因子求解模型．界面裂纹具有复数形式的应力奇异性指数，在任意裂纹面荷载作用下其奇异应力

场更为复杂．应用本模型，径向的位移和应力可解析求解，无需网格细分即可自动反映裂尖的应力奇异性．裂纹面上的任意荷

载首先可分解成平行于裂纹面以及垂直于裂纹面的分量，并进一步分解成有限项幂函数的和．对每个幂函数荷载解析求解，基
于线性叠加原理获得结构在全部荷载作用下的解．该模型对各向同性材料和各向异性材料均适用．文中通过板承受裂缝面荷

载时的应力强度因子求解的多个算例对该模型进行了验证和应用，对板的几何尺寸和双材料参数进行了敏感性分析，并应用

于重力坝坝踵界面裂缝在水压力作用下的应力强度因子求解．
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　 　 很多实际工程都涉及界面，例如岩基上的混凝

土坝，坝基和混凝土的交界面通常比较薄弱，易于出

现裂纹，尤其是当水进入缝内后，水压力将对裂缝的

进一步扩展起促进作用，从而劣化大坝的稳定性．在

日常生活中，也常常遇到界面断裂问题，诸如焊接、
粘接等结合材料，通常在结合处或者其附近首先开

裂．这是因为结合材料界面附近不仅容易存在缺陷，
导致结合强度的低下，而且会因界面的存在而引发

应力集中并产生残余应力，使界面附近的材料处于

较高的应力水平．随着复合材料应用范围的扩大，界
面问题变得越来越重要，传统的强度分析和评价方

法局限性也日益明显．
不同于均质材料断裂，界面断裂有一些特殊性．

Ｗｉｌｌｉａｍｓ［１］分析了界面裂纹尖端的奇异场，利用应



力函数的分离变量形式，求得奇异性指数和奇异应

力场，但是该奇异性指数（０．５±ｉε）不是实数而是复

数，导致了裂纹尖端应力场的振荡奇异性和裂纹面

的互相嵌入．振荡引起 Ｉ 型断裂和 ＩＩ 型断裂耦合，对
称结构内的裂缝即使处于对称荷载作用下，其断裂

也是复合型的．常见的断裂力学求解方法，包括有限

元法、边界元法、边界配置法［２］ 和扩展有限元［３］ 等，
所采用的标准插值函数都是光滑的，与奇异应力场

相差甚远［４］ ．有限元法求解断裂问题时，为了得到更

精确的应力解，划分有限元网格时需要在裂尖局部

加密或引入奇异单元（如四分之一节点单元［５－６］ ）进
行求解．然而对于界面断裂问题，奇异应力场的近似

解是非常复杂的，对单元进行改进的复杂程度远远

大于求解断裂问题本身．Ｍｉｙａｚａｋｉ 等［７］ 提出 Ｍ１积分

方法求解双材料界面断裂问题，分别计算了含单边

裂纹和中心斜裂纹双材料板的应力强度因子；Ｍｕｎｚ
等［８］基于有限元方法描述了双材料界面裂纹处的

应力分布特征；陈瑛等［９］ 综合评述和分析了多种断

裂力学模型和实验方法，同时介绍了双材料界面断

裂力学在 ＦＲＰ－混凝土复合结构中的应用．
界面裂缝的缝面荷载对裂缝的稳定性有至关重

要的影响．在这种情况下，裂尖的奇异应力场和应力

强度因子都将产生显著变化，从而对数值方法和数

值模型提出了新的挑战．对于裂纹面上承受任意荷

载的复杂情况研究较少，其中胡小飞［１０］ 采用基于辛

体系的解析奇异单元分析含裂纹的结构；刘钧玉［１１］

基于比例边界有限元法计算了一类面荷载作用下的

裂缝奇异应力场；涂传林［２］ 利用边界元法研究了裂

纹面上受均匀法向外荷载的断裂问题．以上研究所

考虑的荷载形式和作用方向均较简单．
比例 边 界 有 限 元 法 （ ｓｃａｌｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｆｉｎｉｔｅ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＳＢＦＥＭ）是一种新型的半解析数值方

法，可计算多种材料交界面处［４］ 的奇异应力场，以及

温度荷载［１２］、动荷载［１３］等作用下的奇异应力场，并已

推广至非线性断裂模拟［１４］ ．本文采用比例边界有限元

法，基于裂纹面荷载的幂级数展开和线性叠加原理，
提出了求解任意裂纹面荷载作用下的界面断裂求解

模型．将该模型应用于各向同性和各向异性双材料板

的界面问题，通过与文献结果对比进行了验证．在此

基础上开展了一定的参数敏感性分析．

１　 比例边界有限元方法的基本原理

比例边界有限元控制方程的推导和求解见文献

［１５－１７］．本文主要介绍对任意裂纹面荷载的处理和奇

异应力场的求解．图 １ 是具有 Ｖ 形裂纹口的比例边界

有限元模型，Ｏ 为比例中心，断裂问题比例中心通常选

在裂尖处．定义 ξ ０≤ξ≤１( ) 为径向坐标，模型边界离散

成一维线单元，ξ－η 形成比例边界有限元坐标．
整体坐标系下一点的坐标用比例边界有限元坐

标表示为

ｘ^ ξ，η( )

ｙ^ ξ，η( ){ } ＝ ξ Ｎ η( )[ ]
ｘ
ｙ{ } ， （１）

y

x

η

ξ

=1

＾

＾O

图 １　 比例边界有限元模型和 ξ－η坐标

式中｛Ｎ（η）｝为形函数，｛ｘ｝、｛ｙ｝是节点坐标．区域

内的节点位移 ｕ ξ( ){ } ，边界上的节点位移为 ｕ{ } ＝
ｕ ξ＝ １( ){ } ，则区域内任意一点位移函数可表示为

ｕ ξ，η( ){ } ＝ Ｎ η( )[ ] ｕ ξ( ){ } ， （２）
应力为

σ ξ，η( ){ } ＝ Ｄ[ ] ( Ｂ１ η( )[ ] ｕ ξ( ){ } ，ξ ＋ 　 　

１
ξ

Ｂ２ η( )[ ] ｕ ξ( ){ } ) ． （３）

式中［Ｄ］是材料的弹性矩阵，Ｂ１（η）和 Ｂ２（η）是应

变位移矩阵，参见文献［１５］．用位移表达的比例边界

有限元方法的控制方程为

Ｅ０[ ] ξ２ ｕ ξ( ){ } ，ξξ ＋ Ｅ０[ ] － Ｅ１[ ] ＋ Ｅ１[ ] Ｔ( )·
ξ ｕ ξ( ){ } ，ξ － Ｅ２[ ] ｕ ξ( ){ } ＋ Ｆ ξ( ){ } ＝ ０， （４）

式中［Ｅ１］、［Ｅ２］和［Ｅ３］为系数矩阵［ １５ ］，各单元系

数矩阵的计算和组装与有限元法类似． Ｆ ξ( ){ } 是外

部荷载向量，包括裂纹面荷载 Ｆｔ ξ( ){ } ．裂纹面上的

任意荷载可以分解成有限项幂函数和的形式

Ｆｔ ξ( ){ } ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ξｔｉ Ｆｔｉ

{ } ， （５）

ｔｉ ＝ ｉ － １ ＋ μ， ｉ ＝ １…Ｍ( ) （６）
式中 μ 是个很小的数（如 ０．０００ １），径向的内部节点

力为［ １７ ］

ｑ ξ( ){ } ＝ Ｅ０[ ] ξ ｕ ξ( ){ } ，ξ ＋ Ｅ１[ ] Ｔ ｕ ξ( ){ } ．
（７）

方程（４）可写成一阶常微分方程

ξ
ｕ ξ( )

ｑ ξ( ){ } ，ξ ＝ － Ｚ[ ]
ｕ ξ( )

ｑ ξ( ){ } －
　 ０
Ｆｔ ξ( ){ } ， （８）

式中［Ｚ］是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 系数矩阵［ １７ ］，特征值为 λ ｉ

和－λ ｉ，方程（８）可以通过［Ｚ］阵特征向量进行解耦，
运算中容易出现数值不稳定，产生对数奇异．

本文采用块对角 Ｓｃｈｕｒ 分解［ １７ ］
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Ｚ[ ] Ψ[ ] ＝ Ψ[ ] Ｓ[ ] ， （９）
裂纹面荷载的节点位移模态为

ψｔ{ } ＝ ｔ ＋ １( ) ２ Ｅ０[ ] ＋ ｔ ＋ １( ) Ｅ１[ ] Ｔ[ －[

Ｅ１[ ] ] － Ｅ２[ ] ] －１ － Ｆｔ{ } ， （１０）
相应的等效节点力为

ｑｔ{ } ＝ ｔ ＋ １( ) Ｅ０[ ] ＋ Ｅ１[ ] Ｔ[ ] ψｔ{ } ， （１１）
则位移解为

ｕ ξ，η( ){ } ＝ Ｎ η( )[ ] ∑
Ｍ

ｉ ＝１
ξｔｉ＋１ ψｔｉ

{ } ＋∑
ｎ

ｉ ＝１
ｃｉξ

－λｉ ψｉ{ }( ) ．

（１２）
对于给定的积分常数，边界上的节点位移为

ｕｂ{ } ＝ ｕ ξ ＝ １( ){ } ，
ｕｂ{ } ＝ ψｔ{ } ＋ Ψ[ ] ｃ{ } ． （１３）

则对应的等效边界节点力为

Ｐ{ } ＝ ｑｔ{ } ＋ Ｑ[ ] ｃ{ } ， （１４）
由式（１３）可得积分常数用边界位移表达为

ｃ{ } ＝ Ψ[ ] ｕ{ } － ψｔ{ }{ } ， （１５）
将方程（１５）代入方程（１４）得

Ｋ[ ] ｕｂ{ } ＝ Ｐ{ } － ｑｔ{ } ＋ Ｋ[ ] ψｔ{ } ， （１６）
式中［Ｋ］为刚度矩阵．通过边界条件，由式（１６）解出

边界节点位移｛ｕｂ｝，代入式（１５）求得积分常数｛ｃ｝，
位移场由式（１２）求出．求得的位移场代入式（３），最
后求出应力场：

σ ξ，η( ){ } ＝ Ｄ[ ] ∑
ｍ

ｉ ＝１
ξｔｉ ｔｉ ＋ １( ) Ｂ１ η( )[ ] ＋ Ｂ２ η( )[ ][ ]·

ψｔｉ
{ } ＋ Ｄ[ ] ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｃｉξ

－λｉ－１ －λｉ Ｂ１ η( )[ ] ＋ Ｂ２ η( )[ ][ ] ψｉ{ } ．

（１７）
上式可整理写成

σ ξ，η( ){ } ＝ ∑
ｎ＋ｍ

ｉ ＝ １
ｃ－ ｉξ λ

－
ｉ－１ ψ

－

σｉ η( ){ } ， （１８）

其中

λ
－

ｉ ＝ － λ ｉ，ｉ ＝ １，…，ｎ；

λ
－

ｉ ＝ ｔｉ ＋ １，ｉ ＝ ｎ ＋ １，…，ｎ ＋ ｍ．
（１９）

ψ
－

σｉ η( ){ }为应力模态，表示为

ψ
－

σｉ η( ){ } ＝
ψｘｘ η( )

ψｙｙ η( )

ψｘｙ η( )

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
ｉ

＝ 　 　 　 　 　 　 　 　 　

Ｄ[ ] λ
－

ｉ Ｂ１ η( )[ ] ＋ Ｂ２ η( )[ ][ ] ψ
－

ｉ{ } ． （２０）

２　 应力强度因子

应力强度因子通过极坐标下的 奇 异 应 力

σ ｓ( )

θθ ｒ，θ( ) 和 τ ｓ( )

ｒθ ｒ，θ( ) 来定义．对于双材料界面断

裂问题，具有振荡奇异性，应力奇异性指数是一对共

轭复数 ０．５±ｉε，ε 为振荡指数，大小取决于两种结合

材料参数的差异．

ε ＝ １
２π

ｌｎ
κ１ ／ μ１ ＋ １ ／ μ２

κ２ ／ μ２ ＋ １ ／ μ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２１）

其中 μｉ 是剪切模量

κｉ ＝
３ － ４νｉ，平面应变问题

（３ － νｉ） ／ （１ ＋ ｖｉ），平面应力问题．{
对于各向同性双材料板，标准应力强度因子定义为

σ ｓ( )

θθ （ｒ^，０） ＋ ｉτ ｓ( )

ｒθ （ｒ^，０） ＝ １
２πｒ^

ｒ^
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉε

ＫⅠ ＋ ｉＫⅡ( ) ．

（２３）
式中 Ｌ 为特征长度．方程（２３）可表示为矩阵形式：

σ ｓ( )

θθ （ ｒ^，０）

τ ｓ( )

ｒθ （ ｒ^，０）{ } ＝ １
２πｒ^

ｃ ｒ^( ) 　－ｓ ｒ^( )

ｓ ｒ^( ) 　 ｃ ｒ^( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ＫＩ

ＫＩＩ
{ } ，

（２４）
其中

ｃ ｒ^( ) ＝ ｃｏｓ εｌｎ ｒ^ ／ Ｌ( )( )， ｓ ｒ^( ) ＝ ｓｉｎ εｌｎ ｒ^ ／ Ｌ( )( ) ．
（２５）

　 　 对于各向异性双材料板，应力强度因子可定义为

σ ｓ( )

θθ （ｒ^，０）

τ ｓ( )

ｒθ （ｒ^，０）{ } ＝ １
２πｒ^

Ｗ１　 Ｗ２

０　 　 １
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｃ ｒ^( ) － ｓ ｒ^( )

ｓ ｒ^( ) 　 ｃ ｒ^( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ＫⅠ
ＫⅡ{ } ，

（２６）
其中Ｗ１，Ｗ２可由各向异性材料的弹性常数计算得出［１８］ ．
本文采用的广义应力强度因子通过推导可表示为［１５］

Ｋ θ( ){ } ＝ ２πＬ ψ ｓ( )

σＬ θ( )[ ] ｃ ｓ( ){ } ， （２７）
式中 Ｋ θ( ){ } ＝ ＫⅠ θ( ) ，ＫⅡ θ( )[ ] ， ψ ｓ( )

σＬ θ( )[ ] 为奇异

应力模态， ｃ ｓ( ){ }是奇异应力项对应的积分常数．

３　 数值算例

给出 ４ 个带裂缝平板的应力强度因子，考虑了

各向同性和各向异性材料，裂纹面荷载考虑了法向

和切向荷载．执行计算工作的计算机配置为：处理器

Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ５－２３００ ＣＰＵ ＠ ２．８０ ＧＨｚ，４ 个

内核，４ 个逻辑处理器，物理内存 ８．００ ＧＢ．
３．１　 各向同性单边裂纹单材料板承受法向裂纹面荷载

考虑如图 ２ 所示的含单边裂纹平板，板的尺寸

是 Ｗ×２Ｗ，裂纹长度是 ａ，比例中心为 Ｏ．裂纹表面受

到法 向 裂 纹 面 荷 载 σ０ ＝ σ０ （ ｒ ） 的 作 用， σ０ ＝
λ ｒ ／ ａ( ) ｎ，其中 ｎ＝ １，２，…，ｎ；ｎ 是任意常数，Ｎ 表示

Ｗ 边划分的线单元个数，图 ２ 给出 Ｎ ＝ ６ 的网格图，
线单元采用具有 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 形函数的

１１ 节点高阶单元．表 １ 给出不同板长，不同网格下

（Ｎ＝ ２，６，１０）无量纲化应力强度因子ＫＩ ／ λ πａ的数

值计算结果．
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图 ２　 单边裂纹单材料板

表 １ 同时给出了半无限大板单边裂纹承受任意

荷载的 Ｉ 型应力强度因子解析解［１９］，作为本文的参

考解．从结果可以看出，随着荷载指数 ｎ 的增大，应
力强度因子减小，随着板的尺寸 Ｗ ／ ａ 增大，应力强

度因子减小，板的尺寸 Ｗ ／ ａ 足够大时，可以近似用

来模拟单边裂纹半无限大板．当 Ｗ ／ ａ ＝ ３０，网格划分

Ｎ＝ １０ 时的计算结果与解析解很接近，表格最后一

行给出了 Ｗ ／ ａ ＝ ３０，Ｎ ＝ １０ 计算结果与解析解之间

的误差，误差范围均小于 ３％．图 ３ 给出了板尺寸

Ｗ ／ ａ＝ ３０ 时，不同网格下的计算结果与解析解的对

比，可以看出误差很小，粗细不同的 ３ 种网格计算结

果相差较小，由此说明本方法的计算精度对网格粗

细划分不敏感，较少的网格就可以达到计算精度．
Ｎ＝ ２ 时 １．４ ｓ 即可完成整个计算过程，Ｎ＝ １０ 时 ６０ ｓ
完成计算过程．

表 １　 各向同性单边裂纹单材料板承受法向裂纹面荷载的

无量纲应力强度因子

Ｗ ／ ａ 网格疏密 ｎ＝ ０ ｎ＝ １ ｎ＝ ２ ｎ＝ ３

Ｎ＝ ２ １．３６７ ８８２ ０．５８７ ５６０ ０．３８８ １１７ ０．２９１ ７２５
５ Ｎ＝ ６ １．３６７ ８８３ ０．５８７ ５６０ ０．３８８ １００ ０．２９１ ６９０

Ｎ＝ １０ １．３６７ ８８２ ０．５８７ ５５８ ０．３８８ １０５ ０．２９１ ８１２
Ｎ＝ ２ １．１８９ ２６５ ０．４７９ ２６８ ０．３１０ ２１８ ０．２３２ ５０４

１０ Ｎ＝ ６ １．１８９ ３２９ ０．４７９ ２９２ ０．３１０ ２７２ ０．２３１ ３８８
Ｎ＝ １０ １．１８９ ３２８ ０．４７９ ２８９ ０．３１０ ２２５ ０．２３０ ８７４
Ｎ＝ ２ １．１３９ ０５２ ０．４４９ ３７７ ０．２８８ ９６９ ０．２１６ ６７８

２０ Ｎ＝ ６ １．１３９ ８９７ ０．４４９ ６３１ ０．２８９ ７３１ ０．２１６ ８６７
Ｎ＝ １０ １．１３９ ８９８ ０．４４９ ６１２ ０．２８８ ０７９ ０．２１４ ９１９
Ｎ＝ ２ １．１２８ ５１４ ０．４４３ ８０４ ０．２９０ ５６７ ０．２３１ ７７９

３０ Ｎ＝ ６ １．１２９ ９０２ ０．４４３ ６６３ ０．２８７ １２９ ０．２２３ ０６６
Ｎ＝ １０ １．１２９ ９４７ ０．４４３ ６８４ ０．２８５ ００７ ０．２０３ ０２５

解析解［ １９ ］ １．１２１ ４７１ ０．４３８ ５４８ ０．２８１ １４６ ０．２０８ ３１４
误差 ／ ％ ０．７５　 　 　 １．１７　 　 　 １．３７　 　 　 ２．５４　 　 　

３．２　 各向同性单边裂纹双材料板承受法向裂纹面荷载

　 　 考虑如图 ４ 所示的单边裂纹各向同性双材料

板，界面处有一长度为 ａ 的裂纹，板的尺寸是 Ｗ×
２Ｗ，比例中心为 Ｏ，裂纹表面作用有法向裂纹面荷

载 σ０ ＝λ ｒ ／ ａ( ) ｎ，其中 ｎ＝ １，２，…，ｎ； ｎ 是任意常数．
虽然几何对称、荷载对称，由于材料不对称，本题是

个复合断裂问题．下面给出了无量纲化应力强度因

子 Ｋ∗
Ｉ ＝ ＫＩ ／ λ πａ ，Ｋ∗

ＩＩ ＝ ＫＩＩ ／ λ πａ ，Ｗ ／ ａ ＝ ３０，η ＝
Ｅ２ ／ Ｅ１，ｖ＝ ０．３，ｎ 取 １ 和 ３，比例中心 Ｏ 选在裂尖，线
单元采用具有 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 形函数的 １１
节点高阶单元，Ｗ 边划分 ４ 个线单元，网格剖分见

图 ４，计算结果见表 ２．
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图 ３　 不同网格计算结果与解析解对比

y
r

x
θ

O
a

σ0(r)

W

W

＾
＾

＾

W

E2 ν2

E1 ν1

图 ４　 单边裂纹双材料板

表 ２　 各向同性单边裂纹双材料板承受法向裂纹面荷载的

无量纲应力强度因子

η
应力强

度因子

ｎ＝ １ ｎ＝ ３

Ｋ∗
Ｉ Ｋ∗

ＩＩ Ｋ∗
Ｉ Ｋ∗

ＩＩ

１
本文 ０．４４３ ４７６ ０　 　 ０．１９５ ０１０ ０　 　

文献［１０］ ０．４３６ ２６４ ０　 　 ０．２０７ ８４０ ０　 　

２
本文 ０．４４３ ８５４ －０．００６ ４８２ ０．２１７ ６８６ －０．００７ ８３７

文献［１０］ ０．４３８ ４８４ －０．００４ ９０１ ０．２０９ ２１３ －０．００８ ２８２

５
本文 ０．４４４ ６８０ －０．０１５ ７３９ ０．２０６ ４６１ －０．０２２ ３４９

文献［１０］ ０．４３８ ６０４ －０．０１２ ７０２ ０．２０９ ８２０ －０．０１８ ６１３

１０
本文 ０．４４４ ９２０ －０．０２１ ９４１ ０．２１３ ２６３ －０．０２５ ７４９

文献［１０］ ０．４３８ ７４６ －０．０１８ ２９２ ０．２０９ ９３９ －０．０２４ ６２８

　 　 胡小飞［ １０ ］利用辛对偶体系构造高阶精度解析

奇异单元，与常规有限元单元相结合求解应力强度

因子．本文方法的计算结果与其计算结果很相近，随
着 η＝Ｅ２ ／ Ｅ１ 的增大，Ｋ∗

ＩＩ 也相应增大，这是由于两种

材料的不匹配加剧造成的．
３．３ 　 正交各向异性单边裂纹双材料板承受法向

裂纹面荷载

　 　 如图 ５ 所示单边裂纹双材料板，界面处有一长

度为 ａ 的裂纹，板的尺寸是 Ｗ×２Ｗ，Ｗ ／ ａ ＝ ５，比例中

心为 Ｏ，裂纹面上承受 σ０ ｒ( ) ＝λ ｒ ／ ａ( ) ｎ（ｎ ＝ １，２，３）
的法向裂纹面荷载，材料 １ 的属性为 Ｅ１１ ＝ ２００ ＭＰａ，

·５５１·第 ２ 期 钟红， 等：任意裂纹面荷载作用下界面断裂分析



Ｅ２２ ＝ ２００ ＭＰａ， ν１２ ＝ ０．４，Ｇ１２ ＝ ２９．４１ ＭＰａ，材料 ２ 的

属性 Ｅ１１ ＝ １０ ＭＰａ，Ｅ２２ ＝ １００ ＭＰａ，ν１２ ＝ ０． ０２，Ｇ１２ ＝
２８．０７ ＭＰａ，φ１ 与 φ２ 是材料主轴与 ｘ^ 正方向的夹角．
计算 φ２ ＝ ０，不同 φ１ 下的应力强度因子．其中 Ｋ∗

Ｉ ＝

ＫＩ ／ λ πａ ，Ｋ∗
ＩＩ ＝ ＫＩＩ ／ λ πａ ，Ｗ 边划分 ４ 个线单元，

网格划分见图 ５．
本文求得的应力强度因子见表 ３，无解析解可

与之对比．可以看出虽然几何图形是对称的，裂纹面

只承受对称法向荷载的作用，但是由于材料 １ 和材

料 ２ 的差异性会产生 ＩＩ 型应力强度因子，并且随着

指数 ｎ 的增大，相应的 Ｉ 型和 ＩＩ 型应力强度因子减

小．当 φ１ ＝ ０°，９０°时，材料 １ 为正交各向异性材料，
Ⅰ型和Ⅱ型应力强度因子绝对值小于 φ１ ＝ ３０°、６０°
时应力强度因子的绝对值．原因是当材料为正交各

向异性材料时式（２６）中 Ｗ２为 ０．
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图 ５　 承受法向裂纹面荷载的单边裂纹板

３．４　 正交各向异性单边裂纹双材料板承受切向和

法向面荷载

　 　 如图 ６ 所示的单边裂纹双材料板，位于界面上

的裂纹 ａ，板的尺寸是 Ｗ×２Ｗ，Ｗ ／ ａ ＝ ５，比例中心为

Ｏ，裂纹面上承受荷载 σ０ ｒ( ) ＝ λ ｒ ／ ａ( ) ｎ， τ０ ｒ( ) ＝
λ ｒ ／ ａ( ) ｎ（ｎ＝ １，２，３），φ 为材料弹性主方向与 ｘ^ 轴正

向夹 角， 材 料 １ 的 弹 性 参 数 Ｅ１１ ＝ １００ ＧＰａ，
Ｅ２２ ＝ １０ ＧＰａ，ν１２ ＝ ０．３，Ｇ１２ ＝ ２７．０３ ＧＰａ，φ１ ＝ ０，材料 ２
的弹性参数 Ｅ１１ ＝ １００ ＧＰａ，Ｅ２２ ／ Ｅ１１ ＝ １、０．５、０．３、０．１，
ν１２ ＝ ０．３，Ｇ１２ ＝ ２７．０３ ＧＰａ，φ２ ＝ ０，图 ６ 给出了网格划

分，Ｗ 边划分 ４ 个线单元．表 ４ 给出了无量纲化应力

强度因子的计算结果．
对于裂纹表面既承受法向裂纹面荷载 σ，又承

受剪切荷载 τ 的问题，Ｉ 型和 ＩＩ 型应力强度因子不

仅与法向荷载 σ 有关，还与剪切荷载 τ 有关．同时 Ｉ
型、ＩＩ 型应力强度因子也与两种材料的弹性常数有

关，两种材料之间有干涉作用，４ 组材料中材料 １ 的

性能不变，材料 ２ 的 ｙ 方向弹性模量在变化，随着 ｙ
方向弹性模量的减小，Ｉ 型应力强度因子增大，ＩＩ 型
应力强度因子减小．应用本文界面断裂求解模型整

个计算过程不超过 ５ ｓ．

表 ３　 正交各向异性单边裂纹双材料板承受法向裂纹面荷

载的无量纲应力强度因子

φ１ ／

（ °）

应力强

度因子
ｎ＝ ０ ｎ＝ １ ｎ＝ ２ ｎ＝ ３

０ Ｋ∗
Ｉ １．３７６ ７０８ ０．６２３ １６８ ０．４１４ ９６２ ０．３１２ ４３７

Ｋ∗
ＩＩ －０．２１９ ３０４ －０．０４４ ０８２ －０．０２１ ６６６ －０．０１３ ６０２

３０ Ｋ∗
Ｉ １．５２９ ９５８ ０．６６４ １３１ ０．４３８ ０７１ ０．３３０ ３２３

Ｋ∗
ＩＩ －０．４１７ ６６４ －０．１４７ ６０９ －０．０９５ ４８２ －０．０７１ ５１７

６０ Ｋ∗
Ｉ １．６０１ ３０２ ０．６９１ ２４５ ０．４５５ ６０５ ０．３４２ ０７９

Ｋ∗
ＩＩ －０．６５４ ７８３ －０．２４４ ７２８ －０．１６０ ８７０ －０．１２１ １８１

９０ Ｋ∗
Ｉ １．４８９ ２０４ ０．６５１ ０８９ ０．４２９ ９８６ ０．３２２ ９６１

Ｋ∗
ＩＩ －０．７２３ ０４２ －０．２４０ ７１３ －０．１５２ ６８０ －０．１１２ ９１２

y

r
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图 ６　 承受法向和切向裂纹面荷载的单边裂纹板

３．５　 重力坝算例

以 Ｋｏｙｎａ 重力坝（图 ７）为例，计算了坝踵裂缝

在任意分布水压力作用下的应力强度因子．假定裂

缝长 １．９３ ｍ，位于坝体与地基结合面．大坝承受满库

水压力及自重，考虑平面应力状态．坝体混凝土与坝

基均为各向同性材料，两者的泊松比均为 ０．２５，混凝

土密度为 ２ ４５０ ｋｇ ／ ｍ３，坝基自重不考虑，两者的弹

性模量分别记为 Ｅ１和 Ｅ２，通过调整 Ｅ１ ／ Ｅ２研究结合

材料差异对应力强度因子的影响．地基模拟范围为

从坝体向上下游及向下延伸各 ２ 倍坝高．采用具有

Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 形函数的 １１ 节点高阶线单

元对坝和地基进行离散，整个模型共剖分 ７ 个子域，
含 １０８ 个线单元（图 ８）．以裂尖为原点，假定裂缝承

受水压力 σ０ ｒ( ) ＝λ ｒ ／ ａ( ) ｎ，（ｎ＝ ０，１，２），ｒ 为缝面上

的节点与裂尖的距离，λ 为裂缝口的静水压力．λ ＝ ０
时对应缝内无水压，ｎ ＝ ０，１，２ 分别代表水压力均匀

分布、线性分布和按二次函数分布的情况．
表 ５ 给出了坝体和地基的不同模量比、不同缝

面水压力分布时的应力强度因子．可看出对于不同

水压力分布形式，随着坝体和坝基弹模比值的增大，
ＫＩ均明显减小；对于给定弹模，λ ＝ ０ 时 ＫＩ最小，随着

ｎ 的减小，施加的缝内水压增大，ＫＩ增大．当坝体地基

模量比较小时，水压力的差异对 ＫＩ 的影响更为重

要，随着模量比增大，界面断裂的耦合效应影响加

大．ＫＩＩ的大小主要取决于上游面水压力，因此受缝内

水压分布影响不大，但当坝体地基模量比增大时，界
面断裂耦合效应使得 ＫＩＩ 有所增大．由于此时 ＫＩ 减
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小，ＫＩＩ ／ ＫＩ呈增大趋势，裂尖剪切分量增大．
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图 ７　 重力坝尺寸（ｍ） 　 图 ８　 子域划分与网格剖分　
表 ４　 正交各向异性单边裂纹双材料板承受切向和法向面

荷载的无量纲应力强度因子

（Ｅ２２ ／ Ｅ１１） ＩＩ
应力强

度因子
ｎ＝ ０ ｎ＝ １ ｎ＝ ２ ｎ＝ ３

１ Ｋ∗
Ｉ １．１２５ ９９２ ０．５２０ ９４９ ０．３４７ ６３２ ０．２６２ ７３２

Ｋ∗
ＩＩ １．４７４ ８２７ ０．５１７ ２８０ ０．３２１ ４４５ ０．２３４ ４６１

０．５ Ｋ∗
Ｉ １．１９６ １７５ ０．５３９ ４６２ ０．３５８ ７７４ ０．２７０ ０２０

Ｋ∗
ＩＩ １．４０９ ０６７ ０．５０４ ９３０ ０．３１６ ３２３ ０．２３１ ４７９

０．３ Ｋ∗
Ｉ １．２５４ ４３３ ０．５５６ ０２３ ０．３６９ １３２ ０．２７８ ４１６

Ｋ∗
ＩＩ １．３４５ ３４９ ０．４９２ ７３２ ０．３１０ ８７５ ０．２２８ ５０２

０．１ Ｋ∗
Ｉ １．３８６ ４１１ ０．５９８ ８６４ ０．３９５ ９５８ ０．２９７ ９８４

Ｋ∗
ＩＩ １．１４８ ７６５ ０．４５４ ６００ ０．２９２ ４０９ ０．２１６ ９４５

　 　 　 表 ５　 坝基界面裂缝的应力强度因子　 １０６ Ｎ·ｍ－３ ／ ２

Ｅ１ ／ Ｅ２
应力强

度因子
λ＝ ０ ｎ＝ ０ ｎ＝ １ ｎ＝ ２

１
ＫＩ １．２９６ ３８１ １．６５９ ４８３ １．３８３ ０２８ １．３３５ ７１９
ＫＩＩ １．４０７ ６５６ １．４６１ ４５３ １．４３９ ３５９ １．４０７ ６５６

２
ＫＩ １．０１０ １２３ １．５０４ ４２６ １．１３５ ６５３ １．０７１ ４７８
ＫＩＩ １．４２２ ３２８ １．３９３ ００４ １．４２６ ０５３ １．４２７ ２３０

５
ＫＩ ０．６１１ ２９６ １．２５３ ５５２ ０．７９５ ９３５ ０．７１２ ７９１
ＫＩＩ １．５１０ ４７２ １．３４９ ３６９ １．４７３ ２５３ １．４８５ ２６５

１０
ＫＩ ０．３４７ １８９ １．０６６ ８０８ ０．５６９ ７７２ ０．４７６ ６６３
ＫＩＩ １．６０３ ８４１ １．３６０ ３８３ １．５４０ ００６ １．５５９ ３２７

４　 结　 语

基于比例边界有限元方法提出了裂纹面作用有

任意方向、任意大小面荷载的界面断裂求解模型．首
先给出了比例边界有限元方法的基本方程，针对任

意裂纹面荷载问题，将荷载分解成平行于裂纹面以

及垂直于裂纹面的分量，并各自分解成有限项幂函

数的和，对每个幂函数荷载解析求解，基于线性叠加

原理获得结构在全部荷载作用下的解．第一个算例

单材料板的计算结果与解析解进行对比，验证了本

模型有较高的计算精度和计算效率，网格剖分简单．
接着 ３ 个算例双材料界面断裂问题，研究了几何尺

寸和材料参数的变化对 ＫＩ和 ＫＩＩ的影响，本文计算模

型可用于求解各向同性和各向异性双材料界面断裂

问题．最后将本模型应用于重力坝坝踵裂缝承受水

压力时的应力强度因子求解，发现缝内水压分布形

式对 ＫＩ影响较大；随着坝体和地基模量比的增大，
ＫＩ明显减小，ＫＩＩ有所降低，裂尖的剪切分量比重增

大，断裂模态复合的程度加剧．
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