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矩形中厚板弯曲问题的解耦解法

钟　 阳，刘　 衡

（大连理工大学 交通运输学院，１１６０２４ 辽宁 大连）

摘　 要： 为简化中厚板弯曲问题解析解的求解方法，采用解耦法和改进的重三角级数法对问题进行求解． 首先从板问题的原

始控制方程组出发，通过引入过渡函数，用解耦法对变量相互耦合的偏微分方程组进行分解化简，分别解耦成可以直接求解

和间接求解的独立偏微分方程，进而在四边固支边界条件下，利用改进的重三角级数法，将计算过程中不同的级数核统一化，
分别求得原始控制方程中各个变量的级数解，最后将所得解析解与有限元解进行对比分析． 结果表明： 随着级数项的增加，级
数解与有限元解趋于一致，从而验证了该方法及推导过程的正确性． 同时，在整个求解过程中，通过对控制方程组的解耦化

简，避免了复杂的运算过程，使得问题的整个解法更为简洁、直观．
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　 　 矩形中厚板是一种常见的结构形式，广泛应用

于公路、建筑、航天等领域，实际工程中有很多问题

都可以简化为中厚板的弯曲问题，而随着现代工业

的发展，对板结构的分析也提出了更高的要求，因
此，更为准确的研究中厚板的弯曲具有十分重要的

理论和实际意义．
目前，处理复杂板问题的流行办法是，采用数值

方法来求解问题的数值解，其中具有代表性的方法

包括有限差分法［ １ ］、有限元法［ ２ ］ 等，但数值解的本

质是近似解而非精确解，所以在数值解法不断发展

的同时，学者们也针对板问题的解析解进行了进一

步研究，并提出了一些新的求解办法，例如黄义

等［ ３ ］采用变分解法，对于弹性地基上四边自由矩形

板的弯曲问题进行了求解． 钟阳等［ ４ ］建立了矩形中

厚板 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的构造方法，发展了矩形薄板和

中厚板弯曲问题的辛几何解法． 另外，钟阳等［ ５ ］ 还

采用有限积分变换法求解了部分边界条件下的矩形

薄板和中厚板问题．
本文采用的是改进的重三角级数法，来求解

Ｍｉｎｄｌｉｎ 板弯曲问题控制方程，求解过程中采用了解

耦法，先通过引入新变量，将原来的二阶偏微分方程

组，解耦为 ４ 个独立的偏微分方程，再以改进的重三

角级数法，来分别求解完全独立的方程，进而简化了

求解过程．



１　 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板控制方程以及方程的解耦

Ｍｉｎｄｌｉｎ 板弯曲问题控制方程为

Ñ
２ｗ －

∂ φｘ

∂ｘ
＋

∂ φｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｑ

Ｃ
＝ ０， （１）

∂２ φｘ

∂ ｘ２
＋ １ － μ

２
∂２ φｘ

∂ ｙ２
＋ １ ＋ μ

２
∂２ φｙ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｃ

Ｄ
∂ｗ
∂ｘ

－ φｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

（２）
∂２ φｙ

∂ ｙ２
＋ １ － μ

２
∂２ φｙ

∂ ｘ２
＋ １ ＋ μ

２
∂２ φｘ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｃ

Ｄ
∂ｗ
∂ｙ

－ φｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０．

（３）
　 　 该方程组以弹性理论为基础建立． 其中 Ñ

２ ＝
∂２

∂ ｘ２
＋ ∂２

∂ ｙ２，ｗ 为板的挠度函数， φｘ、φｙ 分别为变形前

垂直中面的直线段在 ｘｙ、ｙｚ平面内的转角函数， ｑ为

板单位面积上的外荷载， Ｃ ＝ ５Ｅｈ
１２ １ ＋ μ( )

为板的剪切

刚度， μ 为泊松系数， Ｄ ＝ Ｅ ｈ３

１２（１ － μ２）
为板的弯曲刚

度， Ｅ、ｈ 分别为板的弹性模量和厚度． 板的弯矩以

及扭矩和转角函数的关系表达式为
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其中 Ｍｘ、Ｍｙ 分别为垂直于 ｘ、ｙ 轴截面上的弯矩；
Ｍｘｙ 为扭矩． 控制方程 １( ) ～ ３( ) 为耦合的二阶偏

微分方程组，求其解非常困难． 为了简化求解过程，
首先对耦合偏微分方程（１） ～ （３）进行解耦，根据式

（１）的基本形式，令

Ｍ ＝
∂ φｘ

∂ｘ
＋

∂ φｙ
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， （５）

进而，分别对式（１）进行改写，将式（２） 对 ｘ 求导，将
式（３） 对 ｙ 求导相加，经过整理得到
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又由式（６）、（７）括号内变量，得到

Ñ
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Ｄ
＝ ０． （８）

进一步，对式（６）中作用算子 Ñ
２， 并与式（８）相加，

便得到关于已知荷载函数的独立方程为
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再对式（１）分别进行 ｘ 和 ｙ 的求导，得到
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　 　 将式（１０）乘以系数 （１ ＋ μ） ／ ２，再与式（２）作相

减，消去方程中的 φｙ 项，得到 ｗ 与 φｘ 的独立关系表

达式为
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其中常系数 Ｑ ＝ ２Ｃ ／ ［Ｄ（１ － μ）］ ． 同理，由式（１１）乘
以系数 （１ － μ） ／ ２， 和 式（３） 作相减，消去方程中的

φｘ 项，得到 ｗ 与 φｙ 的独立关系表达式为
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再由式（６），对式（１２）、（１３）中的括号内变量进一步

简写，得
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　 　 至此，求解 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板弯曲问题控制方程组，可
以归结为分别求解独立方程（８）、（９）、（１４）、（１５）．
其中式（８）、（９）分别为关于 ｗ 和 Ｍ 的独立偏微分

方程，求其解的过程会大大简化于式（１） ～ （３）所表

示的耦合二阶偏微分方程组．

２　 问题的求解

为了求得四边固支 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板弯曲问题的解析

解． 本文利用改进的重三角级数法，对解耦的方程

组展开求解，四边固支边界条件表达式为

　
ｗ ＝ ０，φｘ ＝ ０，φｙ ＝ ０； 　 （ｘ ＝ ０ 或 ｘ ＝ ａ）
ｗ ＝ ０，φｘ ＝ ０． φｙ ＝ ０． 　 （ｙ ＝ ０ 或 ｙ ＝ ｂ）{ （１６）

　 　 根据边界条件表达式，设 ３ 个广义位移变量 ｗ、
φｘ 和φｙ 的重三角级数解的基本形式为
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其中 αｎ ＝ ｎπ ／ ａ，βｍ ＝ ｍπ ／ ｂ． 另外根据Ｍ的定义表达
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式（５），故不妨也设 Ｍ 的重三角级数解形式为

Ｍ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
¥
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　 　 将外荷载 ｑ 也进行双重正弦级数展开，可以

得到
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其中 Ｑｎｍ 为傅里叶积分常数．
将式（１８）、（１９）代入到关于 Ｍ 的独立偏微分

方程（８）中，得到
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　 　 由级数展开的唯一性定理，等式成立则等式两

端级数项前系数相等，故解得
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　 　 将式（２１）代回式（１８）中，得到 Ｍ 的级数解表

达式为
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　 　 同理将式（１７）和式（２２）代入式（９）中，得到 ｗ
的级数解表达式为
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　 　 至此，就求得了 Ｍ 和 ｗ 的级数解（２２）、（２３），
然后将它们分别代入式（１４）、（１５）中，得到
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¥

ｍ ＝ １
Ｘｎｍ αｎ

２ ＋ βｍ
２ ＋ Ｑ( ) ｓｉｎ αｎｘｓｉｎ βｍｙ ＝

　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １
∑

¥

ｍ ＝ １
Ｍｎｍ

１ ＋ μ
１ － μ

＋ ＷｎｍＱ
é

ë
êê

ù

û
úú αｎｃｏｓ αｎｘｓｉｎ βｍｙ，

（２４）

　 ∑
¥

ｎ ＝ １
∑

¥

ｍ ＝ １
Ｙｎｍ αｎ

２ ＋ βｍ
２ ＋ Ｑ( ) ｓｉｎ αｎｘｓｉｎ βｍｙ ＝

　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １
∑

¥

ｍ ＝ １
Ｍｎｍ

１ ＋ μ
１ － μ

＋ ＷｎｍＱ
é

ë
êê

ù

û
úú βｍｓｉｎ αｎｘｃｏｓ βｍｙ．

（２５）
其中 Ｍｎｍ 和 Ｗｎｍ 已求得．

显然，等式（２４）、（２５）两侧的级数核不同，不可

以直接使用级数展开的唯一性定理，来求得项前系

数 Ｘｎｍ 和Ｙｎｍ， 故使用改进的重三角级数法，利用级

数核的变换关系为

　 　
ｃｏｓ αｎｘ ＝ ∑

¥

ｒ ＝ １
ｈｒｎｓｉｎ αｒｘ， ０ ＜ ｘ ＜ ａ；

ｃｏｓ βｍｙ ＝ ∑
¥

ｓ ＝ １
ｈｓｍｓｉｎ βｓｙ， ０ ＜ ｙ ＜ ｂ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２６）

其中

　 ｈｓｍ ＝
４ｓ

π（ ｓ２ － ｍ２）
ｓ ＋ ｍ ＝ ｏｄｄ ａｎｄ ｍ － ｓ ＝ ｏｄｄ，

０　 　 ｍ － ｓ ＝ ｅｖｅｎ ａｎｄ ｍ － ｓ ＝ ｅｖｅｎ．

ì

î

í

ïï

ïï

　 ｈｒｎ ＝
４ｒ

π（ ｒ２ － ｎ２）
ｎ ＋ ｒ ＝ ｏｄｄ ａｎｄ ｎ － ｒ ＝ ｏｄｄ，

０　 　 ｎ ＋ ｒ ＝ ｅｖｅｎ ａｎｄ ｎ － ｒ ＝ ｅｖｅｎ．

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 将上述级数变换关系代入式（２４）、（２５），经整

理得到

　 ∑
¥

ｎ ＝ １
∑

¥

ｍ ＝ １
ｓｉｎ αｎｘｓｉｎ βｍｙ Ｘｎｍ αｎ

２ ＋ βｍ
２ ＋ Ｑ( ) ＝

　 　 ∑
¥

ｍ ＝ １
∑

¥

ｎ ＝ １
ｓｉｎ αｎｘｓｉｎ βｍｙ∑

¥

ｒ ＝ １
Ｍｒｍ

１ ＋ μ
１ － μ

＋é

ë
êê

　 　 ＷｒｍＱ] ｈｎｒ αｒ， （２７）

　 ∑
¥

ｎ ＝ １
∑

¥

ｍ ＝ １
ｓｉｎ αｎｘｓｉｎ βｍｙ Ｙｎｍ αｎ

２ ＋ βｍ
２ ＋ Ｑ( ) ＝

　 　 ∑
¥

ｎ ＝ １
∑

¥

ｍ ＝ １
ｓｉｎ αｎｘｓｉｎ βｍｙ∑

¥

ｓ ＝ １
Ｍｎｓ

１ ＋ μ
１ － μ

＋é

ë
êê

　 　 ＷｎｓＱ] ｈｍｓ βｓ ． （２８）
　 　 从而经过级数核的变换，等式两端级数形式统

一，再由级数展开的唯一性定理，直接解得项前系数

Ｘｎｍ 和 Ｙｎｍ 分别为

　 　 Ｘｎｍ ＝ － αｎ
２ ＋ βｍ

２ ＋ Ｑ( ) －１∑
¥

ｒ ＝ １
［Ｍｒｍ

１ ＋ μ
１ － μ

＋

ＷｒｍＱ］ ｈｎｒ αｒ， （２９）

　 　 Ｙｎｍ ＝ － αｎ
２ ＋ βｍ

２ ＋ Ｑ( ) －１∑
¥

ｓ ＝ １
［Ｍｎｓ

１ ＋ μ
１ － μ

＋

ＷｎｓＱ］ ｈｍｓ βｓ ． （３０）
　 　 将式（２９）、（３０）代入式（１７），即求得所有广义

位移变量 φｘ 和φｙ 的级数解表达式为

　 φｘ（ｘ，ｙ）＝ ∑
¥

ｎ ＝１
∑

¥

ｍ＝１

１
αｎ

２ ＋ βｍ
２ ＋ Ｑ∑

¥

ｒ ＝１

Ｑｒｍ

αｒ
２ ＋ βｍ

２·

１ ＋ μ
Ｄ １ － μ( )

＋ １
Ｄ αｒ

２ ＋ βｍ
２( )

＋ １
Ｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｑ{ }·

ｈｎｒαｒｓｉｎ αｎｘｓｉｎ βｍｙ， （３１）

　 φｙ ｘ，ｙ( ) ＝ ∑
¥

ｎ ＝ １
∑

¥

ｍ＝ １

１
αｎ

２ ＋ βｍ
２ ＋ Ｑ∑

¥

ｓ ＝ １

Ｑｎｓ

αｎ
２ ＋ βｓ

２·

１ ＋ μ
Ｄ １ － μ( )

＋ １
Ｄ αｎ

２ ＋ βｓ
２( )

＋ １
Ｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｑ{ }·

ｈｍｓ βｓｓｉｎ αｎｘｓｉｎ βｍｙ． （３２）
　 　 再由广义位移与内力的关系式，便可以求得弯

矩 Ｍｘ 和Ｍｙ 表达式分别为
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　 Ｍｘ ＝ － Ｄ∑
¥

ｎ ＝１
∑

¥

ｍ＝１
αｎｃｏｓ αｎｘｓｉｎ βｍｙ （αｎ

２ ＋ βｍ
２ ＋{

　 　

　 　 Ｑ） －１∑
¥

ｒ ＝ １
－

Ｑｒｍ

Ｄ αｒ
２ ＋ βｍ

２( )

１ ＋ μ
１ － μ

＋ Ｑ
Ｑｒｍ

Ｄ
＋æ

è
ç

é

ë

ê
ê

　 　
αｒ

２ ＋ βｍ
２

Ｃ
ö

ø
÷ αｒ

４ ＋ βｍ
４ ＋ ２ αｒ

２ βｍ
２( ) －１ ù

û
ú
ú·

　 　 ｈｎｒ αｒ ＋ μβｍｓｉｎ αｎｘｃｏｓ βｍｙ αｎ
２ ＋ βｍ

２ ＋ Ｑ( ) －１·

　 　 ∑
¥

ｓ ＝ １
－

Ｑｎｓ

Ｄ αｎ
２ ＋ βｓ

２( )

１ ＋ μ
１ － μ

＋ Ｑ
Ｑｎｓ

Ｄ
＋æ

è
ç

é

ë

ê
ê

　 　
αｎ

２ ＋ βｓ
２

Ｃ
ö

ø
÷ αｎ

４ ＋ βｓ
４ ＋ ２ αｎ

２ βｓ
２( ) －１ ù

û
ú
ú ｈｍｓ βｓ，

（３３）

　 Ｍｙ ＝ － Ｄ∑
¥

ｎ ＝ １
∑

¥

ｍ ＝ １
{ βｍｓｉｎ αｎｘｃｏｓ βｍｙ αｎ

２ ＋ βｍ
２ ＋(

　 　 　 Ｑ) －１∑
¥

ｓ ＝ １
－

Ｑｎｓ

Ｄ αｎ
２ ＋ βｓ

２( )

１ ＋ μ
１ － μ

＋ Ｑ
Ｑｎｓ

Ｄ
＋æ

è
ç

é

ë

ê
ê

　 　 　
αｎ

２ ＋ βｓ
２

Ｃ
ö

ø
÷ αｎ

４ ＋ βｓ
４ ＋ ２ αｎ

２ βｓ
２( ) －１ ù

û
ú
ú ｈｍｓ βｓ ＋

　 　 　 μ αｎｃｏｓ αｎｘｓｉｎ βｍｙ αｎ
２ ＋ βｍ

２ ＋ Ｑ( ) －１·

　 　 　 ∑
¥

ｒ ＝ １
－

Ｑｒｍ

Ｄ αｒ
２ ＋ βｍ

２( )

１ ＋ μ
１ － μ

＋ Ｑ
Ｑｒｍ

Ｄ
＋æ

è
ç

é

ë

ê
ê

　 　 　
αｒ

２ ＋ βｍ
２

Ｃ
ö

ø
÷ αｒ

４ ＋ βｍ
４ ＋ ２ αｒ

２ βｍ
２( ) －１ ｈｎｒ αｒ } ．

（３４）

３　 算　 例

为验证本方法的正确性，以四边固支均布荷载作

用下的矩形中厚板为例，取板的尺寸 ａ ＝ ｂ， 泊松比

μ ＝ ０．３， 设 δ ＝ ａ ／ ｈ 为板的边长厚度比． 图 １ 为 δ ＝ ３
时矩形中厚板弯曲问题挠度无量纲化变化情况示意图．
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图 １　 矩形中厚板弯曲问题挠度变化情况

　 　 表 １ 中列出了算例条件下，中厚板中点挠度以

及固支边中点弯矩的数值求解结果． 结果表明，除
δ ＝ ５ 时的弯矩解析解与有限元解存在 ０．２％的相对

误差外，在级数项 ｍ，ｎ 取至 ３０ 时，本文所得的其他

解析结果与有限元结果基本一致，从而可以证明本

方法及推导的正确性． 另外，通过解析解还可以研

究剪切变形占总变形比例随板厚度的变化情况，从

而探讨板种类的划分问题，相关内容会在之后的工

作中具体讨论．
表 １　 中厚板的挠度与弯矩解析解

δ ｍ（ｎ）
ｗ ／ （ｑａ４·Ｄ －１）

本文 有限元

Ｍｘ ／ （ｑａ２）

本文 有限元

３
３
３
５
５
５

１０
１０
１０

１０
１５
２０
１０
１５
２０
１０
１５
２０

－０．００３ ６２
－０．００３ ６１
－０．００３ ６１
－０．００２ １２
－０．００２ １１
－０．００２ １１
－０．００１ ４８
－０．００１ ４８
－０．００１ ４８

－０．００３ ６１
－０．００３ ６１
－０．００３ ６１
－０．００２ １１
－０．００２ １１
－０．００２ １１
－０．００１ ４８
－０．００１ ４８
－０．００１ ４８

－０．０４２ ３
－０．０４３ ０
－０．０４３ ５
－０．０４０ １
－０．０４３ ２
－０．０４５ ９
－０．０４３ ２
－０．０４７ ４
－０．０５１ ０

－０．０４３ ５
－０．０４３ ５
－０．０４３ ５
－０．０４５ ８
－０．０４５ ８
－０．０４５ ８
－０．０５１ ０
－０．０５１ ０
－０．０５１ ０

　 　 注： 表中 ｗ的值，在 ｘ ＝ ａ
２

，ｙ ＝ ｂ
２

处取得；Ｍｘ 的值，在 ｘ ＝ ０，

ｙ ＝ ｂ
２

处取得．

４　 结　 论

１）采用解耦法和改进的重三角级数法，求解了

四边固支条件下矩形中厚板弯曲问题的解析解，在
本文最后的算例中，将所得结果与有限元软件计算

结果进行了对比，通过比对结果，证明了本文方法及

推导的正确性．
２）在求解的过程中，由于解耦法的使用避免了

复杂的推导运算，大大简化了推导及计算过程；此
外，该解耦方法还可以推广到其他板问题，用于简化

相关解析解的求解过程．
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