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摘　 要： 为证明经典变分原理中存在反映的规律为本构关系的变分原理，从非线性弹性动力学的基本方程出发，应用变积方

法建立非线性弹性动力学 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理．再应用对合变换法、Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法和局部代入法，将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理变换为本构变分

原理．论证了该变分原理反映的规律为本构关系，本研究以非线性材料为例，找到了一个新的材料本构关系的获得途径，为数

值建模提供了理论依据．研究结果表明，补充和完善了经典变分原理中对 ３ 类基本规律的反映，即：最小势能原理反映的规律

为平衡关系、最小余能原理反映的规律为连续关系和本构变分原理反映的规律为本构关系．
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　 　 中国变分原理学家、中科院院士刘高联在为本文

作者的一部专著撰写序言时指出［１］：各种自然现象和

过程（特别是力学现象）通常由一组数理方程（偏微

分方程、积分－微分方程或积分方程）及初、边值条件

来描述，但人们通过长期的探索研究，发现这些现象

和过程常常使系统的某一整体量（泛函）取驻值或极

值，因而又可以用相应的变分原理来描述．后一描述

法的突出优点是：１）数学形式简单紧凑，但内含却甚

丰富（包含了全部数理方程及初边值条件组）；２）是
整体性描述，包括各种物理间断面上的相容条件；３）
有‘变域变分’、‘自然边界条件’等特殊工具，能够自

动捕获各种未知边（分）界面；４）是各种变分直接解

法和有限元法的理论基础．可见，变分原理既体现了

数学形式上的简洁优美，又体现了物理内容上的丰富

深刻，更具有工程应用上的价值，确实代表了数学与

物理的交融与贯通，以及理论与实用的结合与统一．
特别是自上世纪 ６０ 年代起，有限元素法的兴起与蓬

勃发展，使其作为主要理论基础的变分原理又重新焕

发了青春，取得了长足的发展．
从应用有限元素法进行近似计算的角度看问

题，以弹性力学为例，弹性力学有 ３ 类基本条件———



平衡关系（含力学边界条件）、连续关系（含位移边

界条件）和本构关系；最小势能原理需要精确满足

连续关系和本构关系 ２ 类基本条件，可以近似满足

平衡关系 １ 类基本条件；最小余能原理需要精确满

足平衡关系和本构关系 ２ 类基本条件，可以近似满

足连续关系 １ 类基本条件．
我国学者［２－４］ 对于以上事实有几种不同的说

法，有的学者称为，最小势能原理可以近似满足平衡

关系，最小余能原理可以近似满足连续关系；也有的

学者称为，最小势能原理平衡关系次要，最小余能原

理连续关系次要；还有的学者称为，最小势能原理反

映的规律为平衡关系，最小余能原理反映的规律为

连续关系．本文采用最后一种说法来研究问题．
Ｒｅｉｓｓｎｅｒ［５］ 的弹性力学二类变量的广义变分原

理的问世，说明国外学者也有类似的认识，在弹性力

学的 ３ 类基本规律中，最小势能原理反映的规律为

平衡关系，最小余能原理反映的规律为连续关系，文
献［５］中二类变量的广义变分原理反映平衡关系和

连续关系 ２ 类基本规律．
是否可以建立一个变分原理反映平衡关系、连续

关系和本构关系 ３ 类基本规律呢？ 这就是胡海昌—
鹫津久一郎三类变量广义变分原理的“Ｉｄｅａ” ［４，６］ ．

以上的学术思想既适用于保守系统又适用于非

保守系统［７－９］，既适用于弹性力学又适用于一般力

学［１０－１２］， 既 适 用 于 边 值 问 题 又 适 用 于 初 值 问

题［１３－１５］ 力学，同时也适用于流体力学［１６－１７］，电磁

学［１８－１９］，…．本文在继承上述学术思想和总结变分

原理的研究成果的基础上，论证了弹性力学变分原

理的各类条件的完备性［２０］，得到了刘高联院士的充

分肯定．变分原理泛函的先决条件和驻值条件一起，
构成一个适定的微分方程组，这便是变分原理的各

类条件完备性的第 １ 种含义．变分原理的先决条件、
补充条件及反映的规律一起构成弹性力学的全部基

本方程，这便是变分原理的各类条件完备性的另一

种含义．
由以上论述可见，在广义变分原理中，已经有胡

海昌－鹫津久一郎广义变分原理反映平衡关系（含
力学边界条件）、连续关系（含位移边界条件）和本

构关系 ３ 类基本规律，但是，在经典变分原理中只有

最小势能原理反映的规律为平衡关系和最小余能原

理反映的规律为连续关系，尚未见反映的规律为本

构关系的变分原理．本文以非线性弹性力学为例，建
立反映的规律为本构关系的变分原理具有一定的深

度和难度，不失一般性．为叙述方便，不妨将反映的

规律为本构关系的变分原理称为本构变分原理．本
文应用变积方法建立非线性弹性动力学的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

原理，应用对合变换［２１］，由非线性弹性动力学的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导出非线性弹性动力学的本构变分

原理，应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法和局部代入法论证了非

线性弹性动力学的本构变分原理反映的规律为本构

关系［２２］ ．

１　 非线性弹性动力学的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理

应用 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 张量，非线性弹性动力学的基本

方程如下．
１）动态平衡关系：

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］ ，ｊ ＋ Ｆ ｉ － ｐ·ｉ ＝ ０，在 Ｖ 内；

（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎ ｊ － Ｔｉ ＝ ０，在 Ｓσ 上．{ 　 　 　

（１）
　 　 ２）连续关系：

εｉｊ －
１
２
ｕｉ，ｊ －

１
２
ｕｊ，ｉ －

１
２
ｕｋ，ｉｕｋ，ｊ ＝ ０， 在 Ｖ 内；

ｕｉ － ｕ－ ｉ ＝ ０，　 在 Ｓｕ 上；

ｕ·ｉ － ｖｉ ＝ ０，　 在 Ｖ 内．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２）
　 　 ３）本构关系：

　 　 　 　 σ ｉｊ －
∂Ａ
∂ε ｉｊ

＝ ０，在 Ｖ 内； （３）

　 或 　 ε ｉｊ －
∂Ｂ
∂σ ｉｊ

＝ ０， ｐｉ － ρｖｉ ＝ ０，在 Ｖ 内； （４）

　 或 　 ｖｉ －
１
ρ
ｐｉ ＝ ０，在 Ｖ 内． （５）

４）时间边值条件［２３］：
ｕｉ ｔ ＝ ｔ０

＝ ｕ－ ｉ０，　 ｕｉ ｔ ＝ ｔ１
＝ ｕ－ ｉ１ ． （６）

式中：Ａ 为应变能函数；Ｂ 为余应变能函数；Ｓσ 为力

边界面；Ｓｕ 为位移边界面；Ｖ 为体积；Ｆ ｉ 为体力；Ｔｉ

为面力；ｕｉ 为位移；σｉｊ为应力；εｉｊ为应变；ｐｉ 为动量；
ｖｉ 为速度；ρ 为质量密度；ｎ ｊ 为法向矢量；“，”为对空

间坐标变量的导数．
将虚位移 δｕｉ 乘上式（１），然后积分，并代数相

加，可得

∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

－ ［ － ｐ·ｉ ＋ ［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊ ＋ Ｆ］δｕｉｄＶ ＋{

∬
Ｓσ

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎ ｊ － Ｔｉ］δｕｉｄＳ } ｄｔ ＝ ０． （７）

　 　 应用 Ｇｒｅｅｎ 定理和分部积分可得：

－∭
Ｖ

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊδｕｉｄＶ ＝ － ∬
Ｓσ＋Ｓｕ

（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊδｕｉｄＳ ＋

　 　 　 　 　 ∭
Ｖ

（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊδ（
１
２
ｕｉ，ｊ ＋

１
２
ｕｊ，ｉ）ｄＶ，

（８）
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∫ｔ１
ｔ０
ｐ·ｉδｕｉｄｔ ＝ ｐｉδｕｉ

ｔ１

ｔ０
－ ∫ｔ１

ｔ０
ｐｉδｕ

·
ｉｄｔ． （９）

　 　 将式（８）和式（９）代入式（７），按惯例，在时域边

界上取 δｕｉ ＝ ０，可得

∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

［－ ｐｉδｕ
·
ｉ ＋ （δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｉｊδ（

１
２
ｕｉ，ｊ ＋ ｕｊ，ｉ） － Ｆｉδｕｉ］ｄＶ －{

∬
Ｓｕ

（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｉｋｎｊδｕｉｄＳ － ∬
Ｓσ

ＴｉδｕｉｄＳ} ｄｔ ＝ ０．

　 　 将式（１） 和式（２）代入式（１０），可得

∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

ｐｉδｖｉｄＶ － ［∭
Ｖ

（σｉｊδεｉｊ － Ｆ ｉδｕｉ）ｄＶ －{

∬
Ｓσ

ＴｉδｕｉｄＳ］ } ｄｔ ＝ ０． （１０）

　 　 将本构关系式（３）和式（４）代入式（１０），可得

∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

ρｖｉδｖｉｄＶ － ［∭
Ｖ

（ ∂Ａ
∂εｉｊ

δεｉｊ － Ｆ ｉδｕｉ）ｄＶ －{

∬
Ｓσ

ＴｉδｕｉｄＳ］ } ｄｔ ＝ ０， （１１）

式（１）可以处理为一个泛函的驻值问题

Π１ ＝ ∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

１
２
ρｖｉｖｉｄＶ － ［∭

Ｖ

（Ａ（εｉｊ） － Ｆ ｉｕｉ）ｄＶ －{

∬
Ｓσ

ＴｉｕｉｄＳ］ } ｄｔ，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

其先决条件为式（２） ．实际上，这即是非线性弹性动

力学中的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理［２４］ ．

２　 反映的规律为本构关系的变分原理

应用对合变换，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理的泛函可以变换为

Π０ ＝ ∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

［ １
２
ρｖｉｖｉ － Ａ（εｉｊ） ＋ ｐ·ｉｕｉ － ［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）{

σｋｊ］ ，ｊｕｉ］ｄＶ ＋ ∬
Ｓσ

（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎ ｊｕｉｄＳ } ｄｔ，

其先决条件为式（１）和式（２）．
本文将应用两种不同的方法，论证这是一个反映

的规律为本构关系的变分原理，称之为本构变分原理．
２．１　 应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法推导本构变分原理的驻

值条件［２５－２６］

　 　 将 Π０ 变分，并令 δΠ０ ＝ ０，可得

δΠ０ ＝ ∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

［ρｖｉδｖｉ －
∂Ａ
∂ε ｉｊ

δε ｉｊ ＋ ｐ·ｉδｕｉ ＋ ｕｉδｐ
·
ｉ －{

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊδｕｉ － ｕｉδ ［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊ］ｄＶ ＋

∬
Ｓσ

［（δｉｋ ＋ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊδｕｉ ＋ｕｉδ（δｉｋ ＋ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊ］ｄＳ} ｄｔ ＝ ０，

其先决条件的变分式为：
－ δｐ·ｉ ＋ δ ［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］ ，ｊ ＝ ０， （１２）

δ（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎ ｊ ＝ ０， （１３）

δεｉｊ －
１
２
δｕｉ，ｊ －

１
２
δｕ ｊ，ｉ －

１
２
ｕｋ，ｉδｕｋ，ｊ －

１
２
ｕｋ，ｊδｕｋ，ｉ ＝ ０，

（１４）
δｕｉ ＝ ０， （１５）

δｕ·ｉ － δｖｉ ＝ ０． （１６）
　 　 引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，将式 （１２） ～ （１６）纳于泛函

δΠ０ 中，可得

δΠ０ ＝ ∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

［ρｖｉδｖｉ －
∂Ａ
∂ε ｉｊ

δε ｉｊ ＋ ｐ·ｉδｕｉ ＋ ｕｉδｐ
·
ｉ －{

［（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊδｕｉ － ｕｉδ ［（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊ －

λ ｉδｐ
·
ｉ ＋ λ ｉδ ［（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σ ｋｊ］ ，ｊ ＋ ζ ｉｊδε ｉｊ －

ζ ｉｊδ（
１
２
ｕｉ，ｊ ＋

１
２
ｕ ｊ，ｉ ＋

１
２
ｕｋ，ｉδｕｋ，ｊ ＋

１
２
ｕｋ，ｊδｕｋ，ｉ） ＋

β ｉδｕ
·

ｉ － β ｉδｖｉ］ｄＶ ＋ ∬
Ｓσ

［（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σ ｋｊｎ ｊδｕｉ ＋

ｕｉδ（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊ ＋ μ ｉδ（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊ］ｄＳ ＋

∬
Ｓｕ

α ｉδｕｉｄＳ} ｄｔ ＝ ０． （１７）

　 　 应用 Ｇｒｅｅｎ 定理和分部积分可得：

∭
Ｖ

｛－ ｕｉδ ［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊ ＋ λｉδ ［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊ｝ｄＶ ＝

∬
Ｓσ＋Ｓｕ

（－ ｕｉ ＋ λｉ）δ（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊｄＳ －

∭
Ｖ

（－ ｕｉ ＋ λｉ），ｊδ（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｄＶ， （１８）

∫ｔ１
ｔ０
ｕｉδｐ

·
ｉ － λｉδｐ

·
ｉｄｔ ＝ （ｕｉ － λｉ）δｐｉ

ｔ１

ｔ０
－ ∫ｔ１

ｔ０
∫ｔ１
ｔ０
（ｕ·ｉ － λ

·
ｉ）δｐｉｄｔ，

（１９）

∫ｔ１
ｔ０
βｉδｕ

·
ｉｄｔ ＝ βｉδｕｉ

ｔ１

ｔ０
－ ∫ｔ１

ｔ０
β·ｉδｕｉｄｔ， （２０）

－ ∭
Ｖ

ζｉｊδｕｉ，ｊｄＶ ＝ － ∬
Ｓσ＋Ｓｕ

ζｉｊｎ ｊδｕｉｄＳ ＋ ∭
Ｖ

ζｉｊ，ｊδｕｉｄＶ．

（２１）
将式（１８） ～ （２１）代入式（１７），按惯例在时域边界

处取 δｕｉ ＝ ０，经整理可得

δΠ０ ＝ ∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

［（ρｖｉ － β ｉ）δｖｉ ＋ （ζ ｉｊ －
∂Ａ
∂ε ｉｊ

）δε ｉｊ ＋{
［［（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊ － ζ ｉｊ，ｊ］δｕｉ － ∫ｔ１

ｔ０
（ｕ·ｉ － λ·ｉ）δｐｉ ＋

（ｕｉ － λ ｉ），ｊ δ（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ ＋ （ｐ·ｉ － β·ｉ）δｕｉ］ｄＶ ＋

∬
Ｓσ ＋Ｓｕ

（ｕｉ － λ ｉ）δ（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σ ｋｊｎ ｊδｕｉｄＳ ＋

（ｕｉ －λｉ）δｐｉ
ｔ１

ｔ０
＋∬

Ｓσ

［（δｉｋ ＋ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊ －ζｉｊｎｊ］δｕｉｄＳ ＋

∬
Ｓσ

（ｕｉ ＋ μ ｉ）δ（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σ ｋｊｎ ｊｄＳ ＋

∬
Ｓｕ

（α ｉ － ζ ｉｊｎ ｊ）δｕｉｄＳ } ｄｔ ＝ ０． （２２）
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　 　 由于引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，使得各虚量相互独立，
故由式（２２）可得：

ρｖｉ － βｉ ＝ ０． （２３）

ζｉｊ －
∂Ａ
∂εｉｊ

＝ ０． （２４）

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］ ，ｊ － ζｉｊ，ｊ ＝ ０． （２５）

ｐ·ｉ － β·ｉ ＝ ０． （２６）

ｕ·ｉ － λ· ｉ ＝ ０， （２７）
（ｕｉ － λ ｉ） ，ｊ ＝ ０． （２８）

ｕｉ － λ ｉ ＝ ０，　 在 Ｓσ 和 Ｓｕ 上； （２９）
ｕｉ － λ ｉ ＝ ０，　 在 ｔ０ 或 ｔ１ 处． （３０）

（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎ ｊ － ζｉｊｎ ｊ ＝ ０，　 在 Ｓσ 上； （３１）
ｕｉ ＋ μｉ ＝ ０，　 在 Ｓσ 上； （３２）
αｉ － ζｉｊｎ ｊ ＝ ０，　 在 Ｓｕ 上． （３３）

由式（２５）， 式（３１）解得

ζｉｊ ＝ （δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ， （３４）
由式（２７） ～ （３０）解得

λ ｉ ＝ ｕｉ， （３５）
由式（２６）解得

βｉ ＝ ｐｉ， （３６）
由式（３２）解得

μｉ ＝ － ｕｉ， （３７）
由式（３３）解得

αｉ ＝ ζｉｊｎ ｊ ＝ （δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎ ｊ ． （３８）
　 　 将式（３４） ～式（３８）代入式（１７），整理可得

δΠ０ ＝ ∫ｔ１
ｔ０

{∭
Ｖ

［（ρｖｉ － ｐｉ）δｖｉ ＋ （σｉｊ －
∂Ａ
∂εｉｊ

）δεｉｊ } ｄＶ ＝ ０．

（３９）
　 　 由式（３９）可得 Π０ 的驻值条件为：

σｉｊ －
∂Ａ
∂εｉｊ

＝ ０，

ρｖｉ － ｐｉ ＝ ０，
可见，这个变分原理反映的规律为本构关系．
２．２　 应用局部代入法推导本构变分原理的驻值条件

应用对合变换 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理的泛函变换为本

构变分原理泛函为

　 　 Π０ ＝ ∫ｔ１
ｔ０

{∭
Ｖ

[ １
２
ρｖｉｖｉ － Ａ（εｉｊ） ＋ ｐ·ｉｕｉ －

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊｕｉ ]ｄＶ ＋

∬
Ｓσ

（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊｕｉｄＳ} ｄｔ， （４０）

其先决条件为式（１）和式（２）．
将 Π０ 变分，并令 δΠ０ ＝ ０，可得

δΠ０ ＝ ∫ｔ１
ｔ０
∭{
Ｖ

[ ρｖｉδｖｉ －
∂Ａ
∂ε ｉｊ

δε ｉｊ ＋ ｐ·ｉδｕｉ ＋ ｕｉδｐ
·
ｉ －

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊδｕｉ － ｕｉδ ［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｋｊ］，ｊ ]ｄＶ ＋

∬
Ｓσ

（δｉｋ ＋ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊδｕｉ ＋ｕｉδ（δｉｋ ＋ｕｉ，ｋ）σｋｊｎｊｄＳ} ｄｔ ＝ ０，

（４１）
其先决条件的变分式为式（１２） ～ （１６），将式 （１２） ～
（１６）代入式（４１），可得

δΠ０ ＝ ∫ｔ１
ｔ０
∭
Ｖ

ρｖｉδｕ
·

ｉ ＋ ｐ·ｉδｕｉ －
∂Ａ
∂ε ｉｊ

δ（ １
２
ｕｉ，ｊ ＋

１
２
ｕ ｊ，ｉ ＋

é

ë
êê{

１
２
ｕｋ，ｉｕｋ，ｊ） － ［（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σ ｋｊ］ ，ｊδｕｉ）

ù

û
úú ｄＶ ＋

∬
Ｓσ

（δ ｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σ ｋｊｎ ｊδｕｉｄＳ } ｄｔ ＝ ０． （４２）

　 　 应用 Ｇｒｅｅｎ 定理和分部积分可得：

－∭
Ｖ

∂Ａ
∂εｉｊ

δ（ １
２
ｕｉ，ｊ ＋

１
２
ｕｊ，ｉ ＋

１
２
ｕｋ，ｉｕｋ，ｊ）ｄＶ ＝ － ∬

Ｓσ＋Ｓｕ

（δｉｋ ＋

ｕｉ，ｋ）
∂Ａ
∂εｉｊ

ｎｊδｕｉｄＳ ＋∭
Ｖ

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）
∂Ａ
∂εｉｊ

］
，ｊ
δｕｉｄＶ，

（４３）

∫ｔ１
ｔ０
ρｖｉδｕ

·
ｉｄｔ ＝ ρｖｉδｕｉ

ｔ１

ｔ０
－ ∫ｔ１

ｔ０
ρｖ·ｉδｕｉｄｔ． （４４）

　 　 将式（４３） ～ （４４）代入式（４２），然后将式（１５）代
入式（４２），并按惯例在时域边界处取 δｕｉ ＝ ０，可得

δΠ０ ＝ ∫ｔ１
ｔ０

{∭
Ｖ

[（－ ρｖ·ｉ ＋ ｐ
·
ｉ）δｕｉ ＋ ［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）

∂Ａ
∂εｉｊ

］
，ｊ
δｕｉ －

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｉｊ］，ｊδｕｉ ]ｄＶ ＋∬
Ｓσ

［（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）σｉｊｎｊ －

（δｉｋ ＋ ｕｉ，ｋ）
∂Ａ
∂εｉｊ

ｎｊ］δｕｉｄＳ} ｄｔ ＝ ０， （４５）

由于 δｕｉ 的任意性，由式（４５）可得本构变分原理驻

值条件的一种表达形式：

σｉｊ －
∂Ａ
∂εｉｊ

＝ ０，

ρｖｉ － ｐｉ ＝ ０，
这便又一次表明，这个变分原理反映的规律为本构

关系．

３　 结　 论

１） 通过变积方法，由非线性弹性动力学的基本

方程建立了非线性弹性动力学 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，即本

构变分原理，为下一步证明奠定了基础．
２） 通过对合变换方法，分别应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子

法和局部代入法推导本构变分原理的驻值条件，得
到了本构关系表达式，证明了本构变分原理反映的

规律为本构关系．
３） 从理论上说，补充和完善了前人研究的经典

变分原理对 ３ 类基本规律的反映，从工程应用上说，
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为数值建模提供了依据．
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