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基于均匀圆阵的矢量重构解相干算法
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摘　 要： 为解决基于均匀线阵矢量重构法不能直接用于均匀圆阵这一问题，提出一种模式空间矢量重构算法．提取模式变换

后最大广义特征值对应的特征矢量，并对修正的信号特征矢量采用前后矢量重构方式构造数据矩阵实现解相干．在变换前提

取最大特征值对应的信号特征矢量，充分去除噪声，且无需变换后广义特征分解计算，算法复杂度显著降低． 理论分析和仿真

结果验证了该算法的有效性．
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　 　 波达方向 ＤＯＡ（Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｒｒｉｖａｌ）估计是阵列

信号处理研究的重要内容之一，在雷达、声呐、通信

等领 域 有 着 广 阔 的 应 用 前 景． 传 统 的 ＭＵＳＩＣ、
ＥＳＰＲＩＴ 等子空间类算法在信源独立或相关情况下

具有良好的估计性能，但实际中广泛存在的多径传

播及同频干扰使这些算法的估计性能急剧下降甚至

失效．目前基于均匀线阵已有一些优良的解相干算

法，如空间平滑算法［１－２］、矩阵重构类算法［３］ 等． 但

在工程应用中，均匀圆阵可提供 ３６０°方位信息，且不

同方位上测向性能近似相同，应用更为广泛，因此基

于均匀圆阵的解相干算法也成为关注的重点．在基于

均匀圆阵模式变换类解相干算法中，文献［４］将平滑

算法用于圆阵，提出基于模式空间变换的前后向平

滑算法，但为适应通道噪声功率变化，需进行广义特

征值分解来求取信号子空间；文献［５］将基于线阵

的 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 重构算法扩展到均匀圆阵，使信源协方

差矩阵为对角阵，具有良好的解相干效果，但也由于

仅用协方差矩阵一列进行重构，信息利用不充分，估
计精度还有提升空间；文献［６－７］在均匀线阵差分

算法［ ８－９ ］ 的基础上，提出基于均匀圆阵的差分

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 重构算法，但差分方式需将独立、相关信号

与相干信号分两次进行估计，并且在去掉独立信号

时，相干信号的部分功率和信息也被减弱，影响了相

干信号的 ＤＯＡ 估计性能．



现有的基于圆阵模式空间变换的解相干算法都

是以均匀线阵解相干算法为基础，通过算法的改进

以适应模式变换引起的噪声变化．近年出现一种基

于均匀线阵的矢量重构类解相干算法［ １０－１２ ］，通过对

协方差矩阵特征分解预处理抑制噪声，对相干信源

有着更好的估计性能，但是该算法不能直接用于模

式空间变换后的虚拟线阵．为此，本文在考虑模式变

换对噪声影响的基础上将该算法用于均匀圆阵，将
对噪声的处理提至变换前，降低算法的复杂度．

１　 阵列信号模型及模式空间变换

１．１　 信号接收模型与信号特征矢量

如图 １ 所示，假设在 ｘｏｙ 平面上有Ｍ个各向同性

阵元，均匀排列于半径为 ｒ 的圆周上，取圆心为参考

点，信源的俯仰角 φ ∈ ［０，π ／ ２］ 定义为入射方向与 ｚ
轴之间的夹角，方位角 θ ∈ ［０，２π） 定义为入射方向

在 ｘｏｙ 平面上的投影与 ｘ 轴在逆时针方向上的夹角．
只讨论所有信源都与阵列共面的情形，即 φ ＝ π ／ ２．
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图 １　 均匀圆阵的阵列模型

　 　 假设有 Ｎ 个波长为 λ 的远场窄带平面波信号

入射至阵列，按相关性分为 Ｐ 组相互独立的相干信

号，用 ｐｉ 表示第 ｉ 组相干信源的信源个数，则 Ｎ ＝

∑
Ｐ

ｉ ＝ １
ｐｉ ．设第 ｉ 组第 ｊ 个信号入射角为 θｉｊ ，则第 ｔ 次快

拍接收数据为

　 ｘ（ ｔ） ＝ ＡＣＢｓ（ ｔ） ＋ ｎ（ ｔ） ＝
［Ａ１ｂ１，Ａ２ｂ２，…，ＡＰｂＰ］ｓ（ ｔ） ＋ ｎ（ ｔ） ．

式中： ｘ（ ｔ） ≜ ［ｘ１（ ｔ），…，ｘＭ（ ｔ）］ Ｔ 为 Ｍ × １ 维阵列

接收数据； ｓ（ ｔ） ≜ ［ ｓ１（ ｔ），…，ｓＰ（ ｔ）］ Ｔ 为 Ｐ × １ 维 Ｐ
个相互独立的信号源； ｎ（ ｔ） ≜ ［ｎ１（ ｔ），…，ｎＭ（ ｔ）］ Ｔ

为 Ｍ × １ 维通道噪声，假设各通道噪声彼此独立，且
服从 Ｎ（０，σ ２

ｎ） 高斯分布， 并与信源独立； Ｂ ＝
ｂｌｋｄｉａｇ｛ｂ１，ｂ２，…，ｂＰ｝ 为 Ｎ × Ｐ 维块对角矩阵； ｂｉ

为 ｐｉ × １ 维矢量，表示第 ｉ 组相干信源的相干系数；
ＡＣ ＝［Ａ１，Ａ２，…，ＡＰ］ 为 Ｍ × Ｎ 维阵列流型矩阵． Ａｉ

为 Ｍ × ｐｉ 维第 ｉ 组相干信源的流型矩阵，且
　 　 Ａｉ ＝ ［ａＣ（θ ｉ１），ａＣ（θ ｉ２），…，ａＣ（θ ｉｐｉ）］，
ａＣ（θ ｉｊ） ＝ ｅｊβ０ｒｃｏｓ（θｉｊ－γ１）ｅｊβ０ｒｃｏｓ（θｉｊ－γ２）…ｅｊβ０ｒｃｏｓ（θｉｊ－γＭ）[ ] Ｔ． （１）

式中，波数 β ０ ＝ ２π ／ λ ，阵列第 ｍ 个阵元与 ｘ 轴的夹

角为 γｍ ＝ ２π（ｍ － １） ／ Ｍ，ｍ ＝ １，…，Ｍ．
由式（１）得 Ｍ × Ｍ 维均匀圆阵接收数据的协方

差矩阵为

ＲＣ ＝ Ｅ｛ｘ（ ｔ）ｘＨ（ ｔ）｝ ＝ ＡＣＢＲＣＳＢＨＡＨ
Ｃ ＋ σ２

ｎＩ． （２）
式中， ＲＣＳ ＝ Ｅ｛ｓ（ ｔ）ｓＨ（ ｔ）｝ 为 Ｐ × Ｐ维信源的协方差

矩阵，由信源假设可知 ｒａｎｋ（ＲＣＳ） ＝ Ｐ． 对 ＲＣ 进行特

征值分解：

ＲＣ ＝ ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
λ ｉｕｉｕＨ

ｉ ＝ ＵＣＳΣＣＳＵＨ
ＣＳ ＋ ＵＣＮΣ ＣＮＵＨ

ＣＮ ． （３）

式中： λ １ ≥ λ ２ ≥…λ Ｐ ＞ λ Ｐ＋１ ＝… ＝ λＭ ＝ σ ２
ｎ 为 ＲＣ

的特征值，且按从大到小排列，对应的特征矢量为

ｕ１，…，ｕＭ；Σ ＣＳ 和 Σ ＣＮ 分别为前 Ｐ 个大特征值和后

Ｍ － Ｐ 个小特征值构成的对角阵； ＵＣＳ ＝ ［ｕ１，ｕ２，…，
ｕＰ］ 和 ＵＣＮ 为相应的特征矢量矩阵．
１．２　 模式空间变换

由于均匀圆阵的阵列流型矩阵 ＡＣ 不具备范德

蒙结构，需构造模式变换矩阵［４］ 将均匀圆阵输出进

行变换．令
Ｔ ＝ Ｊ －１Ｗ ／ Ｍ．

式 中： Ｊ ＝ ｄｉａｇ｛Ｊ －Ｋ（β ０） ／ ｊ
－Ｋ，…，ＪＫ（β ０） ／ ｊＫ｝，

Ｊｋ（β ０） 表示 ｋ阶第１类贝塞尔函数，Ｋ ＝ ⌊β０」为模式

激励的最大模式数；Ｗ ＝ ［ｗ－Ｋ，…， ｗＫ］Ｈ， ｗｋ ＝
［１， ｅｊ２πｋ ／ Ｍ， … ， ｅｊ２πｋ（Ｍ－１） ／ Ｍ］Ｈ， ｋ ＝ － Ｋ，…，Ｋ．

对均匀圆阵输出作模式变换得

ｙ（ｔ） ＝ Ｔｘ（ｔ） ＝ ＡＬＢｓ（ｔ） ＋ Ｔｎ（ｔ）．
其中 ＡＬ ＝ ＴＡＣ 为模式变换后的虚拟阵列流型矩阵，且

ＡＬ ＝ ［Ａ′
１，Ａ′

２，…，Ａ′
Ｐ］ ＝ ［ＴＡ１，ＴＡ２，…，ＴＡＰ］．（４）

式中，Ａ′
ｉ ＝ ＴＡｉ 为第 ｉ组相干信源 Ｌ × ｐｉ 维流型矩阵．其

中 Ｌ ＝ ２Ｋ ＋ １ 表示变换后虚拟线阵的阵元数，当阵元

数满足Ｍ ＞ ２Ｋ 时

Ａ′
ｉ ＝ ［ａＬ（θｉ１），ａＬ（θｉ２），…，ａＬ（θｉｐｉ）］，

ａＬ（θｉｊ） ＝ ＴａＣ（θｉｊ） ≅ ［ｅ－ｊＫθｉｊ，…，ｅｊＫθｉｊ］Ｔ． （５）
　 　 由式（４）、（５）可知，经模式空间变换后的 Ｌ × Ｎ 维

阵列流型矩阵 ＡＬ 具有范德蒙结构．变换后虚拟阵列数

据协方差矩阵为

ＲＬ ＝ Ｅ｛ｙ（ｔ）ｙＨ（ｔ）｝ ＝ ＴＲＣＴＨ ＝ ＡＬＢＲＣＳＢＨＡＨ
Ｌ ＋ ＲＬＮ．

其中，变换后的噪声协方差矩阵为

　 ＲＬＮ ＝ σ２
ｎＴＴＨ·

σ２
ｎ

Ｍ
ｄｉａｇ

１
Ｊ２

－Ｋ（β）
… １

Ｊ２
０（β）

… １
Ｊ２
Ｋ（β）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６）

２　 算法原理

２．１　 ＭＧＥＶＤ算法

由式（６）可知 ＲＬＮ ≠ σ２
ｎＩ，模式变换使得虚拟线阵
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各通道的噪声功率不再相同，因此采用基于线阵的矢

量重构解相干算法时，为获取均匀线阵的阵列流型空

间，必须首先采用广义特征分解［４］ ．
设 λ ｉ 和 ｖｉ 分别为矩阵束 （ＲＬ，ＴＴＨ） 的广义特征

值和特征矢量，广义特征值 λ１ ～ λＬ 从大到小排列，前
Ｐ 个大广义特征值对应的特征矢量矩阵为 ＵＬＳ ＝
［ｖ１，…，ｖＰ］，可以证明（见附录）：

ｓｐａｎ｛ＵＬＳ｝ ⊄ ｓｐａｎ｛ＡＬ｝．
表明 ＵＬＳ 张成的子空间不属于虚拟线阵导向矢量张成

的信号子空间．因此，基于均匀线阵矢量重构算法若要

用于虚拟线阵，还需进一步处理． 令
Ｕ′

ＬＳ ＝ ［ｖ′１，…，ｖ′ｐ，…，ｖ′Ｐ］ ＝ ＴＴＨＵＬＳ ．
可以证明（见附录）：

ｓｐａｎ｛Ｕ′
ＬＳ｝ ＝ ｓｐａｎ｛ＲＬＮＵＬＳ｝ ⊂ ｓｐａｎ｛ＡＬ｝．

表明虚拟线阵导向矢量张成的信号子空间可由广义特

征矢量矩阵ＵＬＳ 左乘ＴＴＨ 得到．记Ｕ′
ＬＳ 的第一列为 ｖ′１ ＝

［ｖ′１，１，ｖ′２，１，…，ｖ′Ｌ，１］Ｔ，将其按下式构造矩阵［ ８］：

Ｘ１ ＝

ｖ′１，１ ｖ′２，１ … ｖ′ｄ，１
ｖ′２，１ ｖ′３，１ … ｖ′ｄ＋１，１
︙ ︙ ︙
ｖ′ｓ，１ ｖ′ｓ＋１，１ … ｖ′Ｌ，１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （７）

式中， ｓ ＝ Ｌ － ｄ ＋ １，且 ｄ ＞ Ｎ ， ｓ ＞ Ｎ ．进一步由矩阵Ｘ１

进行反向特征矢量修正，得到 ｓ × ２ｄ 维矩阵为

Ｙ ＝ ［Ｘ１ ＪＸ∗
１ ］． （８）

其中， Ｊｓ 为 ｓ 阶反对角线为 １ 的置换矩阵．将 Ｙ 与其共

轭 ＹＨ 相乘，得
Ｒ′

Ｌ ＝ ＹＹＨ． （９）
对协方差矩阵Ｒ′

Ｌ 特征值分解构造ＭＵＳＩＣ 空间谱函数，
通过谱峰搜索完成 ＤＯＡ 估计．为方便描述，称此改进算

法为ＭＧＥＶＤ（Ｍｏｄｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ＧＥＶＤ）算法．
２．２　 ＥＭＥＶＤ 算法

由ＭＧＥＶＤ 算法原理知，算法由ＲＣ 经ＴＲＣＴＨ 得到

ＲＬ，通过对矩阵束 （ＲＬ，ＴＴＨ） 进行广义特征分解得到

广义特征矢量 ｖ１，对其左乘 ＴＴＨ 得到用于解相干ＤＯＡ
估计的信号空间矢量 ｖ′１，算法复杂度较大（见表 １）．为
降低算法复杂度，证明了（见附录）

ｓｐａｎ｛ＴＵＣＳ｝ ＝ ｓｐａｎ｛ＲＬＮＵＬＳ｝ ⊂ ｓｐａｎ｛ＡＬ｝．
即虚拟线阵导向矢量张成的信号子空间也可由均匀圆

阵特征矢量矩阵 ＵＣＳ 左乘 Ｔ 得到，在此基础上进一步

改进，构造

Ｕ
～

ＬＳ ＝ ［ｖ
～

１，…，ｖ
～

ｐ，…，ｖ
～

Ｐ］ ＝ ＴＵＣＳ ． （１０）

取 Ｕ′
ＬＳ 的第一列，并表示为 ｖ

～

１ ＝ ［ ｖ
～

１，１，ｖ
～

２，１，…，ｖ
～

Ｌ，１］Ｔ ，

同样按式（７） ～ （９）重构求得 Ｒ
～

Ｌ ，再对 Ｒ
～

Ｌ 依经典

ＭＵＳＩＣ 算法即可完成解相干ＤＯＡ 估计．这里，称此改进

算法为 ＥＭＥＶＤ（ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｂｅｆｏｒｅ ｍｏｄｅ
ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ＥＶＤ）．

实际上，由附录的理论证明可知，２ 种改进算法由

ｓｐａｎ｛ＲＬＮＵＬＳ｝ 和 ｓｐａｎ｛ＴＵＣＳ｝ 分别构造的信号子空间

是等价的，但二者计算复杂度明显不同．
ＥＭＥＶＤ 算法利用 ＵＣＳ 构造信号子空间，只需先对

ＲＣ 进行特征分解提取最大信号特征矢量 ｕ１，并左乘 Ｔ

修正得到用于解相干ＤＯＡ 估计的特征矢量 ｖ
～

１，计算量

比 ＥＭＥＶＤ 算法小（见表 １）．
表 １　 ＭＧＥＶＤ 算法和 ＥＭＥＶＤ算法运算量对比

算法 运算步骤 运算量

ＭＧＥＶＤ

ＲＬ ＝ ＴＲＣＴＨ

ＧＥＶＤ（ＲＬ，ＴＴＨ） → ｖ１

ｖ′１ ＝ ＴＴＨｖ１

ＭＬ（Ｍ ＋ Ｌ）

３Ｌ２

Ｌ２（Ｍ ＋ １）

ＥＭＥＶＤ
ＥＶＤ（ＲＣ） → ｕ１

ｖ
～
１ ＝ Ｔｕ１

３Ｍ２

ＬＭ

　 　 表 １ 中， ＧＥＶＤ（ＲＬ，ＴＴＨ） → ｖ１ 表示对矩阵束

（ＲＬ，ＴＴＨ） 求解最大广义特征矢量 ｖ１，ＥＶＤ（ＲＣ） → ｕ１

表示对 ＲＣ 求解最大特征矢量 ｕ１， 二者的复杂度均采

用快速子空间分解技术［１３］，则前 ２ 种算法在ＭＵＳＩＣ 谱

峰搜索前的总运算量为

ＭＧＥＶＤ 算法总运算量＝ ＭＬ Ｍ ＋ Ｌ( ) ＋
　 　 　 　 　 　 　 ３Ｌ２ ＋ Ｌ２ Ｍ ＋ １( ) ，

ＥＭＥＶＤ 算法总运算量＝ ３Ｍ２ ＋ ＬＭ．
一般取，假设Ｍ ＝ Ｌ ＋ ４ ＝ １９，则

３Ｍ２ ＋ ＬＭ
ＭＬ Ｍ ＋ Ｌ( ) ＋ ３Ｌ２ ＋ Ｌ２ Ｍ ＋ １( )

≈９％．

可见运算量显著降低．
２．３　 算法流程

ＥＭＥＶＤ 算法流程如下：
１）记录 Ｄ 个快拍下阵列输出信号矢量 ｘ（ｔ），ｔ ＝

１，２，…，Ｄ；

２）由 Ｒ
＾

Ｃ ＝ １
Ｄ∑

Ｄ

ｔ ＝ １
ｘ（ｔ）ｘＨ（ｔ） 代替式（２），得有限快

拍数下协方差矩阵的估计值；

３）将 Ｒ
＾

Ｃ 按式（３）进行特征值分解，得最大特征值

对应的信号特征矢量 ｕ１；

４）由式（１０）得变换后最大特征矢量 ｖ
～

１；

５）对 ｖ
～

１ 依式（７） ～ （９） 进行重排，得矩阵 Ｒ
～

Ｌ；

６）将Ｒ
～

Ｌ 特征值分解，得到噪声子空间Ｕ
～

Ｎ，并构造

ＭＵＳＩＣ 谱函数，搜索谱峰 ＰＭ（θ） 给出峰值位置 θ
＾

ｉ，ｉ ＝
１，…，Ｎ．

·４６· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４８ 卷　



３　 仿真与分析

仿真实验对比了 ＥＭＥＶＤ 算法和 ＭＧＥＶＤ 算法的

空间谱，并将 ＥＭＥＶＤ 算法与目前基于均匀圆阵模式空

间变 换 的 解 相 干 算 法 ＭＯＤＥ － ＦＢＳＳ［ ４］、 ＭＯＤＥ －
ＴＯＥＰ［ ５］、ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ－ＴＯＥＰ［ ６］进行比较．

实验 １　 ＥＭＥＶＤ 和 ＭＧＥＶＤ 算法的空间谱图．设 ２
个方位角为（－１５°，１０°）的等功率全相干信号，信噪比为

２０ ｄＢ，快拍数为 ２００，采用 １９个阵元的均匀圆阵，阵元半

径为 ３．５２λ ／ π，模式变换后虚拟线阵的阵元数为 １５，取 ２
种算法的子阵阶数为８，２种算法空间谱比较如图２所示．
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间
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图 ２　 ＥＭＥＶＤ 和 ＭＧＥＶＤ 的空间谱比较

　 　 由图 ２ 可见，２ 种算法空间谱重合，验证了

ＭＧＥＶＤ、 ＥＭＥＶＤ 算 法 分 别 由 ｓｐａｎ｛ＲＬＮＵＬＳ｝ 和

ｓｐａｎ｛ＴＵＣＳ｝ 构造信号子空间等价的结论．
实验 ２　 ４种算法的 ＤＯＡ 估计均方误差、成功分辨

率与信噪比的关系．设 ４个等功率信号，第 １ 组方位角为

（－４３°，－２６°）的全相干信号，后 ２ 组方位角分别为 ３０°和
５５°的独立信号，快拍数固定为２５６．实验中，估计均方误差

的公式采用 ＲＳＭＥ，θ ＝ １
ＷＮ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｗ

ｗ ＝ １
（θ

＾

ｉ，ｗ － θ）２ ，Ｗ 为

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 次数，Ｎ为信号源数．每个 ＲＳＮ 点进行 ２ ０００
次Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 实验，其它仿真参数同实验１． ＲＳＭＥ 和成功

分辨随 ＲＳＮ 变化的关系如图 ３、图 ４所示．
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图 ３　 ＲＭＳＥ 随 ＲＳＮ变化的关系曲线
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图 ４　 成功分辨率随 ＲＳＮ变化的关系曲线

　 　 由图 ３ 和图 ４ 可见，４ 种算法的估计精度和成

功分辨率曲线都随 ＲＳＮ 增加而提高．图 ３ 表明在低信

噪比下，ＥＭＥＶＤ 的估计精度和成功分辨率明显高

于其他 ３ 种算法， 随着 ＲＳＮ 的增加， ＥＭＥＶＤ 与

ＭＯＤＥ－ＦＢＳＳ 均方误差性能接近，在高信噪比下，
ＥＭＥＶＤ 的估计精度略优于 ＭＯＤＥ－ＦＢＳＳ，但它们的

估计精度均优于 ＭＯＤＥ －ＴＯＥＰ 和 ＭＯＤＥ －ＤＩＦＦ －
ＴＯＥＰ．图 ４ 表明 ＥＭＥＶＤ 具有较高的成功分辨率且

信噪比门限更低．
实验 ３　 ４ 种算法的 ＤＯＡ 估计均方误差、成功

分辨率与快拍数的关系． ＲＳＮ 固定为 ２０ ｄＢ，每个快

拍数进行２ ０００ 次Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 实验，其它仿真参数

同实验 １． ＲＳＭＥ 和成功分辨随快拍数变化的关系如

图 ５、图 ６ 所示．
　 　 由图 ５ 和图 ６ 可见，４ 种算法的 ＤＯＡ 估计精度

和分辨率随快拍数增加而提高．图 ５ 表明 ＥＭＥＶＤ 的

估计精度在不同快拍数下均优于其他 ３ 种算法；
ＥＭＥＶＤ 和 ＭＯＤＥ－ＦＢＳＳ 的估计精度随快拍数增加

改善较大， 在大快拍数下二者精度都较高， 而

ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ 和 ＭＯＤＥ－ＤＩＦＦ－ＴＯＥＰ 的估计精度随

着快拍数的增加变化较慢，精度略低． 图 ６ 表明

ＥＭＥＶＤ 分辨率随快拍数增加而提高，且明显高于

其他 ３ 种算法．
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图 ５　 ＲＳＭＥ随快拍数变化的关系曲线
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图 ６　 成功分辨率随快拍数变化的关系曲线

４　 结　 论

在考虑模式变换引起噪声功率变化的基础上，
通过分析广义特征矢量与虚拟线阵信号空间的关

系，对矢量重构解相干算法加以改进，提出适用于均

匀圆阵模式变换的 ＭＧＥＶＤ 算法．针对该算法计算

复杂度高的问题提出改进的 ＥＭＥＶＤ 算法，将模式

空间变换后的相关处理步骤提前到模式变换前， 其

性能估计的实质不变， 但计算量和复杂度大大

降低．
理论分析与仿真实验表明，ＥＭＥＶＤ 矢量重构

类算法估计精度较高，然而算法高估计精度的代价

是比已有的 ＭＯＤＥ－ＦＢＳＳ、ＭＯＤＥ－ＴＯＥＰ 和 ＭＯＤＥ－
ＤＩＦＦ－ＴＯＥＰ 等算法需多进行一次特征值分解， 因

此如何进一步降低两次特征值分解的计算量值得今

后研究．

附录

定理 １［３］ 　 假设 Ｎ（Ｎ≤Ｍ － １） 个窄带远场信号

入射到 Ｍ 个阵元组成的阵列上，接收数据的协方差

矩阵为

Ｒ ＝ ＡＲＳＡＨ ＋ ＲＮ ．
式中： Ａ ＝ ［ａ１，…，ａｎ，…，ａＮ］ 为阵列流型矩阵， ＲＳ

为信号协方差矩阵， ＲＮ 为噪声协方差矩阵．假设 Ｎ
个信号可以分为 Ｐ 组组间独立、组内相干的信号，
由信源假设条件可知 ｒａｎｋ（ＲＳ） ＝ Ｐ ， Ｐ ≤ Ｎ ． 设 ｕｐ

为矩阵束 （Ｒ，ＲＮ） 的第 ｐ 个大广义特征值对应的特

征矢量，存在如下线性关系：

ＲＮｕｐ ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
αｐ（ｎ）ａｎ ． （１１）

其中， α ｐ（ｎ） 为线性组合因子， １ ≤ ｐ ≤ Ｐ．
式（１１）说明无论信号源是否相干， ＲＮｕｐ 是信

号源导向矢量的一个线性组合，且包含了信号的全

部信息，基于此可以进行解相干处理．若令广义特征

矢量矩阵 ＵＳ ＝ ［ｕ１，…，ｕｐ，…，ｕＰ］，由定理 １ 可得到

如下推论：
推论 １　 若 ＲＮ ≠ σ ２

ｎＩ，ＵＳ 为矩阵束 （Ｒ，ＲＮ） 的

广义特征矢量矩阵，则
ｓｐａｎ｛ＲＮＵＳ｝ ⊆ ｓｐａｎ｛Ａ｝，
ｓｐａｎ｛ＵＳ｝ ⊄ ｓｐａｎ｛Ａ｝ ． （１２）

　 　 推论 ２　 若 ＲＮ ＝ σ ２
ｎＩ，ＵＳ 退化为矩阵 Ｒ 的特征

矢量矩阵，则
ｓｐａｎ｛ＲＮＵＳ｝ ＝ ｓｐａｎ｛ＵＳ｝ ⊆ ｓｐａｎ｛Ａ｝ ． （１３）

当 Ｐ ＝ Ｎ 时，式（１２）、（１３）等号成立．
由推论 ２ 可知，均匀圆阵的矢量矩阵 ＵＣＳ 和导

向矢量矩阵 ＡＣ 所张成的信号子空间之间的关系为

ｓｐａｎ｛ＵＣＳ｝ ⊂ ｓｐａｎ｛ＡＣ｝ ． （１４）
且模式变换后虚拟均匀线阵的信号子空间为

ｓｐａｎ｛ＡＬ｝ ＝ ｓｐａｎ｛ＴＡＣ｝ ． （１５）
结合式（１４）、（１５）可得

ｓｐａｎ｛ＴＵＣＳ｝ ⊂ ｓｐａｎ｛ＴＡＣ｝ ＝ ｓｐａｎ｛ＡＬ｝ ． （１６）
由推论 １ 可知

ｓｐａｎ｛ＲＬＮＵＬＳ｝ ⊂ ｓｐａｎ｛ＡＬ｝，
ｓｐａｎ｛ＵＬＳ｝ ⊄ ｓｐａｎ｛ＡＬ｝ ．

{ （１７）

　 　 式（１６）、（１７）表明，子空间 ｓｐａｎ｛ＡＬ｝ 包含子空

间 ｓｐａｎ｛ＴＵＣＳ｝ 和 ｓｐａｎ｛ＲＬＮＵＬＳ｝ ．
　 　 可以证明

ｓｐａｎ｛ＴＵＣＳ｝ ＝ ｓｐａｎ｛ＲＬＮＵＬＳ｝ ．
　 　 证　 明　 设 ｕｐ 为均匀圆阵前 Ｐ 个大特征矢量

中第 ｐ 列特征矢量，令矢量 ｖｐ ＝ （ＴＨ） － ｕｐ， 则

ＲＬｖｐ ＝ （ＴＲＣＴＨ）（ＴＨ） － ｕｐ ＝ ＴＲＣｕｐ ＝ λｐＴｕｐ，
（１８）

ＴＴＨｖｐ ＝ ＴＴＨ （ＴＨ） － ｕｐ ＝ Ｔｕｐ ． （１９）
联立式（１８）和（１９），得

ＲＬｖｐ ＝ λｐＴＴＨｖｐ ．
　 　 由此可知， λ ｐ 和 ｖｐ 为矩阵束 （ＲＬ，ＴＴＨ） 的前 Ｐ
个大特征矢量中第 ｐ 个广义特征值和对应的特征矢

量，且
ｖｐ ＝ （ＴＨ） － ｕｐ ． （２０）

再依据式（６）、（２０），得
ＲＬＮｖｐ ＝ σ２

ｎＴＴＨｖｐ ＝ σ２
ｎＴｕｐ ． （２１）

由式（２１）可得

ｓｐａｎ｛ＴＵＣＳ｝ ＝ ｓｐａｎ｛ＲＬＮＵＬＳ｝ ．
证毕．
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