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圆锥内定点至锥表面垂点轨迹

曲焱炎， 高　 岱， 宫　 娜

（哈尔滨工业大学 机电工程学院， 哈尔滨 １５０００１）

摘　 要： 为解决实际工程中遇到的圆锥曲线问题，研究圆锥内任意点至所有素线垂足轨迹的方程． 根据圆锥形成的性质和向

量几何的理论，如果点至素线的方向向量垂直素线方向向量，那么二者向量的点积等于零，由此求出垂足参数表达式． 推算并

化简垂足轨迹点参数方程，通过极坐标与直角坐标的转换，得出垂足点轨迹为圆锥与球偏交得的两曲面交线以及交线的笛卡

尔坐标表达式． 结果表明，若以圆锥内一点与圆锥顶点连线为直径作球，则球面与圆锥素线交点和圆锥内定点连线垂直于素

线；研究轨迹线的投影性质表明，其正面投影为抛物线，水平投影为闭合的二次曲线．
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　 　 圆锥曲线在几何学中是个值得研究深入的课

题，与圆锥轴线成不同角度的平面截切圆锥会得到

圆、椭圆［１］、抛物线［２］、双曲线、三角形 ５ 种类型的

交线［３］，并称为圆锥曲线，王书营［４］ 研究得出圆锥

曲线的性质有着对立统一的关系． 田福润等［５］ 研究

了一般位置平面截切正圆锥和铅垂面截切斜圆锥，
截交线特殊点的两种情况． 圆锥与同轴的回转体相

贯线是圆［６］ ． 而不同轴相贯相交曲线即是二次曲线．
与圆锥同轴圆柱的相贯线是相当于轴线上一定点到

圆锥表面成相同角度的动点的轨迹，其轨迹是个圆．
近年来，研究圆锥的热点集中在圆锥与回转体相贯

线问题上，如谷艳华等［７］ 详细研讨了柱锥正贯的相

贯线最右点的解析． 清华大学的刘敏等［８］ 图解分析

了柱锥轴线斜交相贯线变化规律和极值点的求解．
孙岩［９］研究了点到定直线和定平面距离比为常数

的轨迹问题． 李世臣等［１０］利用公式生成法研究了点

的轨迹问题． 在控制理论研究中，研究点轨迹问题

有图解法和解析法［１１］，而解析法得出都是代数方

程［１２］ ． 理论物理学在研究等离子体介质色散，也有

计算磁单极子沿圆锥曲线运动的辐射运动轨迹问

题［１３］ ． 天体物理学研究行星按圆锥曲线运动的时间

计算中，也会涉及至锥面最短距离的解析［１４］ ． 王泽

南［１５］利用极坐标方程的虚实部分解的方式，极大简



化了计算． 笔者在教学过程中发现了以往书本中所

未提及的一个定点投影轨迹问题，某定点不在轴线

上而在圆锥内，定点到圆锥表面垂直距离点的轨迹

是什么？ 轨迹交线如何求得，且交线是何种形式，这
是个值得研究的问题，以往文献也从未提及．

１　 圆锥内定点至圆锥表面垂足点求解

圆锥面是由与轴线成锐角的母线绕其旋转一周

而形成， 母线旋转的任意位置称之为素线． 那么圆

锥内一点到圆锥表面距离就相当于由定点 Ａ 作任意

素线的垂线，交点为垂足动点 Ｔ，如图 １ 所示．
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图 １　 垂点立体解析

　 　 为便于研究， 圆锥内任意点 Ａ 可以取在圆锥底

面上（即使在圆锥内也可以过 Ａ 作垂直于轴线的截

面切掉下半部圆台），以圆锥顶点为坐标原点，圆锥

轴线方向为 Ｚ 轴，同时 Ａ 点设在平行于 Ｘ 轴的底圆

上． 圆锥半顶角为 β，底圆周半径为 Ｒ，圆锥高为 ｈ，
Ａ 距离底圆圆心为 ａ． 于圆锥锥顶 Ｓ 建立直角坐标

系，以圆锥任意点 Ｔ至轴线距离 ρ和 Ｘ轴间角 θ为参

数的曲面方程为

ｒ
⇀

ＳＴ ρ，θ( ) ＝ ρｃｏｓ θ，ρｓｉｎ θ， － ρｃｏｔ β( ) ．
　 　 Ａ 点 坐 标 为 （ － ａ，０， － ｈ） ． Ｂ 点 坐 标 为

（Ｒｃｏｓ θ， Ｒｓｉｎ θ， － ｈ），Ｓ 点坐标为（０，０，０），Ｏ 点坐

标为（０，０， － ｈ） ．
因 Ｔ 在 ＳＢ 上，所以设 Ｔ：
ｋＲｃｏｓ θ，ｋＲｓｉｎ θ， － ｋｈ( ) ，　 ０ ＜ ｋ ＜ １； （１）

ｒ
⇀

ＡＯ ＝ ｒ
⇀

Ｏ － ｒ
⇀

Ａ ＝ ａ，０，０( ) ，

ｒ
⇀

ＯＴ ＝ ｒ
⇀

Ｔ － ｒ
⇀

Ｏ ＝ ｋＲｃｏｓ θ，ｋＲｓｉｎ θ，（１ － ｋ）ｈ( ) ，

ｒ
⇀

ＡＴ ＝ ｒ
⇀

ＡＯ ＋ ｒ
⇀

ＯＴ ．
由式（１）得

ｒ
⇀

ＡＴ ρ，θ( ) ＝ ｋＲｃｏｓ θ ＋ ａ，ｋＲｓｉｎ θ，（１ － ｋ）ｈ( ) ，
（２）

ｒ
⇀

ＳＴ ρ，θ( ) ＝ ｋＲｃｏｓ θ，ｋＲｓｉｎ θ， － ｋｈ( ) ． （３）

因为 ｒ
⇀

ＳＴ ⊥ ｒ
⇀

ＡＴ， 所以式（２） 与式（３） 的点积等于 ０．
由此可以推导出 Ｔ点以参数 θ、ｋ为坐标的曲线方程．

由式（２）·（３）＝ ０ 得

ｋ（Ｒ２ ＋ ｈ２） ＋ ａＲｃｏｓ θ － ｈ２ ＝ ０． （４）

２　 垂足点方程几何分析

简化式（４）得
ｋ ＝ ｃｏｓ２β － （ａ ／ Ｒ）ｓｉｎ２βｃｏｓ θ． （５）

　 　 由 ｈ ＝ Ｒｃｏｔ β，则 Ｔ 点坐标为

ｋＲｃｏｓ θ，ｋＲｓｉｎ θ， － ｋＲｃｏｔ β( ) ， ０ ＜ ｋ ＜ １．
（６）

　 　 将式（５）代入式（６），写成笛卡尔坐标形式：
ｘ ＝ ｃｏｓ２β － （ａ ／ Ｒ）ｓｉｎ２βｃｏｓ θ( ) Ｒｃｏｓ θ， （７）
ｙ ＝ ｃｏｓ２β － （ａ ／ Ｒ）ｓｉｎ２βｃｏｓ θ( ) Ｒｓｉｎ θ， （８）
ｚ ＝ － ｃｏｓ２β － （ａ ／ Ｒ）ｓｉｎ２βｃｏｓ θ( ) Ｒｃｏｔ β． （９）

式（７） ～ （９）中 ｘ、ｙ、ｚ 值域分别为：
Ｒ ｃｏｓ２β － ａｓｉｎ２β ≤ ｘ ≤ Ｒ ｃｏｓ２β ＋ ａｓｉｎ２β，

Ｒ ｃｏｓ２β ≤ ｙ ≤－ Ｒ ｃｏｓ２β，
－ ａｓｉｎ β － Ｒ ｃｏｓ３βｓｉｎ β ≤ ｚ ≤ ａｓｉｎ β － Ｒ ｃｏｓ３βｓｉｎ β．
此为关于 θ 的函数方程，其余参数均为常量， 满足

锥面直角坐标方程

ｘ２ ＋ ｙ２ － ｚ２ ｔａｎ２β ＝ ０． （１０）
式（７）除以式（９）得

ｃｏｓ θ ＝ － ｃｏｔ β（ｘ ／ ｚ）， （１１）
将式（１１）代入式（９）得到 ｚ 与 ｘ 的关系式

ｚ２ ＋ ｈ ｃｏｓ２βｚ ＝ － ａ ｃｏｓ２βｘ ． （１２）
式（１０）变形得

ｚ２ ＝ （ｘ２ ＋ ｙ２） ｃｏｔ２β． （１３）
式（１３）代入式（１２）得

ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｈ ｓｉｎ２βｚ ＋ ａ ｓｉｎ２βｘ ＝ ０． （１４）
式（１２）加式（１４）并简化得：
ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ＋ ａｘ ＋ ｈｚ ＝ ０，
（ｘ ＋ ａ ／ ２） ２ ＋ ｙ２ ＋ （ ｚ ＋ ｈ ／ ２） ２ ＋ ａｘ ＋ ｈｚ ＝
　 　 ａ２ ／ ４ ＋ ｈ２ ／ ４ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１５）

　 　 式（１５）为 Ｔ点所属另一曲面，是以（－ ａ ／ ２，０，－ ｈ ／ ２）
为圆心， 圆心到圆锥顶点为半径的球面． 联立

式（１１） 和 式（１５），得到圆锥内定点至素线垂足点

轨迹是以定点与圆锥顶点连线的中点为圆心，定点

到圆锥顶点距离为直径的球面与圆锥面相交线，如
图 ２ 所示．
ｘ２ ＋ ｙ２ － ｚ２ ＝ ｔ，
ｘ ＋ ａ ／ ２( ) ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ ＋ ｈ ／ ２( ) ２ ＝ ａ２ ／ ４ ＋ ｈ２ ／ ４( ) ．{

（１６）
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图 ２　 垂足轨迹交线

３　 曲线的投影分析

３．１　 曲线正面投影分析

由式（１２）得
ｚ２ ＋ ｈ ｃｏｓ２ βｚ ＝ － ａ ｃｏｓ２βｘ，
ｙ ＝ ０ ．{

此方程组为曲线的正面投影，则
ｚ ＋ ｈ ｃｏｓ２β ／ ２( ) ２ ＝ － ａ ｃｏｓ２βｘ ＋ ｈ２ｃｏｓ４β ／ ４．
此正面投影是以 （ｈ２ｃｏｓ２β ／ ４ａ， － ｈ ｃｏｓ２β ／ ２） 为

顶点，以（ｈ２ｃｏｓ２β ／ ４ａ － ａ ｃｏｓ２β ／ ２， － ｈ ｃｏｓ２β ／ ２） 为焦

点，开口朝Ｚ轴正向的抛物线的一段． 截交线投影图

如图３所示，由图３可以看出这段抛物线与直线很贴

近． 当 ａ ＝ ０ 时，就是 ｚ ＝ － ｈ ｃｏｓ２β 的平行 Ｘ 轴的直

线段．

o′ a′

s′

s
（o） a

图 ３　 垂足轨迹投影

３．２　 曲线水平投影分析

由联立的式（１６），消去 ｚ， 并与 ｚ ＝ ０ 联立得到

水平投影方程式．

ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ａ ｓｉｎ２βｘ ＋ Ｒ ｃｏｓ２β
　
ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ０，

ｚ ＝ ０．{

　 　 水平投影为一封闭的二次曲线，曲线和椭圆很

近似． 当 ａ ＝ ０ 时，就是一个半径为 Ｒ ｃｏｓ２β， 圆锥顶

点在圆锥底面投影为圆心的圆．

４　 结　 论

１）从圆锥内一点作素线垂线，所有垂足点的轨

迹是以定点与圆锥顶点为直径的圆球与圆锥的

交线．
２）过圆心与圆内任意点连线为直径做球面，球

面与某素线交点与任意点连线垂直素线．
３）圆锥斜贯圆球相贯线为二次曲线，其正面投

影为抛物线．
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