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摘　 要： 为深入研究三杆张拉整体基本单元结构的构建方法和稳定性判定问题． 提出以结构外形几何参数为基础，应用节点

广义坐标矢量矩阵、构件矢量矩阵和连接矩阵建立数学模型，并用 ＭＡＴＬＡＢ 编程实现单元结构的自动构型． 引入构件力密度

标量，建立系统力平衡矢量矩阵方程，分析结构的稳定性，把非线性系统平衡问题转化为线性系统平衡问题． 通过分析平衡矩

阵，对结构系统进行分类，筛选出能够构建起稳定结构的几何参数的变化范围． 本研究方法具有通用性，适用于其它张拉整体

结构形式的构型和稳定性分析．
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　 　 张拉整体结构是由离散的压杆和连续的拉索组

成的自平衡、自支撑结构，是一种新型空间结构体

系． 自从张拉整体结构诞生以来，学者们从不同的

方向对该结构进行了广泛研究． Ｚｈａｎｇ 等［１］ 在张拉

整体棱柱结构的基础上，提出了双面“星形”张拉整

体结构；Ｓｋｅｌｔｏｎ 等［２－４］ 利用张拉整体棱柱拓扑得到

了“塔形”张拉整体结构，完成了该结构的构型和力

学分析； Ｐｅｌｌｅｇｒｉｎｏ 等［５－７］提出了利用结构的自应力

模态数和机构位移模态数对索杆张拉结构体系进行

分类， 通过矩阵分析判定结构的几何稳定性；

Ｇｕｅｓｔ［８－９］通过构件的力平衡方程得到结构的切线刚

度矩阵，并对切线刚度矩阵各部分的物理意义进行

了分析． 在 Ｐｅｌｌｅｇｒｉｎｏ 和 Ｃａｌｌａｄｉｎｅ 提出的索杆结构

体系分类理论基础上，Ｌａｚｏｐｕｌｏｓ 等［１０－１１］ 对第 ＩＶ 类

体系的几何稳定判定方法进行了更深入的研究；罗
尧治等［１２－１３］对索杆张力结构体系的几何稳定性和

可动性进行了细致全面的研究． 现有文献对基本单

元的研究主要集中在 ３ 根杆等长、９ 根索等长，且具

有严格对称性的结构．
为了构建形式更为多样的空间大型结构，有必

要对基本单元进行扩展性探索． 本文从基本单元节

点广义坐标出发，构建基本体数学模型和力学模型，
解决基本单元稳定构型问题．

１　 结构的数学模型

张拉整体结构是由节点、索构件、杆构件组成的．



搭建张拉整体结构，必须要确定各构件的结构尺寸． 所
有构件均与节点关联，因此从节点出发，构建结构数学

模型，获得构件尺寸与结构几何参数的关系．
１．１　 节点矢量矩阵

张拉整体三棱柱由 ６ 个节点、３ 根压杆和 ９ 根拉

索组成，如图 １ 所示，图中虚线表示结构包络外形，粗
实线表示杆构件，细实线表示索构件，箭头表示各构

件矢量方向． 张拉整体三棱柱外接一圆柱体，设此圆

柱体的截面圆半径为 Ｒ，圆柱体的高度为 ｈ． 顶面和底

面三角形存在一个相位角［１４－１５］，设此相位角为 φ．
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图 １　 张拉整体三棱柱

　 　 建立如图 １ 所示的直角坐标系，分析数学模型

和几何参数之间的函数关系．
结构下底面的节点位置可分别表示为

ｎ１ ＝ Ｒ ０ ０[ ] Ｔ，

ｎ２ ＝ Ｒｃｏｓ ２
３
πæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒｓｉｎ ２

３
πæ

è
ç

ö

ø
÷ ０é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，

ｎ３ ＝ Ｒｃｏｓ ４
３
πæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒｓｉｎ ４

３
πæ

è
ç

ö

ø
÷ ０é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

．

　 　 结构上底面节点位置可表示为

ｎ４ ＝ Ｒｃｏｓ ２
３
π ＋ φæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒｓｉｎ ２

３
π ＋ φæ

è
ç

ö

ø
÷ ｈé

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，

ｎ５ ＝ Ｒｃｏｓ ４
３
π ＋ φæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒｓｉｎ ４

３
π ＋ φæ

è
ç

ö

ø
÷ ｈé

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，

ｎ６ ＝ Ｒｃｏｓ φ Ｒｓｉｎ φ ｈ[ ] Ｔ ．
将结构两底面的节点坐标按顺序组合， 可得表示所

有节点位置的节点矢量矩阵 Ｎ，且
Ｎ ＝ ｎ１ 　 ｎ２ 　 ｎ３ 　 ｎ４ 　 ｎ５ 　 ｎ６[ ] ３×６ ．

１．２　 构件矢量矩阵

结构中各构件都连接于节点上，因此可以通过

节点来确定构件矢量． 由图 １ 可知节点与杆索构件

矢量的连接关系，构件与节点的连接关系列于表 １
和表 ２．

表 １　 杆与节点的连接关系

杆节点 ｂ１ ｂ２ ｂ３

起点 ｎ１ ｎ２ ｎ３

终点 ｎ４ ｎ５ ｎ６

表 ２　 索与节点的连接关系

索节点 ｓ１ ｓ２ ｓ３ ｓ４ ｓ５ ｓ６ ｓ７ ｓ８ ｓ９

起点 ｎ１ ｎ２ ｎ３ ｎ４ ｎ５ ｎ６ ｎ１ ｎ２ ｎ３

终点 ｎ２ ｎ３ ｎ１ ｎ５ ｎ６ ｎ４ ｎ６ ｎ４ ｎ５

　 　 由表 １ 可知，第 ｉ 个杆构件矢量可表示为

ｂｉ ＝ ｎｉ ＋３ － ｎｉ， ｉ ∈ ［１，３］ ．
　 　 所有杆构件矢量按列组合，形成结构的杆矢量

矩阵为
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式中： 矩阵 ＣＴ
Ｂ 表示节点与杆矢量的连接关系，将其

命名为杆连接矩阵，
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　 　 结构中索矢量矩阵可表示为

Ｓ ＝ ｓ１ｓ２… ｓ９[ ] ＝ Ｎ ＣＴ
Ｓ ∈ ℝ ３×９ ．

式中： 矩阵 ＣＴ
Ｓ 为索连接矩阵，表示节点矩阵与索矢

量矩阵的连接关系，
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　 　 由 ＣＴ
Ｂ 及 ＣＴ

Ｓ 即可建立索、杆构件矢量与节点矢

量的关系． 通过构件矢量矩阵，可获得各索杆构件
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矢量，从而得到各构件长度，这样即可搭建图 １ 所示

的结构．

２　 结构的平衡状态分析

２．１　 外部载荷

在张拉整体结构的 ３ 个要素中，索构件在承受

外部载荷时可能处于拉伸状态，也可能处于放松状

态，其自由度很难确定；杆构件在外部载荷的作用下

有 ６ 个自由度；节点在外部载荷的作用下只有 ３ 个

自由度． 所以，以系统的节点广义坐标矢量矩阵为

基础定义外部载荷，可以在很大程度上减小理论分

析的过程和难度，具有显著的优越性．
张拉整体三棱柱结构的外部载荷作用于其节点

上，结构中节点 ｉ 上的外部载荷表示为

ｗｉ ＝ ｗｉｘｗｉｙｗｉｚ[ ] Ｔ，
那么，结构中所有节点的外部载荷可以用矩阵 Ｗ 表

示，将其命名为外力矩阵：
Ｗ ＝ ｗ１ｗ２… ｗ６[ ] ３×６ ．

外力也可以表示为列向量的形式，即
ｗ ＝ ｗＴ

１ ｗＴ
２ … ｗＴ

６[ ]
Ｔ
１８×１ ．

２．２　 构件内力

当结构处于稳定状态时，每个节点都在外部载

荷和构件内力作用下保持平衡． 为确定构件内力与

构件矢量的关系，引入力密度［１２］ ． 设杆构件 ｉ的力密

度为 λ ｉ（λ ｉ ≥ ０），此构件的内力可表示为

ｆｂ ｉ ＝ λ ｉｂｉ ．
　 　 设索构件 ｊ的力密度为 γ ｊ（γ ｊ ≥０），其内力可表

示为

ｆｓ ｊ ＝ γ ｊｓｊ ．
那么，结构中索构件力密度和杆构件力密度可分别

表示为
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ú
ú
úú

９×９

．

矩阵 γ＾ 是矩阵 γ 的对角阵，矩阵 λ＾ 是矩阵 λ 的对

角阵．
２．３　 结构的力平衡方程

在张拉整体三棱柱的节点 ｎｉ 处于平衡状态时，
有

ｗｉ３×１
＝ Ｎ３×６ ｋｉ， （１）

式中：

　 ｋｉ ＝ ＣＴ
Ｓ６×９γ

＾
９×９ ＣＳｉ９×１

－ ＣＴ
Ｂ６×３

λ＾ ３×３ ＣＢｉ３×１
＝

ＣＴ
Ｓ６×９ ＣＳｉ

＾

９×９γ ９×１ － ＣＴ
Ｂ６×３

ＣＢｉ

＾

３×３λ ３×１ ＝

ＣＴ
Ｓ６×９ ＣＳｉ

＾

９×９ ｜ － ＣＴ
Ｂ６×３

ＣＢｉ

＾

３×３[ ]
γ
λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１２×１
． （２）

其中， 矩阵 ＣＳ 为索连接矩阵 ＣＴ
Ｓ 的转置，ＣＳｉ 为矩阵

ＣＳ 的第 ｉ 列，ＣＳｉ

＾
为矩阵 ＣＳ 第 ｉ 列的对角阵，矩阵 ＣＢ

为杆连接矩阵 ＣＴ
Ｂ 的转置，ＣＢｉ

为矩阵 ＣＢ 的第 ｉ 列，

ＣＢｉ

＾
为矩阵 ＣＢ 第 ｉ 列的对角阵．
将等式（２）带入等式（１），可得

ｗｉ３×１
＝ Ｎ３×６ ＣＴ

Ｓ ＣＳｉ

＾
｜ － ＣＴ

Ｂ ＣＢｉ

＾
[ ] ６×１２

γ
λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１２×１

＝

Ｎ ＣＴ
Ｓ ＣＳｉ

＾
｜ － Ｎ ＣＴ

Ｂ ＣＢｉ

＾
[ ] ３×１２

γ
λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１２×１
，

进一步推导，可得整个结构的力平衡方程：

ｗ ＝ Ａ１８×１２
γ
λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１２×１
． （３）

式中： ｗ 是外力列矢量，Ａ 是系统平衡矩阵，

Ａ ＝

Ｎ ＣＴ
Ｓ ＣＳ１

＾
｜ － Ｎ ＣＴ

Ｂ ＣＢ１

＾

Ｎ ＣＴ
Ｓ ＣＳ２

＾
｜ － Ｎ ＣＴ

Ｂ ＣＢ２

＾

︙

Ｎ ＣＴ
Ｓ ＣＳ６

＾
｜ － Ｎ ＣＴ

Ｂ ＣＢ６

＾

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

１８×１２

．

外载荷、几何参数及力密度构成了系统力平衡

线性方程组． 求解方程（３），即可评价系统的受力状

态． 该方程有非负力密度标量解，是系统能够处于

平衡状态，且杆只受压力、索只受拉力的先决条件．
下面就从平衡矩阵分析角度出发，进行系统稳定性

判定．

３　 结构的稳定性判定

３．１　 结构稳定性

在张拉整体三棱柱结构中，每个节点连接 ３ 根

索和 １ 根杆． 由于索构件只承受拉力，杆构件只承

受压力，结构若在节点处保持力平衡和几何稳定，则
在自应力模态下杆构件必须位于以节点为顶点、以
３ 根索为棱边构成的三棱锥锥体几何空间的内部．
同时，结构相位角直接影响系统稳定性．

当结构的相位角 φ ＝ ０（如图２所示） 时，所有构

件均处于三棱柱外表面（面 ｎ１ｎ２ｎ４ｎ６、面 ｎ２ｎ３ｎ５ｎ４、
面 ｎ３ｎ１ｎ６ｎ５） 上． 连接于同一节点的 ４ 个构件中，杆
与一根端面索及连接两个端面的索这 ３ 个构件共

面，其合力与第 ４ 个构件的内力无法平衡，因此任何

节点在无外载荷情况下，不能实现自应力平衡，即整
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个结构不是自应力稳定结构． 图 ２ 右侧的物理模型

必须在外力作用下才能够实现该位置结构平衡，证
实了该位置结构不能达到自应力平衡．

n3

n1n2

n4

n5

n6

b2

s4 s5

X

Z

Y

s9

O

图 ２　 临界状态 φ＝０（构件布置在三棱柱外表面）

　 　 当相位角 φ ＝ π ／ ３（如图 ３ 所示） 时，３ 根杆交于

杆中点， 所有构件均在三棱柱 ３ 个对角平面 （面

ｎ１ｎ２ｎ４ｎ５、面 ｎ２ｎ３ｎ５ｎ６、面 ｎ３ｎ１ｎ６ｎ４） 上． 任一节点 ４
个构件有 ３ 个共面，因此无法施加预应力达到结构

自应力平衡状态． 右侧物理模型需要约束 ３ 根杆交

点才能够实现结构平衡，证实了该位置结构不能自

应力平衡稳定．

n6

n5n4

n3

n2 n1

s4
s5

s9b2

Z

O

Y
X

图 ３　 临界状态 φ＝π／ ３（构件都布置在棱柱对角面）

３．２　 几何稳定性

３．２．１　 判定方法

通过求解系统平衡方程式（３），利用方程解的

情况来分析结构是否稳定． 为了分析方程的解，应
用奇异值分析方法（ＳＶＤ），对系统平衡矩阵进行分

析，结合自应力模态数和位移模态数判断系统稳定

性．
平衡矩阵 Ａ ∈ ℝ １８×１２，Ａ 的秩为 ｒＡ，存在酉阵

Ｕ ∈ ℝ １８×１８，Ｖ ∈ ℝ １２×１２， 使得

Ａ ＝ Ｕ
Ｄ[ ] ｒＡ×ｒＡ ０

０ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＶＴ ．

式中：
Ｄ[ ] ｒＡ×ｒＡ

＝ ｄｉａｇ Ｄ１１ Ｄ２２…ＤｒＡ×ｒＡ
[ ] ，

　 　 Ｄ１１ ≥ Ｄ２２ ≥ … ≥ ＤｎｒＡ×ｒＡ
≥０ 为非零奇异值，Ｕ

和 Ｖ 均为正交阵． 记
Ｕ ＝ ＵｒＡＵ１８－ｒＡ

[ ] ，Ｖ ＝ ＶｒＡＶ１２－ｒＡ
[ ] ．

　 　 张拉整体三棱柱结构的自应力模态数 ｓ 和位移

模态数 ｍ 分别为

ｓ ＝ ｐ ＋ ｑ － ｒＡ，
ｍ ＝ ３（ｎ － ｋ） － ｒＡ ．

{ （４）

式中： ｐ 为杆构件数量，ｑ 为索构件数量，ｎ 为节点

数，ｋ 为约束节点的数量（本文中 ｋ ＝ ３，约束节点

ｎ１ － ｎ３） ．
通过自应力模态数 ｓ 和位移模态数 ｍ 便可初步

判断结构的几何稳定性． 文献［５－７］中，在机构位移

模态数 ｍ 和自应力模态数 ｓ 的基础上对杆系结构进

行了分类，见表 ３．
表 ３　 结构体系分类

结构

类型
静动特性 平衡方程的解

Ｉ
ｓ ＝ ０ 静定

ｍ ＝ ０ 动定

Ａ 为满秩方阵，静定结构

方程（３） 对任意载荷模式有唯一解

ＩＩ
ｓ ＝ ０ 静定

ｍ ＞ ０动不定

Ａ 为列满秩长方阵，存在机构位移模态

方程（３） 对某些特定载荷模式有唯一解

ＩＩＩ
ｓ ＞ ０ 静不定

ｍ ＝ ０ 动定

Ａ 为行满秩长方阵，超静定结构

方程（３） 对任意载荷模式有无穷解

ＩＶ
ｓ ＞ ０ 静不定

ｍ ＞ ０动不定

同时存在结构位移模态和自应力模态

方程（３） 对某些特定载荷模式有唯一解

　 　 类型 Ｉ 为静定结构，无机构位移模态和自应力

模态，不可施加预应力，不可发生零应变几何变位．
类型 ＩＩ 为有限机构，不可施加预应力，可以有零应

变几何大变位． 类型 ＩＩＩ 为超静定结构，可施加预应

力，实现自应力平衡． 类型 ＩＶ 可以施加预应力，可
以有零应变几何大变位；若自应力能够刚化应变，则
几何稳定，通常称为无限小机构［１４］ ．
３．２．２　 第 ＩＶ 类结构几何稳定性

文献［１４－１６］中给出了第 ＩＶ 类体系几何稳定

性的判定方法：
当结构存在位移模态 （ｍ ＞ ０） 和自应力模态

（ ｓ ＞ ０） 时， 结构的节点处将产生几何力 Ｇ，几何力

Ｇ 由相应的自应力模态和位移模态求解获得．
对于单一自应力模态（ ｓ ＝ １） 体系，若对任意的

非零向量 βｍ ×１，满足

βＴ（ＧＴ Ｕ１８－ｒＡ）β ＞ ０． （５）
则表明各机构位移模态的任意组合，都将在自应力

下得到刚化结构几何稳定．
３．３　 分析结构自应力稳定条件

通过分析结构的平衡矩阵，获得平衡矩阵的秩

及自应力模态数 ｓ 和位移模态数 ｍ 值． 利用
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ＭＡＴＬＡＢ 程序（程序框图如图 ４ 所示），以及式（４）
和表 ３ 对结构（三棱柱的结构参数 Ｒ ＝ ０．５ ｍ， ｈ ＝
１ ｍ）的稳定性进行判断．

结束

φ+Δφ∈［0,π］?

输出φ

结构是否几何稳定 βT(GTU18-rA)β＞0?

φ=φ+Δφ

进行体系分类，初步判定几何
稳定性

SVD（A），求解结构自应力
模态数s和位移模态m

引入构件力密度λi、γj,
建立结构力平衡方程

w=A?
?
?
?
?
?
γ
λ

推导节点矩阵N、构件矩阵
B、S和连接矩阵CT

B、CT
S

相位角φ

设定几何参数R、h

开始

Y

N

N

Y Y

不确定

N

图 ４　 稳定性判断流程图

　 　 张拉整体三棱柱结构的相位角变化对结构体系

分类影响的分析过程如图 ５ 所示． 相位角 φ ∈
（０，π ／ ３） 变化时，结构的仿真模拟如图 ５（ａ） 所示，ｓ
和 ｍ 的具体结果如表 ４ 所示．

n5

n4

n3

n2
n1

n6
Z

XY

O

φ=0 φ=π/3

（ａ）过程模拟　 　 　 　 （ｂ） 物理模型

图 ５　 稳定性判断结构

表 ４　 相位角与位移模态数和自应力模态数

相位角 位移模态数 自应力模态数

π ／ １８ ０ ０

π ／ ９ ０ ０

π ／ ６ １ １

２π ／ ９ ０ ０

５π ／ １８ ０ ０

　 　 由表 ３ 和参考文献［５－７］可知，当相位角 φ ∈
［０，π ／ ６） ∪（π ／ ６，π ／ ３］，属于第 Ｉ类结构体系，结构

是静定、动定体系；不可施加预应力，不可有几何变

位；对于给定的外载荷有唯一的稳定状态；不能构成

自应力稳定结构、可以构建外载荷下唯一的结构

形式．
为了验证方法及程序仿真分析的正确性和可行

性，制作了物理模型（如图 ５（ｂ） 所示，索 ｓ７ － ｓ９ 使用

弹性材料以便适应相位角 φ 变化时索长的变化），
设定Ｒ ＝ １０， ｈ ＝ ２０，进行不同相位角，结构稳定性物

理模型验证．
相位角φ ＝π ／ ６（如图６所示），结构的位移模态

数 ｍ ＝ １，自应力模态数 ｓ ＝ １，结构属于第 ＩＶ 类体

系，结构的稳定性还需要进一步判断．

s9
n2

Z

X
Y

O

s5s4
b2

图 ６　 张拉整体三棱柱（φ＝π／ ６）

　 　 通过等式（５），求得三棱柱结构在相位角 φ ＝
π ／ ６时β Ｔ（ＧＴ Ｕ１８－ｒＡ）β ＝ ０．０６４ １，满足自应力刚化结

构几何变位条件，即结构为无限小机构，能够实现自

应力平衡稳定结构．
从节点受力角度来理解不同相位角下结构的稳

定性问题． 当相位角 φ ＝ π ／ ６ 时， 无外载荷的情况

下，任一节点受到的端面索合拉力、杆支撑力、端面

间索拉力 ３ 个力共面，总合力为零，节点能够在自应

力作用下达到力平衡稳定状态，即整个系统是可以

施加预应力的自应力稳定结构． 当相位角 φ ∈
［０，π ／ ６） ∪（π ／ ６，π ／ ３］ 时， 无外载荷的情况下，任
意节点受到的杆构件的力、端面间索拉力，不可能与
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端面索合力共面，也即任意节点的合力不能为零，节
点不能在预应力下达到自平衡状态，即结构不能实

现自应力平衡．
综上，要构建 ３ 杆 ９ 索张拉整体三棱柱自应力

平衡稳定结构，其相位角应该满足 φ ＝ π ／ ６．

４　 结　 论

１）以张拉整体三棱柱结构的几何外形参数为

基础，构建节点广义坐标矢量矩阵、构件矢量矩阵和

节点与构件之间的连接矩阵，建立基于节点广义坐

标的结构自动构型数学模型．
２）基于系统力平衡及节点受力分析，引入力密

度参量，把构件力与构件矢量直接联系起来；构建三

棱柱结构系统基于节点广义坐标与连接矩阵的关于

力密度非负标量参数的线性力学模型．
３）通过分析系统平衡矩阵，利用结构的自应力

模态和机构位移模态得到结构的几何力，以几何力

为判据，完成了结构几何外形参数相位角取值范围

的判定．
４）拓展了传统基本单元构型过程中所有索段

长度相同的限制条件，提出了能够适用于不同几何

外形参数的三棱柱单元的稳定构型理论．
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