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摘　 要： 为得到完全各向同性解耦并联机器人构型，基于 ＧＦ 集理论提出一种简单而有效的构型综合方法． 阐述 ＧＦ 集的基本

概念、运算法则以及转动特征存在条件；给出机构输入运动副选择原则和分支设计准则，确保了并联机构运动各向同性及解

耦性；根据该构型综合原理，完成 ２Ｔ２Ｒ 四自由度完全各向同性解耦并联机构型综合，得到大量新构型；针对所综合的一种新

型并联解耦机构，基于螺旋理论求得该机构运动输出，通过求解到的雅克比矩阵，验证该机构的完全各向同性，证明了该构型

方法的有效性．
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　 　 给定期望自由度和类型下的并联机器人构型综

合，已经通过螺旋理论［１］、位移子群及位移流形［２］、
ＰｏＣ 单元法［３］、 ＧＦ 集合理论［４］ 得到解决．但结合特

殊运动性能的并联机构型综合问题并没有得到完全

解决．运动耦合使并联机器人具有了不同于串联机

器人的一些特性，比如承载力强、累计误差小等，也
正由于运动耦合特性的存在导致并联机器人控制复

杂，造成运动学和动力学分析困难．
相对于一般并联机构而言，完全各向同性解耦

并联机构具有轨迹规划简单，实时控制容易，各向同

性良好，精度高等优点，因此在低承载、高精度、高速

度的应用领域，如手术机器人、微纳操作装备，解耦

并联机构表现出独特优势［５］ ．目前，国内外学者［６－１０］

对解耦、各向同性并联机构也做了诸多研究． ２Ｔ２Ｒ
并联机构把空间的移动和转动有机结合起来，在工



业中得到广泛应用．例如可用该机构结合工作台的

运动构成五轴联动数控机床，也可用做减振平

台［１１］、空间振动筛［１２］ ．但对于 ２Ｔ２Ｒ 解耦并联机构

的型综合研究却较少．基于线性变换理论，Ｇｏｇｕ［１３］

提出了完全各向同性 ２Ｔ２Ｒ 并联机构的型综合方

法，张彦斌等［１４］基于混联机构概念和互易螺旋理论

提出了完全解耦 ２Ｔ２Ｒ 并联机构型综合的方法；但
是，上述所综合出的机构中都包含有一条混合链，不
利于机构的生产加工．

本文介绍了 ＧＦ 集的概念．阐述了基于ＧＦ 集的完

全各向同性并联机构型综合理论，根据该理论提出

了 ２Ｔ２Ｒ 完全各向同性解耦并联机器人构型综合一

般方法、设计步骤，并综合出具体构型，最后实例证

明了其正确性．

１　 ＧＦ 集的基本概念

１．１　 ＧＦ 集的定义

机器人末端一般运动特征的集合称之为 ＧＦ 集．
ＧＦ 集由 ６ 个元素构成，即，

ＧＦ ＝ （Ｔａ 　 Ｔｂ 　 Ｔｃ； Ｒａ 　 Ｒβ 　 Ｒγ） ．
式中： Ｔｉ（ ｉ ＝ ａ， ｂ， ｃ） 为机构末端移动特征；Ｒ ｊ（ ｊ ＝
α， β， γ） 为机构转动特征．

ＧＦ 集可分为２类：第１类如图１所示，移动副在前

而转动副在后，同时移动特征影响转动中心 Ｏ位置发

生变化，即 ＧＦ
Ｉ（Ｔａ Ｔｂ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ Ｒγ）；反之第２类如图２

所示，转动副在前而移动副在后，移动特征的变化不

影响转动中心 Ｏ 的位置即 ＧＦ
ＩＩ（Ｒα Ｒβ Ｒγ； Ｔａ Ｔｂ ０） ．

O

Rγ

Rβ

RαTb

Tc

Ta

图 １　 ＧＦ
Ｉ第 １ 类
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图 ２　 ＧＦ
ＩＩ第 ２ 类

１．２　 运算法则

串联机器人末端特征依赖组成该机构所有运动

副的特征的总和，即 ＧＦ 集求和运算：
ＧＦ１ ＝ （Ａ； Ｂ） ＝ （Ｔａ１ 　 Ｔｂ１ 　 Ｔｃ１； Ｒα１ 　 Ｒβ１ 　 Ｒγ１），
ＧＦ２ ＝ （Ｃ； Ｄ） ＝ （Ｔａ２ 　 Ｔｂ２ 　 Ｔｃ２； Ｒα２ 　 Ｒβ２ 　 Ｒγ２），

则

ＧＦ ＝ ＧＦ１ ∪ ＧＦ２ ＝ （Ｔａ Ｔｂ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ Ｒγ） ， （１）
（Ｔａ 　 Ｔｂ 　 Ｔｃ） ＝ Ａ ∪ Ｃ ∪ Ｔ （Ａ ＋ Ｂ） ∪ （Ｃ ＋ Ｄ）( ) ，

（Ｒα 　 Ｒβ 　 Ｒγ） ＝ Ｒ （Ａ ＋ Ｂ） ∪ （Ｃ ＋ Ｄ）( ) ．
式中： “∪” 为求和运算，“ ＋” 为 Ｔｉ 对Ｒ ｊ 的影响运算

符，其遵循轴线迁移定理［１５］，Ｔ（·） 为移动特征部

分，Ｒ（·） 为转动特征部分．
并联机构的运动特征是构成并联机构的多条支

链运动特征的交集，即
ＧＦ ＝ ＧＦ１ ∩ ＧＦ２ ＝ （Ｔａ Ｔｂ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ Ｒγ） ， （２）

（Ｔａ 　 Ｔｂ 　 Ｔｃ） ＝ Ａ ∩ Ｃ，
（Ｒα 　 Ｒβ 　 Ｒγ） ＝ Ｒ （Ａ ＋ Ｂ） ∩ （Ｃ ＋ Ｄ）( ) ．

式中“∩”为求交运算符．
由式（２）很容易判断移动特征 Ｔｉ，而转动特征

Ｒ ｊ 的确定比较困难，如图 ３ 所示，平台任意两点 Ａｏ、
Ｂｏ，当刚体绕 Ａｏ 点旋转时，点 Ｂｏ 到达 Ｂ点．由坐标变

换位移矩阵可知：
［Ｂ］ ＝ ［Ｒα，β，γ］［Ｒｏ － Ａｏ］ ＋ ［Ａ］，
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式中： ［Ａｏ］、［Ｂｏ］ 分别表示刚体上两点起始位置；
［Ａ］、［Ｂ］ 分别变化后的位置； ［Ｒα， β， γ］ 为三维矩

阵，是刚体绕 Ａ 点的转动变换．
由式（３） 可知，ＶＢ 不仅具有 ＶＡ 相同的转动，而

且 Ｂ 点具有三维伴随移动，即
ＧⅡ

ＦＡ ＝ （Ｒα Ｒβ Ｒγ； ０ ０ ０），
ＧⅠ

ＦＢ ＝ （Ｔａ Ｔｂ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ Ｒγ），
ＧⅡ

ＦＡ ∩ ＧⅠ
ＦＢ ＝ （Ｒα Ｒβ Ｒγ； ０ ０ ０） ．
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图 ３　 两点间三维相对转动的关系

　 　 同理可知，当 ［Ｒα， β， γ］ 变为［Ｒα， β］ 及［Ｒα］ 时

的 Ｂ点运动特征，在此给出转动特征合成定律：如果

机构绕点 Ａ 旋转，则机构上任意点 Ｂ 有与点 Ａ 相同

的转动，同时 Ｂ 点还存在绕点 Ａ 转动的伴随移动．
式（１）、（２）为机构综合的理论基础，而轴线迁
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移定理、转动合成定律为求和、求交运算的依据．

２　 完全各向同性解耦并联机构型综合

Ｇｏｇｕ［１６］将运动雅克比矩阵是对角矩阵且对角

元素相等的并联机构定义为完全各向同性．金琼［１７］

基于输入输出矩阵给出完全解耦定义，即：输入与输

出变量存在一一对应关系．由此看出“完全解耦”包
括了“完全各向同性”．

完全各向同性并联机构设计主要是支链的设计

和输入运动副的选择．为了使机构具有某个方向的

解 耦 输 入， 在 此 约 定 并 联 机 构 运 动 特 征

ＧＦ（Ｔａ 　 Ｔｂ 　 Ｔｃ； Ｒα 　 Ｒβ 　 Ｒγ） 中 Ｔｉ（ ｉ ＝ ａ， ｂ， ｃ）３个

移动方向相互垂直，Ｒ ｊ（ ｊ ＝ α， β， γ）３ 个转动轴线相

互垂直．
２．１　 输入运动副选择原则

Ｚｅｎｇ 等［５］ 对于解耦并联机构设计一般都是先

给出分支型综合准则，然后给出输入运动副的选择

原则，但是，这种方法使得输入运动副的选择变得

复杂．
为了简化输入运动副的选择，由公式并联机构

数综合方程

Ｆ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｑｉ ＝ ０　 ，

Ｎ ＝ Ｆ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｑｉ － １） ＋ ｐ，

Ｎ ＝ ｎ ＋ ｐ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（４）

可知， 当 ｐ ＝ ０，ｑｉ ＝ １ 时， Ｆ ＝ Ｎ ＝ ｎ．
式中： Ｆ为机构维数，Ｎ为支链数，ｎ为具有主动支链

数，ｑｉ 为主动支链 ｉ 上的驱动数，ｐ 为被动支链数．
在此给出完全各向同性并联机构输入运动副选

择原则：
１）并联机构末端运动 ＧＦ 集中所有元素均为并

联机构输入运动；
２） 每个支链均只有一个输入运动副，且支链中

输入运动副与并联机构 ＧＦ 集中某个特征元素相对

应，移动特征对应移动副，转动特征对应转动副．
２．２　 完全各向同性支链型综合准则

支链设计准则：当已知支链运动特征 ＧＦｉ 时，首
先确定该分支输入运动副，当输入运动特征为 Ｔｉ，则
输入运动副为移动副，该分支中的其余移动特征方

向只能与 Ｔｉ 垂直，若分支中存在轴线平行的转动

副，其轴线方向只能平行于 Ｔｉ；当输入运动特征为

Ｒ ｊ，则输入运动副为转动副，该支链中其余转动副或

圆柱副的轴线垂直于 Ｒ ｊ 轴线．
考虑完全各向同性并联机构的设计减弱了机构

的刚性，各支链的设计中尽可能地使用复合运动副，

输入运动副尽量靠近平台．
２．３　 完全各向同性解耦并联机构型综合步骤

１） 将给定并联机构的运动特征，用 ＧＦ 集表示．
例如两移两转四自由度并联机构末端 ＧＦ

Ｉ（Ｔａ ０ Ｔｃ；
Ｒα Ｒβ 　 ０）；

２） 根据并联机构ＧＦ 表达式， 首先按照公式（３）
确定并联机构各分支ＧＦｉ 集，然后按照输入运动副选

择原则确定并联机构各支链驱动；
３） 将支链 ＧＦｉ 集根据公式（２） 和遵循并联分支

解耦设计准则构造并联解耦分支；
４） 将从 ３） 得到的解耦分支按照公式（３） 布置

各分支位置组成闭环解耦并联机构．

３　 完全各向同性 ２Ｔ２Ｒ 并联机构型综合

根据上述完全各向同性并联机构型综合方

法， 对 ２Ｔ２Ｒ并联机构进行构型设计，其运动特征为

ＧＦ
Ｉ ＝ （Ｔａ ０ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ ０） ．

设 Ｔａ、Ｔｃ 为沿Ｘ、Ｚ轴方向的移动特征，Ｒα、Ｒβ 为绕平

行于 Ｘ、Ｙ 轴的转动特征．由式（４） 可知：
ｐ ＝ ０，ｑｉ ＝ １ 时 Ｆ ＝ Ｎ ＝ ｎ ＝ ４，

该并联机构由 ４ 条支链组成，依据式（２）交集运算

可得可能支链 ＧＦｉ 集为

ＧⅠ
Ｆｉ ＝ （Ｔａ ０ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ ０） ， （５）

ＧⅠ
Ｆｉ ＝ （Ｔａ ０ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ Ｒγ） ， （６）
ＧⅠ

Ｆｉ ＝ （Ｔａ Ｔｂ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ ０）， （７）
ＧⅠ

Ｆｉ ＝ （Ｔａ Ｔｂ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ Ｒγ） ． （８）
式（５） ～ （８）分别简写为 Ｇ２Ｔ２Ｒ

Ｆｉ 、Ｇ２Ｔ３Ｒ
Ｆｉ 、Ｇ３Ｔ２Ｒ

Ｆｉ 、Ｇ３Ｔ３Ｒ
Ｆｉ ， 将

４ 个分支排列组合，方式见表 １．

表 １　 ＧＦ
Ｉ（Ｔａ ０ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ ０）的组合方式

序号 组合形式

１ Ｇ２Ｔ２Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ２Ｔ２Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ

Ｆ４

２ Ｇ２Ｔ２Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ２Ｔ２Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ

Ｆ４

３ Ｇ２Ｔ２Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ２Ｔ２Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ

Ｆ４

４ Ｇ２Ｔ２Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ

Ｆ４

５ Ｇ２Ｔ２Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ

Ｆ４

６ Ｇ２Ｔ２Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ

Ｆ４

７ Ｇ２Ｔ２Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ

Ｆ４

８ Ｇ２Ｔ３Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ２Ｔ３Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ

Ｆ４

９ Ｇ２Ｔ３Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ２Ｔ３Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ２Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ

Ｆ４

１０ Ｇ２Ｔ３Ｒ
Ｆ１ ∩ Ｇ２Ｔ３Ｒ

Ｆ２ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ
Ｆ３ ∩ Ｇ３Ｔ３Ｒ

Ｆ４

　 　 根据驱动运动副选择原则，设分支 １、２ 中驱动

副为移动副，分支 ３、４ 中驱动副为转动副．然后按照

支链解耦准则分别构造 ２Ｔ２Ｒ、２Ｔ３Ｒ、３Ｔ３Ｒ 支链，如
表 ２ ～ ５ 所示．

·６９· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４８ 卷　



表 ２　 Ｇ２Ｔ２Ｒ
Ｆｉ 型串联分支构型

驱动副 运动副 支链类型

ＰＸ Ｐ， Ｒ ＰＸＰＺＲＸＲＹ 　 ＰＸＲＹＲＹＲＸ 　 ＰＸＲＹＰＺＲＸ

Ｐ， Ｕ ＰＸＰＺＵＹＸ

ＣＸ Ｐ， Ｒ， Ｃ ＣＸＰＺＲＹ

　 　 表 ２ 中 ＵＹＸ 为平行于 Ｙ、Ｘ 轴线的万向铰．ＣＸ 为

线性输入，下标字母 Ｘ、Ｙ、Ｚ 表示运动副的移动方向

或转动副的轴线方向，当组合方式中存在两个 ２Ｔ２Ｒ

分支时，另一分支中的驱动副为 ＰＺ、ＣＺ，此时只需将

下标 Ｘ、Ｚ 相互替换．
表 ３　 Ｇ２Ｔ３Ｒ

Ｆｉ 型串联分支构型

驱动副 运动副 支链类型

Ｐ， Ｒ， Ｃ ＰＸＰＺＲＸＲＹＲＺ 　 ＰＸＰＺＲＹＲＺＲＸ 　 ＰＸＣＺＲＸＲＹ

ＰＸ Ｐ， Ｒ， Ｕ ＰＸＰＺＵＸＹＲＺ 　 ＰＸＰＺＵＺＹＲＸ 　 ＰＸＰＺＵＸＺＲＹ

Ｐ， Ｃ， Ｕ， Ｓ ＰＸＣＺＵＸＹ 　 ＰＸＰＺＳ

表 ４　 Ｇ３Ｔ２Ｒ
Ｆｉ 型串联分支构型

驱动 运动副 支链类型

Ｐ， Ｒ， Ｃ ＰＺＰＸＰＹＲＸＲＹ ＰＺＰＸＣＹＲＸ

Ｐｚ Ｐ， Ｒ， Ｕ＾ ＰＺＰＺ
ａ ＰＹＲＸＲＹ ＰＺＰＺ

ａ ＰＺ
ａ ＲＸＲＹ ＰＺＰＺ

ａ
ＹＵ＾ＲＹ

Ｐａ， Ｕ ＰＺＰＺ
ａ ＰＹＵＸＹ ＰＺＰＸＰＹＵＸＹ ＰＺＰＺ

ａ ＰＺ
ａＵＸＹ

Ｐ， Ｒ， Ｐａ
ＰＸＰＹＰＺＲＸＲＹ ＰＸＲＸＲＸＲＸＲＹ ＰＸＰＺＲＸＲＸＲＹ

ＰＸ

Ｐ， Ｒ， Ｕ

ＰＸＰＸ
ａ ＲＸＲＸＲＹ ＰＸＰＸ

ａ ＰＸ
ａ ＲＸＲＹ ＰＸＲＸＰＸ

ａ ＰＸ
ａ ＲＹ

Ｐａ， Ｕ＾
ＰＸＰＹＰＺＵＸＹ ＰＸＲＸＲＸＵＸＹ ＰＸＲＸＰＺＵＸＹ

ＰＸＰＹＲＸ
ＹＵ＾ ＰＸＲＸＲＸ

ＹＵ＾ ＰＸＲＸＰＺ
ＹＵ＾

ＣＸ
Ｐ， Ｒ， Ｕ＾， ＣＸＲＸＲＸＲＹ ＣＸＰＹＲＸＲＹ ＣＸＲＸＰＺＲＹ

Ｐａ， Ｃ， Ｕ ＣＸＲＸ
ＹＵ＾ ＣＸＲＸＵＸＹ ＣＸＰＸ

ａ ＲＸＲＹ

ＰＹＰＸＰＺＲＹＲＸ ＲＹＲＹＲＹＰＸＲＸ ＲＹＲＹＰＹＰＸＲＹＰ， Ｒ， Ｐａ ＰＸ
ａ ＰＹ

ａＰＺ
ａ ＲＹＲＸ ＰＸ

ａ ＲＹＲＹＰＸＲＸ ＰＸ
ａ ＰＸ

ａ ＲＹＰＸＲＸ

ＲＸ Ｐ， Ｒ， Ｐａ， ＰＸ
ａ ＣＹＲＹＲＸ ＣＹＲＹＲＹＲＸ ＣＹＰＺＲＹＲＸ

Ｃ， Ｕ＾ ＲＹＲＹ ＾ＵＹＲＸ ＰＸ
ａ ＲＹ ＾ＵＹＲＸ ＲＹＲＹＲＹ

ＸＵ＾
Ｕ∗ Ｕ∗ＰＺＲＹＲＸ ＰＸ

ａＵ∗ＲＹＲＸ ＰＹＵ∗ＲＹＲＸ

表 ５　 Ｇ３Ｔ３Ｒ
Ｆｉ 型串联分支构型

驱动 运动副 支链类型

ＲＸＲＸＲＺＲＺＲＺＲＹ ＰＸＲＸＲＸＲＸＲＺＲＹ ＲＸＲＸＰＺＲＺＲＺＲＹ

Ｐ， Ｒ ＲＺＲＺＰＸＰＺＲＸＲＹ ＲＸＲＸＲＸＲＺＲＺＲＹ ＰＸＰＹＰＺＲＺＲＸＲＹ

ＲＸＰＹＲＸＲＺＲＺＲＹ ＲＺＲＺＰＸＲＸＲＸＲＹ ＲＺＲＺＲＺＰＺＲＸＲＹ

ＣＸＲＸＲＸＲＺＲＹ ＣＸＰＺＲＸＲＺＲＹ ＰＺＰＹＣＸＲＺＲＹ

ＣＸＲＸＵＸＺＲＹ ＰＺＣＸＵＸＺＲＹ ＵＸＺＣＺＲＺＲＹ

Ｐ， Ｒ， Ｃ， Ｕ， Ｕ∗， ＵＰ Ｕ∗ＰＺＲＸＲＺＲＹ ＵＸＺＲＺＵＺＸＲＹ ＰＺＵ∗ＵＸＺＲＹ

ＲＹ ＲＸＲＸＵＸＺＲＺＲＹ ＰＸＲＸＲＸＵＸＺＲＹ ＲＸＵＸＺＲＺＰＸＲＹ

ＰＺＵＰＲＸＲＺＲＹ ＰＸＵＰＵＸＺＲＹ ＰＹ
ＰＵＵＸＺＲＹ

ＰＸ
ａ ＲＸＲＸＰＸ

ａ ＲＺＲＹ ＰＸ
ａ ＰＸ

ａ ＲＸＰＸＲＺＲＹ ＲＸＰＸ
ａ ＰＸ

ａ ＰＸＲＺＲＹ

Ｐａ， Ｒ， Ｃ， Ｕ， Ｕ＾ ＣＸＰＸ
ａ ＲＸＲＺＲＹ ＣＸＰＸ

ａ ＰＸ
ａ ＲＺＲＹ ＲＸＰＸ

ａ ＣＸＲＺＲＹ

ＰＸ
ａ ＣＸＵＸＺＲＹ

ＸＵ＾ＲＸＵＸＺＲＹ
ＸＵ＾ＰＺＵＸＺＲＹ

ＵＸＺＵＺＸＣＹ ＲＸＵＸＺＲＺＣＹ ＲＸＲＺＵＺＸＣＹ

ＣＹ Ｒ， Ｕ， Ｃ， Ｕ∗， Ｕ＾ ＲＸＲＺＵＺＸＣＹ Ｕ∗ＵＸＺＣＹ ＰＹ
ａＰＹ

ａＵＸＺＣＹ

ＵＰＵＸＺＣＹ ＣＺＲＺＲＸＣＹ
ＸＵ＾ＵＸＺＣＹ

　 　 从表 １ 支链组合方式中可知，必定存在两个

２Ｔ３Ｒ 支链，表 ３ 给出了驱动副为 ＰＸ ．当第二个分支

为 ２Ｔ３Ｒ 支链，此时驱动副为 ＰＺ，其支链类型只需将

下标 Ｘ、Ｚ 相互替换．
　 　 表 ４ 中 ＰＺ

ａ 表示平行四边形铰链平行于 Ｚ
轴，ＸＵ＾ 表示转平万向铰中转动副轴线平行于 Ｘ 轴，
Ｕ∗ 为纯平动万向铰［１８］，ＣＸ 为线性输入．由表 １ 可知

Ｇ３Ｔ２Ｒ
Ｆｉ 分支可以为分支２、３，故表４中给出驱动副为移

动副和转动副的情况．当 ＲＹ 为驱动运动副时只需将

表 ４ 中驱动副 ＲＸ 的支链类型下标 Ｘ、Ｙ 相互替换．
　 　 表 ５ 中 ＵＰ 表示平面移动万向铰［１８］，ＣＹ 为转动

特征输入．由表 １ 组合方式可知 Ｇ３Ｔ３Ｒ
Ｆｉ 分支以转动特

征为输入驱动，若驱动副为 ＲＸ 或 ＣＸ 时，将表 ５ 支链

类型下标 Ｘ、Ｙ 相互替换．
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　 　 最后，按照表 １ 中分支组合方式分别在表 ２ ～ ５
中各选取一个支链类型，组合成四分支闭环完全解

耦并联机构． 以表 １ 中组合方式（４） 为例，设 ４ 个支

链驱动副依次为 ＰＸ、ＰＺ、ＲＹ、ＲＸ，根据驱动副分别选

取表 ２中ＰＸＰＺＲＸＲＹ 为支链 １，表 ４中ＰＺＰＸＣＹＲＸ 为支

链 ２，ＰＸＰＸ
ａＲＸＲＸＲＹ 为支链 ３，表 ５ 中 ＲＹＲＹＲＺＲＺＲＺＲＸ

为支链 ４，构成如图（４） 所示完全解耦并联机构．

支链3

支链2

支链1

支链4

图 ４　 完全各向同性解耦 ２Ｔ２Ｒ 并联机构

　 　 图 ４ 中以支链 １、３ 为例， 运用 ＧＦ 集运算法则对

其验证分析．其中，支链 ３由 １个移动副 ＰＸ、１个平行

四边形铰链ＰＸ
ａ 、两个平行Ｘ轴的转动副ＲＸ、１个平行

Ｙ轴的转动副ＲＹ 组成， 由于转动副ＲＸ 垂直于ＰＸ
ａＲＸ 形

成的 ＹＺ 移动平面，故 ＰＸ
ａＲＸＲＸ 满足轴线迁移定理，可

表示为

ＧＦ
Ｉ ＝ （０ Ｔｂ Ｔｃ； Ｒα　 ０　 ０），

　 　 由式（１）可得

　 　 ＧⅠ
Ｆ３ ＝ Ｇ（ＰＸ） ∪ Ｇ［ＰＸ

ａＲＸＲＸ］ ∪ Ｇ［ＲＹ］ ＝
（Ｔａ Ｔｂ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ 　 ０） ． （９）

式（９）中 Ｇ（·） 表示运动关节运动特征．
同理可知支链 １ 为

ＧⅠ
Ｆ１ ＝ （Ｔａ ０ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ ０） ．

　 　 当支链 １、３ 转动特征求交时，由图 ４ 可知， 两

支链中均包含平行 Ｘ、Ｙ 轴线的转动副，同时支链 ３
中存在三维移动特征，由转动合成定律可知存在平

行于 Ｘ、Ｙ 轴线的转动特征．由式（２） 可得

ＧＦ
Ｉ ＝ ＧＦ１

Ｉ ∩ ＧＦ３
Ｉ ＝

（Ｔａ Ｔｂ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ 　 ０） ∩ （Ｔａ ０ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ ０） ＝
（Ｔａ ０ Ｔｃ； Ｒα Ｒβ ０） ． （１０）

　 　 由式（１０）可知支链 １、３ 求交其结果为两移动

两转动运动特征．

４　 机构自由度和速度分析

４．１　 机构自由度分析

如图（５）所示， 定坐标系 ＯＸＹＺ 原点位于定平

台中心位置， 设 ３ 个分支坐标系分别为 ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１、
ｏ２ｘ２ｙ２ｚ２、ｏ３ｘ３ｙ３ｚ３ ．

　 　 根据图（５）所建立的坐标系，支链 １ 的运动螺

旋为

＄ １１ ＝ （０， ０， ０； １， ０， ０），
＄ １２ ＝ （０， ０， ０； ０， ０， １），
＄ １３ ＝ （１， ０， ０； ０， ０， ０），
＄ １４ ＝ （０， １， ０； ０， ０， ０） ．

（１１）

由式（１１）的运动螺旋可得约束螺旋系为

＄ ｒ
１１ ＝ （０， １， ０； ０， ０， ０），

＄ ｒ
１２ ＝ （０， ０， ０； ０， ０， １） ．

（１２）
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图 ５　 完全各向同性解耦 ２Ｔ２Ｒ 并联机构螺旋系

式（１２） 表示一个约束力约束了动平台沿 Ｙ 轴方向

移动和一个力偶限制了绕 Ｚ 轴方向的转动．
支链 ２ 运动螺旋系为

＄ ２１ ＝ （０， ０， ０； ０， ０， １），
＄ ２２ ＝ （０， ０， ０； １， ０， ０） ，
＄ ２３ ＝ （０， １， ０； ０， １， ０） ，
＄ ２４ ＝ （１， ０， ０； ０， ｂ３， ｃ３） ．

（１３）

由式（１３）可得支链 ２ 的约束螺旋为

＄ ｒ
２１ ＝ （０， ０， ０； ０， ０， １） ． （１４）

式（１４） 表示 １ 个力偶限制了绕 Ｚ 轴方向的转动．
支链 ３ 中存在 １ 个复合铰链，可以当做 １ 个整

体，其运动螺旋系为

＄ ３ １ ＝ （０， ０， ０； １， ０， ０），
＄ ３ ２ ＝ （０， ０， ０； ａ３， ｂ３， ０），
＄ ３３ ＝ （１， ０， ０； ０， ｂ４， ｃ４），
＄ ３ ４ ＝ （１， ０， ０； ０， ０， ０） ，
＄ ３ ５ ＝ （０， １， ０； ０， ０， ０） ．

（１５）

由式（１５）可得支链 ３ 的约束螺旋为

＄ ｒ
２１ ＝ （０， ０， ０； ０， ０， １） ． （１６）

式（１６）表示一个力偶限制了绕 Ｚ 轴方向的转动．
由于支链 ４ 为无冗余六自由度的运动链， 故对

动平台无约束，从上述约束螺旋可知，４ 个支链共同

作用了一个力线失和一个力偶，约束了机构沿 Ｙ 轴

方向的移动和绕 Ｚ轴的转动，且机构过约束 ｖ ＝ ２．根
据文献［１９］ 计算机构自由度：
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　 　 　 Ｆ ＝ ｄ（ｎ － ｇ － １） ＋ ∑
ｇ

ｉ ＝ １
ｆｉ ＋ ｖ ＋ ξ ＝

６（１７ － １９ － １） ＋ ２０ ＋ ２ ＝ ４．
式中： Ｆ 为机构自由度，ｄ 为机构阶数，ｎ 为构件数，ｇ
为运动副数，ｆｉ 为第 ｉ 个运动副自由度，ｖ 为过约束

数，ξ 为局部自由度．
４．２　 机构速度分析

图 ６ 所示 ４ 个支链与动平台连接的转动副轴线

相交于 Ｏ１，设点 Ｏ１ 为动坐标系原点，定平台上点 Ｏ２

为点 Ｏ１ 的投影，点 Ｏ 为定坐标系原点，动平台与定

平台的距离为 ｈ．
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图 ６　 机构运动参数

　 　 由输入运动副选择原则可得输入运动， 对应的

运动参数为：支链 １ 输入为沿定坐标系 Ｘ 方向发生

位移 Ｌ，支链 ２输入为沿惯性坐标系 Ｚ方向发生位移

Ｈ，支链３输入为绕平行于 Ｙ轴转动角度ψ，支链４输

入为绕平行于Ｘ轴转动角度φ．输出参数为动坐标系

Ｘ 轴的转动角度 α，动坐标系 Ｙ 轴的转动角度 β，动
坐标系原点 Ｏ１ 在定坐标系下的坐标为（ ｌ， ０， ｈ０） ．

设定坐标系、动坐标系各轴对应平行为机构初

时位姿，动坐标系原点 Ｏ１ 在定坐标系下的坐标为

（ ｌ０， ０， ｈ０），φ ＝ ０，ψ ＝ ０．
机构位置正解即为已知输入量（Ｌ， Ｈ， φ，ψ），

求解输出量（ ｌ， ｈ，α， β） ．由图 ６ 可知，支链 １ 的 Ｘ 向

移动输入通过一个沿 Ｚ向移动和两个转动副带动动

平台发生移动 Ｚ 向移动，在该分支中有且仅有一个

改方向的移动．支链 ２中移动输入通过带动 ３个连杆

使得机构动平台发生移动，故有

ｌ ＝ ｌｏ ＋ Ｌ，
ｈ ＝ ｈｏ ＋ Ｈ．{ （１７）

　 　 支链 ３ 中转动副轴线始终与动坐标系的 Ｙ 轴平

行，支链 ４ 转动副轴线始终与动坐标系的 Ｘ 轴平行，
故有

α ＝ φ，
β ＝ ψ．{ （１８）

　 　 并联机构末端的速度和输入驱动的速度关系为

Ｘ̇ ＝ Ｊｑ̇．
式中： Ｘ̇为机构的速度， ｑ̇为各输入速度， Ｊ为雅克比

矩阵，描述了机构的输入与输出速度间的映射关系．
对式（１７）、（１８）两边求导，可得

ｌ
·
＝ Ｌ

·
，

ｈ
·
＝ Ｈ

·
，

β
·
＝ ψ

·
，

α
·
＝ φ

·
，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１９）

式（１９）以矩阵形式表示为

１　 ０　 ０　 ０
０　 １　 ０　 ０
０　 ０　 １　 ０
０　 ０　 ０　 １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

·

Ｌ
·

Ｈ
·

ψ
·

φ
·

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝

ｌ
·

ｈ
·

β
·

α
·

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （２０）

　 　 令

Ｍ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

式（２０）可整理为

Ｌ
·

Ｈ
·

φ
·

ψ
·

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù
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ú
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＝ Ｍ －１
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·

ｈ
·

β
·

α
·

é
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ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û
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， 　 Ｊ ＝ Ｍ －１ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

　 　 可见，该机构的雅克比矩阵 Ｊ为单位矩阵，表明

该 ２Ｔ２Ｒ 并联机构具有完全各向同性．

５　 结　 论

１） 本文基于 ＧＦ 集构型理论，提出了一种完全

各向同性并联机构型综合方法，该方法给出了输入

运动副选择原则，支链构型准则以及完全各向同性

并联机构设计的步骤．
２） 运用该型综合方法，综合出大量新型完全各

向同性四自由度 ２Ｔ２Ｒ 并联机构．
３） 基于螺旋理论求解了构造出的一种机构的

运动特征，同时求得机构的雅克比矩阵，验证了并联

机构的完全各向同性及解耦性，证明了构型理论正

确性．
４） 该综合方法可用于具有良好的运动学和力

传递性能并联机构的构型设计，对机构构型综合具

有一定的指导作用．
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