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摘　 要： 为研究声传播问题，提出一种声波动方程的隐格式有限体积法，该方法将格点型有限体积法与 Ｎｅｗｍａｒｋ 格式相结合．
模拟平面波的传播过程，对比分析隐格式有限体积法和文献中显格式有限体积法的精度、稳定性及计算消耗等方面的性能．数
值结果表明：当 λ ／ Δｘ ≥ １０ 时，两种算法均能得到满足精度要求的解；采用无条件稳定的隐格式算法，当满足 ω０Δｔ ≤ ０．３ 时，
预测声压的相对峰值误差＜１％；当采用相同时间、空间步长时，隐格式算法精度高于显格式算法；隐格式算法对吸收边界的处

理精度高于显格式算法，但对全反射边界的处理精度低于显格式算法；两种算法内存消耗比较接近，显格式算法的 ＣＰＵ 耗时

较少．
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　 　 近年来，有限体积法（ＦＶＭ）被逐渐应用于声学

问题，其目的是采用统一方法求解多物理场（如流

固声耦合）问题，避免混合方法带来的一系列问题

（如收敛困难） ［１］ ． Ｆｏｇａｒｔｙ 等［２］ 尝试将 ＦＶＭ 应用于

一维、二维周期性材料及随机材料等属性变化剧烈

介质中的声传播问题．Ｄｅｌ⁃Ｐｉｎｏ 等［３］ 利用高阶 Ｌａｘ－
Ｗｅｎｄｒｏｆｆ 格式提出高阶 ＦＶＭ，并应用于模拟地球大

气中的大尺度声传播问题．宁立方等［４］ 采用 ＦＶＭ 求

解流体 Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ 方程，模拟一维谐振管内的非

线性驻波．宣领宽等［５］ 基于非结构四面体网格将

ＦＶＭ 应用于求解三维非均匀介质声波动方程，并基

于时域脉冲法将其扩展应用于预测消声器的传递损

失．目前，基于 ＦＶＭ 求解声波动方程的算法主要采

用显格式算法［２－５］ ．显格式算法形成的矩阵通常非常

稀疏，甚至不需要采用矩阵形式即可求解，其对存储

的消耗很低；同时，不需要特定的线性方程组求解

器，算法的程序实现比较容易，且计算效率高． 刘恒

等［６］指出提高计算效率的重要途径是发展显格式

算法；但是，由于稳定性条件的限制，显格式算法需

要的时间步长会随着网格的加密而减小，此时会造

成显格式算法的计算效率大大降低．隐格式算法的

无条件稳定却有可能解决这一问题．
针对声波动方程，本文采用格点型 ＦＶＭ 离散其

空间项，Ｎｅｗｍａｒｋ 格式离散其时间项，算法上采用隐

格式算法．模拟平面波的传播，对比分析本文隐格式

Ｎｅｗｍａｒｋ 算法与文献中显格式中心差分算法的精

度、计算消耗、稳定性及边界条件处理正确性．



１　 基本方程

静态非均匀流体中的声波动方程为
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÷ ． （１）

式中： ∇ 为梯度算子，ρ 为密度，ｃ 为声速，ｐ 为声压，
ｔ 为时间．若为均匀介质时，即退化为经典声波动方程．

文中涉及两大类边界条件：（ ａ）全反射边界条

件［７］，包含“绝对硬”理想边界 Γｖ 与“绝对软” 理想

边界Γｐ，可分别表示为∇ｐ·ｎ ＝ ０与 ｐ ＝ ０；（ｂ） 一阶

吸收边界条件 Γｂ 做为对无穷远的近似，表示为［８］

１
ｃ

∂ｐ
∂ｔ

＋ ∇ｐ·ｎ ＝ ０．

２　 数值离散

本文采用隐格式法求解声波动方程，并与文献［９］
的显格式法对比．二者共同点是声波动方程中的空

间项都是基于格点型 ＦＶＭ 离散，区别在于显格式法

中时间项采用中心差分格式离散，显式推进求解离

散方程，而隐格式法中时间项采用 Ｎｅｗｍａｒｋ 格式离

散，隐式迭代求解离散方程．式（１）的积分形式为

∫
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　 　 格点型 ＦＶＭ 在离散过程中会用到单元的型函

数，常见的网格单元形式有三角形、四边形、四面体、
三棱柱、六面体［１０］ ．本文以二维四边形单元为例．
２．１　 空间离散

图 １ 为二维声场控制体积示意图，计算域用 ４
节点四边形单元划分． 在内部节点 ａ 周围建立边界

Γ ｉｎｔ 为 ３ － ４ － ５ － ６ － ７ － ８ － ９ － １０ － ３ 的控制体

Ωａ，在边界节点 ｂ 周围建立边界 Γ ｉｎｔ 为 １ － ５ － ４ －
３ －２ － ｂ － １的控制体Ωｂ ．密度 ρ、声速 ｃ定义在单元

中心，并假设其在单元内均匀分布；待解变量声压 ｐ
定义在节点上，并假设在控制体内均匀分布．参考文

献［１１］，假设声压加速度在内部控制体 Ωａ 内均匀

分布，式（２） 的左端表示为

∫
Ω
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式中： ｎａ 为节点 ａ 周围单元总数，ρ ｉ、ｃｉ 为节点 ａ 周围

第 ｉ个单元内的密度、声速，（Ｓａ） ｉ 为节点 ａ周围第 ｉ个
单元中参与控制体内的面积，ｇａ 为节点 ａ 集中属性．
　 　 式（２）的右端项采用高斯定理

　 ∫
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图 １　 二维声场控制体积示意

引入型函数，单元内的压力梯度为
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式中 Ｎ 为型函数．∂Ｎ ｊ ／ ∂ｘ、∂Ｎ ｊ ／ ∂ｙ 的表达式可参考文

献［９ － １２］ ．
由式（３）、（４），式（２）可变为
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式中： 下标 ｉｊ表示节点 ａ 周围第 ｉ个单元内第 ｊ个节

点，四边形单元中 ｋｉｊ 的表达式见 ２􀆰 ２ 节．
在介质边界控制体 Ωｂ 上，式（２） 可表示为

ｇｂ
∂２ｐ
∂ｔ２

＝ ∑
ｎｂ

ｉ ＝１
∫
Γｉｎｔ
ｉ

１
ρ
∇ｐ·ｎæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΓ ＋ ∫

２－ｂ－１

１
ρ
∇ｐ·ｎæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΓ．

（６）
假设为“绝对硬”全反射边界条件，则式（６）右

端第二项为零，自然满足．
假设为吸收边界条件 Γｂ，则式（６） 右端第二项

可表示为
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式中： Ｌ２－ｂ、Ｌｂ－１ 分别为边 ２ － ｂ、ｂ － １的长度，（ρｃ） ３、
（ρｃ） ５ 分别为单元 ａｂｃｄ、ａｂｅｆ 内的密度、声速的乘积．

由式（６）、（７），式（５）可变为
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式中 ｎｂｎ 为节点 ｂ 周围的节点总数（包含节点 ｂ） ．则

ＧＰ̈ ＝ ＫＰ － ＣＰ̇， （８）

Ｇ、Ｋ、Ｃ 分别为各节点处 ｇ、ｋ、∫
Γ
（ρｃ） －１ｄΓ 组成的矩

阵，Ｐ̈、Ｐ̇、Ｐ 分别为各节点处的 ∂２ｐ ／ ∂ｔ２、∂ｐ ／ ∂ｔ、ｐ 组成

的列向量．
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２．２　 四边形单元处理

图 ２ 为节点 １ 周围的第 ｉ 个四边形单元 Ｃ１２３４，
四边形单元为线性单元，有

ｋｉｊ ＝
ａｉｊ１（Ｌｉｘ）ＰＯ ＋ ｂｉｊ１（Ｌｉｙ）ＰＯ ＋ ａｉｊ４（Ｌｉｘ）ＯＳ ＋ ｂｉｊ４（Ｌｉｙ）ＯＳ

ρ ｉ
．

式中， ρ ｉ 为节点 １ 周围第 ｉ 个四边形单元 Ｃ１２３４的密

度，且有
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∂ｘ
ｄξ ＝ ∫０

－１

∂Ｎ ｊ

∂ｘ
ｄξ，

ｂｉｊ４ ＝ ∫
ｄ－ｏ

∂Ｎ ｊ

∂ｙ
ｄξ ＝ ∫０

－１

∂Ｎ ｊ

∂ｙ
ｄξ，

（Ｌｉｘ） ＰＯ ＝ － （Ｌｉｘ） ＯＰ ＝ ０．２５（ｘ３ ＋ ｘ４ － ｘ１ － ｘ２），
（Ｌｉｙ） ＰＯ ＝ － （Ｌｉｙ） ＯＰ ＝ ０．２５（ｙ３ ＋ ｙ４ － ｙ１ － ｙ２），
（Ｌｉｘ） ＳＯ ＝ － （Ｌｉｘ） ＯＳ ＝ ０．２５（ｘ２ ＋ ｘ３ － ｘ１ － ｘ４），
（Ｌｉｙ） ＳＯ ＝ － （Ｌｉｙ） ＯＳ ＝ ０．２５（ｙ２ ＋ ｙ３ － ｙ１ － ｙ４） ．

式中 （ｘ１， ｙ１）、（ｘ２， ｙ２）、（ｘ３， ｙ３）、（ｘ４， ｙ４） 分别为

四边形单元节点 １、２、３、４ 的坐标．
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图 ２　 任意四边形单元

２．３　 时间离散

二阶时间项的离散可采用的隐格式算法有线性加

速度法、Ｎｅｗｍａｒｋ 法及 Ｈｏｕｂｏｌｔ 法等． 文献［１３］指出，线
性加速度法可选择的时间步长较小，而 Ｎｅｗｍａｒｋ 法的

计算精度比Ｈｏｕｂｏｌｔ 法高．同时，Ｎｅｗｍａｒｋ 法是结构动力

学中最流行的一种方法，文献［１１］指出，当 δ ≥ ０．５，
α ≥０．２５（０．５ ＋ δ）２ 时， Ｎｅｗｍａｒｋ 法是无条件稳定的．文
献［１４］指出当 ω０Δｔ ＜ ０．３ 时（ω０ 为固有频率对应的角

频率），数值阻尼＜２％，系统固有频率误差＜１％．因此本

文尝试采用 Ｎｅｗｍａｒｋ 法求解二阶时间项，并与格点型

ＦＶＭ 相结合，将 Ｎｅｗｍａｒｋ 法用于求解式（８）
　 （Ｋ － １ ／ （αΔｔ２）Ｇ － δ ／ （αΔｔ）Ｃ）Ｐ ｔ ＋Δｔ ＝
　 　 　 － Ｇ［１ ／ （αΔｔ２）Ｐ ｔ ＋ １ ／ （αΔｔ） Ｐ̇ ｔ ＋
　 　 　 （１ ／ （２α） － １） Ｐ̈ ｔ］ － Ｃ［δ ／ （αΔｔ）Ｐ ｔ ＋
　 　 　 （δ ／ α － １） Ｐ̇ ｔ ＋ （δ ／ （２α） － １）ΔｔＰ̈ ｔ］ ． （９）

依据式（９）可获得节点声压 ｐ， 节点声压速度、
加速度可分别由式（１０）、（１１）更新：

Ｐ̈ ｔ ＋Δｔ ＝ １ ／ （αΔｔ２）（Ｐ ｔ ＋Δｔ － Ｐ ｔ） － １ ／ （αΔｔ） Ｐ̇ ｔ －
（１ ／ （２α） － １） Ｐ̈ ｔ， （１０）

Ｐ̇ ｔ ＋Δｔ ＝ Ｐ̇ ｔ ＋ （１ － δ）ΔｔＰ̈ ｔ ＋ δΔｔＰ̈ ｔ ＋Δｔ ． （１１）
　 　 由式（１０）、（１１），式（８）可变为以节点声压 Ｐ
为未知量的线性系统，可采用迭代求解器或直接求

解器进行求解，本文采用迭代求解器代数多重网格

法［１５］求解．“绝对软”全反射边界条件，可采用置大

数法或置“１”法等［１６］进行处理．

３　 两种格式比较

为方便对比两种格式，研究图 ３ 所示的声学计算

域， 上下为绝对硬边界 Γｖ，左侧施加高斯压力脉冲

ｐ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ［ － （ ｔ － ３Ｔ′） ２ ／ （Ｔ′） ２］ Ｐａ．
其中： Ｔ′ ＝ ２．５×１０－３ ｓ，声速 ｃ ＝ ５００ ｍ ／ ｓ，密度 ρ ＝
１ ｋｇ ／ ｍ３ ．

监测点M

1m10m

p 5m

图 ３　 矩形声场计算域

３．１　 空间步长的影响

表 １ 中 ４ 种均匀分布的四边形单元用于网格无

关性分析，时间步长均为 Δｔ ＝ ５×１０－５ ｓ．监测点 Ｍ 声

压的时域响应如图 ４ 所示，Ｇｒｉｄ ２、Ｇｒｉｄ ３ 及 Ｇｒｉｄ ４
的结果相互吻合良好，所以当 λ ／ Δｘ≥１０，显格式法

与隐格式法均能够获得满足精度要求的解，Ｇｒｉｄ ３
能够用于进一步分析．表 １ 中给出两种格式的内存

和 ＣＰＵ 消耗，二者的内存消耗区别不大，但时间步

长 Δｔ 相同时，显格式消费的 ＣＰＵ 时间更少．
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表 １　 计算详细信息

网格 单元数 节点数 空间步长 ／ ｍ λ ／ Δｘ
显格式

内存 ／ ＭＢ ＣＰＵ ／ ｓ

隐格式

内存 ／ ＭＢ ＣＰＵ ／ ｓ

Ｇｒｉｄ １ ４０ ６３ ０．５００ ０ ５ １．３５ ０．４８ １．３７ ０􀆰 ４３

Ｇｒｉｄ ２ １６０ ２０５ ０．２５０ ０ １０ １．９６ ０．６０ １．９５ ０．８９

Ｇｒｉｄ ３ ６４０ ７２９ ０．１２５ ０ ２０ ４．３４ １．９６ ４．５７ ３．３１

Ｇｒｉｄ ４ ２ ５６０ ２ ７３７ ０．０６２ ５ ４０ １３．５８ ７．２１ １４．５１ １２．８５
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（ａ）显格式
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图 ４　 不同网格模型点 Ｍ 处声压

３．２　 时间步长的影响

利用 Ｇｒｉｄ ３ 分析时间步长对计算结果的影响．
表 ２ 中列出两种格式点 Ｍ 声压的峰值误差． 针对显

格式算法，（ｃ０Δｔ） ／ ｄｘ ＝ ０􀆰 ９８、１􀆰 ００时，计算结果稳定

且吻合良好；当（ｃ０Δｔ） ／ ｄｘ ＝ １．０２ ＞ １．００ 时，计算结

果发散，说明显格式算法是条件稳定的，且稳定性条

件与文献［１０］ 的推导结果基本一致．针对隐格式算

法，ω０Δｔ ＝ ０．１、０．３ 时，计算结果吻合良好，但 ω０Δｔ ＝
０．５０、０．５１ 及 ０．６０ 时出现明显衰减， 其中 ω０ ＝
２π ｆ′ｍａｘ，５ 种情况下的结果均没有出现发散，表明隐

格式算法是无条件稳定的．当 ω０Δｔ ＝ ０􀆰 ３ 时，相对误

差 ＜ １％，对应一个周期内２１个时间采样点，小于文

献［１７］ 中 ３３ 个时间采样点．当 ω０Δｔ ＞ ０．５ 时，预测

声压级差超过工程上 ± ０．５ ｄＢ 的误差需求，一个周

期内有 １３ 个时间采样点．相对误差、绝对误差、声压

级差分别由式（１２） ～ （１４） 计算：
相对误差 ＝ （ｐ预测 － ｐ解析） ／ ｐ解析 × １００％， （１２）
绝对误差 ＝｜ ｐ预测 － ｐ解析 ｜ ， （１３）
声压级差 ＝ ２０ × ｌｇ １０（ｐ预测 ／ ｐ解析） ． （１４）

表 ２　 不同时间步长条件时隐格式的峰值误差

方法 条件 预测声压 ／ Ｐａ 相对误差 ／ ％ 声压级差 ／ ｄＢ

ｃ０Δｔ ／ ｄｘ ＝ ０．９８ 　 ０．９９８ ２１ 　 ０．１７９ － ０．０１５ ６

显格式 ｃ０Δｔ ／ ｄｘ ＝ １􀆰 ００ 　 １．０００ ００ 　 ０ ０ 　 　

ｃ０Δｔ ／ ｄｘ ＝ １􀆰 ０２ ９ ３８２．４００ ００ ９３８ １４０．０００ ７９．４４６ ３

ω０Δｔ ＝ ０􀆰 ６０ 　 ０．９１１ ８３ － ８􀆰 ８１７ － ０􀆰 ８０１ ７

ω０Δｔ ＝ ０􀆰 ５１ 　 ０．９４２ ８４ － ５．７１６ － ０．５１１ ２

隐格式
ω０Δｔ ＝ ０􀆰 ５０ 　 ０．９４９ ２４ － ５．０７６ － ０．４５２ ５

ω０Δｔ ＝ ０􀆰 ３０ 　 ０．９９４ ６７ － ０．５３３ － ０．０４６ ４

ω０Δｔ ＝ ０􀆰 １０ 　 ０．９９９ ８４ － ０．０１６ － ０．００１ ４

　 　 基于 Ｇｒｉｄ３，采用 ３ 种时间步长，对比隐格式和

显格式方法得到点 Ｍ 声压的绝对误差，见图 ５．结果

表明，基于相同的计算网格和时间步长，隐格式方法

得到的结果与精确解吻合更好．
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显格式
Δt=6.25?10-5s

隐格式
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中心差分法
Δt=1.25?10-4s
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误
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/P
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t/s

图 ５　 不同时间步长时两种格式绝对误差的比较

３．３　 边界条件的影响

分析两种方法处理绝对软边界、绝对硬边界、吸
收边界的正确性，基于 Ｇｒｉｄ３， 时间步长 Δｔ ＝ １􀆰 ２５×
１０－４ ｓ，右侧边界分别为不同边界条件时点 Ｍ 声压

（见图 ６）．当右侧边界为绝对软边界时，两种格式均

存在反相同幅值反射；当右侧边界为绝对硬边界时，
两种格式均存在同相同幅值反射；当右侧边界为吸

收边界时，均将波成功透射出去．
　 　 图 ７ 为不同边界条件下点 Ｍ 声压的绝对误差，
隐格式算法得到的入射波精度高于显格式算法；对
全反射边界条件的处理，显格式算法的精度高于隐

格式算法；对吸收边界条件的处理，显格式算法的精

度低于隐格式算法．
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图 ６　 不同边界条件下点 Ｍ 声压
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图 ７　 不同边界条件时两种格式绝对误差的比较

４　 结　 论

１） 讨论了空间步长的影响． 当 λ ／ Δｘ ≥ １０ 后，
显格式算法与隐格式算法均能够达到满足精度要求

的解，并且随着网格的加密，计算结果保持不变；两
种格式在内存消耗上比较接近，但在采用相同时间

步长的前提下，显格式耗费较少的 ＣＰＵ 时间．
２） 讨论时间步长的影响． 显格式算法是条件稳

定的，当（ｃ０Δｔ） ／ ｄｘ ≤ １．０ 时，计算结果稳定，而不满

足此条件时计算会快速发散，这与理论推导的结果

一致． 隐格式 Ｎｅｗｍａｒｋ 算法是无条件稳定的， 当

ω０Δｔ ≤０．３ 时，所预测声压的相对峰值误差＜１％，当
ω０Δｔ ＞ ０􀆰 ５ 时，所预测声压级的相对峰值误差会超

出工程上±０􀆰 ５ ｄＢ 的误差需求．
３） 对于文中提到的全反射边界和吸收边界条

件，两种算法均能够提供峰值误差＜２％的数值解；显
格式算法所得的入射波精度高于隐格式算法；对全

反射边界条件的处理，显格式算法处理的精度高于

隐格式算法；对吸收边界条件的处理，显格式算法处

理的精度低于隐格式算法．
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