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连续地月载荷转移系统二维柔性动力学建模与分析

齐乃明，阳　 勇，赵　 钧，孙启龙，林海奇

（哈尔滨工业大学 航天学院，哈尔滨 １５０００１）

摘　 要： 为研究系绳柔性对连续地月载荷转移系统（ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｃｉｓｌｕｎａｒ ｐａｙｌｏａｄｓ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｓｙｓｔｅｍ， ＣＣＰＴＳ）动力学的影响，利用

Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法建立了 ＣＣＰＴＳ 二维柔性动力学模型，并对所建立的二维柔性动力学模型进行了理论及仿真分析．通过对系绳为

柔性绳与刚性杆两种情况下的动力学进行仿真对比分析表明：系绳柔性对 ＣＣＰＴＳ 轨道、姿态参数有一定的影响，而这种影响

表现为变量变化的时间不同步，并且会随着时间的推移逐渐增大；系绳的柔性特性导致母星径向加速度以及真近角加速度出

现“毛刺”现象；由系绳长度所产生的重力梯度力矩对刚性杆和柔性绳产生了不同程度的影响；当外力矩不存在时，系绳旋转

角速度随时间周期变化，当外力矩不为零时，旋转角速度随时间近似线性增加，增加的快慢由外力矩的大小决定．此外，系绳初

始旋转角速度以及系绳长度对系绳的横向、纵向振动的幅值和周期均产生了一定的影响．
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　 　 随着人类迈向太空步伐的加速，深空探测任务

变得也越发频繁，积极地进行太空探索与开发的时

代也随着航天等相关领域的各种技术的进步而慢慢

到来．月球作为离地球最近的一个天体，自然而然成

为了人类离开地球、迈向深空的首个开发目标．众所

周知，以“阿波罗”系列为典型代表的月球探测飞行

器由于技术复杂、成本高昂、不可重复使用等缺点，
早在上世纪 ７０ 年代就已经退出了历史舞台．为了建

立月球基地，需要研制出能够实现较大运载能力、可

重复使用、节省能量的地月运输工具来实现地月之

间大规模的物资转移（对于建立月球基地，就需要

从地球向月球运送大量的水、食品、科考器材等，同
时需要从月球向地球运送大量的宝贵的月球采样的

样品以及其他物质）．
基于此想法，学者大胆地提出了两种构想，一种

构想是以 ＴＵＩ 公司的 Ｒｏｂｅｒｔ［１－２］ 为代表的研究团队

于 １９８０ 年首次提出的一种动量交换 ／电动绳系卫星

推 进 系 统 （ ｍｏｍｅｎｔｕｍ⁃ｅｘｃｈａｎｇｅ ／ ｅｌｅｃｔｒｏｄｙｎａｍｉｃ
ｒｅｂｏｏｓｔ ｔｅｔｈｅｒｓ， ＭＸＥＲ）．ＭＸＥＲ 采用动量交换原理，
结合电动绳系变轨原理进行载荷转移．该系统一次

只能转移一个载荷，并且在转移载荷的过程中，母星

系统的轨道参数由于动量（或能量）的损失将发生



较大变化，因此需要采用电动绳原理进行轨道的调

整与恢复．另一种基于动量交换原理进行载荷运输

的绳 系 卫 星 系 统 概 念 是 英 国 Ｇｌａｓｇｏｗ 大 学 的

Ｃａｒｔｍｅｌｌ［３－４］等于 １９９６ 年首次提出的驱动型动量交

换绳系卫星 （ｍｏｔｏｒｉｚｅｄ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｅｘｃｈａｎｇｅ ｔｅｔｈｅｒ，
ＭＭＥＴ）．ＭＭＥＴ 不同于 ＭＸＥＲ，ＭＸＥＲ 主要实现载荷

与母星之间的动量交换以完成载荷的轨道转移，而
ＭＭＥＴ 将母星置于系统质心处，而由两根等长的系

绳分别连接两套相同的抓捕系统．这样，ＭＭＥＴ 就能

更加合理地利用两个载荷之间的能量转移，在不消

耗母星能量的前提下同时实现其中一个载荷升轨、
另一个载荷降轨的目的．

在此后近 ２０ 年的研究历程中，Ｃａｒｔｍｅｌｌ 及其研

究团队继续对 ＭＭＥＴ 广泛 地 开 展 研 究． Ｚｉｅｇｌｅｒ
等［５－６］通过将系绳简化为刚性杆模型对 ＭＭＥＴ 动力

学进行了研究，同时也针对性地开展了一些地面模

拟试验．在文献［５－６］研究的基础上，Ｃｈｅｎ 等［７－９］ 将

系绳的柔性特性加入到 ＭＭＥＴ 动力学模型的建立

过程中，并对柔性动力学进行了初步的仿真分析，其
研究成果标志着 ＭＭＥＴ 动力学的研究向更实际的

情况靠近．此外，Ｍｕｒｒａｙ 等［１０－１１］ 对基于 ＭＭＥＴ 的地

月转移系统中的月球跟踪轨道进行了研究．结果表

明，如果月球轨道的升交点（或降交点）能够被准确

地跟踪，则 ＭＭＥＴ 通过适时发送载荷使得载荷与月

球同时到达该点，并保证载荷能够被月球影响球

捕获．
近来，齐乃明等［１２－１３］ 在上述研究基础上对

ＭＭＥＴ 进行了进一步的研究．首先，对载荷的两种地

月转移方式（ＭＭＥＴ 方式以及传统脉冲方式）进行

了能量对比分析．研究结果表明，相同条件下，采用

ＭＭＥＴ 进行载荷的地月转移所需的能量比采用传统

脉冲变轨方式进行载荷地月转移所需的能量要少．
其次，将结构偏差（即系绳长度存在偏差以及载荷

质量存在偏差）、锥形绳的概念引入到 ＭＭＥＴ 之

中［１３－１５］，分析了结构偏差对母星轨道参数、姿态参

数的影响，并分析了锥形绳对母星轨道、姿态以及系

统能量的影响．
综上所述，文献［５－６］在处理系统势能时，采用

了离散处理方法，该方法的精度取决于离散程度，而
且在求解动力学方程时略显复杂．本文在不影响系

统模型精度的情况下，采用泰勒展开的方式对连续

地月 载 荷 转 移 系 统 （ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｃｉｓｌｕｎａｒ ｐａｙｌｏａｄ
ｔｒａｎｓｆｅｒ ｓｙｓｔｅｍ， ＣＣＰＴＳ）的势能进行了相应简化．首
先，在考虑系绳柔性之后，对比分析系绳柔性对

ＣＣＰＴＳ 的轨道参数、姿态参数的影响；其次，通过对

柔性模型与刚性杆模型的对比分析，揭示重力梯度

力矩的存在以及对 ＣＣＰＴＳ 姿态及轨道参数的影响；
最后，分析系绳初始旋转角速度、系绳长度对系绳纵

向、横向振动量的影响．通过设置不同的系绳初始旋

转角速度以及不同的系绳长度，对比分析系绳初始

旋转角速度以及系绳长度对系绳横向、纵向振型函

数的振动幅值、振动周期的影响．

１　 连续地月物质转移系统概念

本文所研究的连续地月物质转移系统（简称

ＣＣＰＴＳ）包括两套长期驻轨的子系统，一套子系统运

行于地球某椭圆轨道上，称为驻地载荷转移系统；另
一套子系统运行于月球某椭圆轨道上，称为驻月载

荷转移系统．两套系统工作原理相似，如图 １ 所示给

出了 ＣＣＰＴＳ 的示意图．

推进绳
悬臂梁端
部质量块

载荷

悬臂梁

转子

定子 悬臂梁端
部质量块

载荷

图 １　 ＣＣＰＴＳ 示意［３］

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ＣＣＰＴＳ［３］

　 　 由图 １ 可知，ＣＣＰＴＳ 由以下几部分组成：母星

系统（包括控制系统以及定子与转子）、推进绳（与
母星转子部分相连，由转子的旋转带动系绳的旋转，
从而改变末端载荷的轨道速度和方向）、抓捕机构、
悬臂梁平衡系统（该系统与驱动系统的定子部分相

连，主要控制 ＣＣＰＴＳ 的旋转面的朝向稳定与平衡）
组成．当考虑系绳柔性时，ＣＣＰＴＳ 进行载荷交换并实

现地月转移的全过程的示意， 如图 ２ 所示．图 ２ 中，ｌ
为系绳长度，ψ· 为系绳旋转角速度．该过程主要将由

月球飞向地球的载荷 Ｐ２送到地面，同时将由地球运

往月球的载荷 Ｐ１送入到地月转移轨道．该过程包括

３ 个子过程：①空天飞机等运输工具将载荷 Ｐ１运送

到低地球轨道、并与 ＣＣＰＴＳ 此时处于低轨端的抓捕

机构实现交会对接，同时，来自月球的载荷 Ｐ２也实

现与 ＣＣＰＴＳ 此时处于高轨端的抓捕机构实现交会

对接．这两个子过程必须同时进行，以保证对接前后

母星的轨道参数不发生较大变化；②当 ＣＣＰＴＳ 的系

绳两端抓捕机构成功实现对载荷 Ｐ１、Ｐ２ 的捕获之

后，首先，ＣＣＰＴＳ 的轨道参数会发生一些微小变化，
需要调整 ＣＣＰＴＳ 的轨道参数；其次，系绳两端的载

荷 Ｐ１、Ｐ２要想实现各自的归宿（Ｐ１进入正确的地月

转移轨道，Ｐ２落入低地球轨道与空天飞行器对接并

最终落回地面），ＣＣＰＴＳ 驱动系统就必须提供合适
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的驱动力矩，当系统经过 ｎ＋１ ／ ２ 个调整周期（即系

统回到轨道近地点，同时载荷 Ｐ１、Ｐ２的位置互换）之
后，ＣＣＰＴＳ 无论是系绳展长方向还是抓捕机构末端

速度等都必须符合地月转移要求并同时做好载荷分

离准备；③当载荷 Ｐ１与此时处于高轨的 ＣＣＰＴＳ 的抓

捕机构实现分离的瞬间，载荷 Ｐ２也同处于低轨的抓

捕机构实现分离，并由刚好到达该处的空天飞行器

接收带回地面．
同理，处于月球轨道的转移系统—Ｌｕｎａｖａｔｏｒ 的

工作机制类似于 ＣＣＰＴＳ，不同的是，当 Ｌｕｎａｖａｔｏｒ 运
行到其轨道近月点时，母星两端的系绳的长度刚好

等于此时的近月点高度，其作用是方便地将载荷放

置在月球表面或从月球表面抓取载荷．
地月转移轨道

地球停泊轨道轨道
速度

母星

地球 地球

轨道
速度
母星

①

②

③

③

①
ψ
.

ψ
.

ψ
.

ll

l
l

P1

P2

ψ
.ψ

.
l

ψ
.
l

l

l
P1

P2

图 ２　 ＣＣＰＴＳ 进行载荷转移过程示意

Ｆｉｇ．２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｒａｎｓｆｅｒｒｉｎｇ ｐａｙｌｏａｄ ｂｙ ＣＣＰＴＳ

２　 连续地月转移系统二维柔性动力学模型

２．１　 坐标系定义

在进行动力学模型建立之前，需要定义如下几

个坐标系：
１）惯性坐标系 ＯＥＸＹＺ．坐标原点 ＯＥ 为地球质

心，ＯＥＸ 轴指向春分点，ＯＥＹ 轴位于地球赤道面内并

垂直于 ＯＥＸ，ＯＥＺ 轴与 ＯＥＸ 轴、ＯＥＹ 轴构成右手系

并指向地球北极，３ 个轴方向上的单位矢量分别为

Ｉ、Ｊ 及 Ｋ．
２）轨道坐标系 ＯＭｘｏｙｏｚｏ ．原点定义在 ＣＣＰＴＳ 质

心 ＯＭ 处， ＯＭｘｏ 轴位于轨道面内， 由地心指向

ＣＣＰＴＳ 质心方向，ＯＭｙｏ 轴垂直于 ＯＭｘｏ 并位于轨道

平面内，ＯＭｚｏ 与 ＯＭｘｏ、ＯＭｙｏ 构成右手坐标系，３ 个轴

方向上的单位矢量分别为ｒｏ、θｏ 及ｎｏ；惯性系与运动

系如图 ３ 所示．图 ３ 中 ω 为近地点幅角，θ 为真近角，
Ω 为升交点赤经．

３）轨道面坐标系 ＯＥＸ
－

ｒＹ
－

ｒＺ
－

ｒ ．坐标原点位于地心，

ＯＥＸ
－

ｒ 轴指向 ＣＣＰＴＳ 轨道近地点 （ ｐｅｒｉｇｅｅ） 方向，

ＯＥＹ
－

ｒ 轴位于轨道平面内垂直于 ＯＥＸ
－

ｒ（位于 ＣＣＰＴＳ

运行方向一侧），ＯＥＺ
－

ｒ 轴与 ＯＥＸ
－

ｒ、ＯＥＹ
－

ｒ 构成右手坐

标系，３ 个轴方向上的单位矢量分别为 ｉ、ｊ 及 ｋ．

４） 体轴坐标系 ＯＭｘｂｙｂｚｂ ． ＯＭｘｂ 由低轨载荷

（ｌｏｗｅｒ ｐａｙｌｏａｄ）指向高轨载荷（ｕｐｐｅｒ ｐａｙｌｏａｄ），ＯＭｙｂ

位于轨道面内，垂直于 ＯＭｘｂ，ＯＭｚｂ 轴与 ＯＭｘｂ、ＯＭｙｂ

构成右手坐标系．３ 个轴方向上的单位矢量分别为

ｉｂ、ｊｂ 及ｋｂ；轨道面坐标系与体轴系的几何关系如

图 ４所示，图 ４ 中 Ｒ 为母星矢径，ψ 为俯仰角，ＯＭ 为

母星．

北极

赤道面

春分点 升交点

轨道面

近地点
MMET

P1

X

P2

x0
z0

y0

OM

θ

ω
OE

Ω
Y

Z

图 ３　 惯性坐标系与轨道坐标系

Ｆｉｇ．３　 Ｉｎｅｒｔｉａ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ａｎｄ ｏｒｂｉｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
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图 ４　 ＣＣＰＴＳ 在轨道面坐标系下的示意

Ｆｉｇ．４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ＣＣＰＴＳ ｉｎ ｏｒｂｉｔａｌ ｐｌａｎｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

２．２　 动力学模型

ＣＣＰＴＳ 质心运行在以地球为中心的椭圆轨道

上，半长轴为 ａ，离心率为 ｅ，轨道倾角为 ｉ，并对系统

做出如下假设：
１）系绳旋转面与轨道面夹角为零；
２）忽略第三体引力以及地球扁率等扰动因素

对系统的影响．
假设系绳距母星任意一点 ｘ 处由于系绳柔性而

产生的形变在体轴系下的分量为：ｘｂ 方向（即纵向）
形变为 ｕ（ｘ，ｔ），ｙｂ 方向（即横向）形变为 ｖ（ｘ，ｔ）．系
绳形变在体坐标系下的相对位置关系，如图 ５ 所示．

yb

P′

P
v

OM x u
l

xb

图 ５　 系绳形变在体坐标系下相对位置关系
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　 　 由于系绳纵向与横向形变均可以表达为时间与

空间的函数，因此由 Ｂｕｂｎｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法，在一阶

模态近似情况下，得到系绳的纵向与横向形变为［９］

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｓｉｎ π
ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ１（ ｔ）， （１）

ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ｓｉｎ π
ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ２（ ｔ） ． （２）

式中，ｑ１（ ｔ）、ｑ２（ ｔ）分别为系绳纵向、横向振型函数．
由图 ４ 可以得到载荷 Ｐ１、Ｐ２在轨道面坐标系中

的坐标分量表达式为

ｘＰ１
＝ Ｒｃｏｓ θ ＋ ｌｃｏｓ（ψ ＋ θ）， （３）

ｙＰ１
＝ Ｒｓｉｎ θ ＋ ｌｓｉｎ（ψ ＋ θ）； （４）

ｘＰ２
＝ Ｒｃｏｓ θ － ｌｃｏｓ（ψ ＋ θ）， （５）

ｙＰ２
＝ Ｒｓｉｎ θ － ｌｃｏｓ（ψ ＋ θ） ． （６）

　 　 母星在轨道面坐标系下的分量可以表示成

ｘＭ ＝ Ｒｃｏｓ θ， （７）
ｙＭ ＝ Ｒｓｉｎ θ． （８）

　 　 为了求得变形绳在轨道面坐标系下的坐标分

量，先将体坐标系分量（ｘ＋ｕ，ｖ，０）通过坐标变换转

到与轨道面坐标系平行的坐标系 ＯＭＸ′Ｙ′中，得
Ｘ′
Ｙ′
Ｚ′

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
ｃｏｓ（ψ ＋ θ） － ｓｉｎ（ψ ＋ θ） ０
ｓｉｎ（ψ ＋ θ） ｃｏｓ（ψ ＋ θ） ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘ ＋ ｕ
ｖ
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

　 　 然后将坐标系 ＯＭＸ′Ｙ′的原点平移到地心，得到

轨道面坐标系中的变形绳的坐标分量：
ｘＴ１

＝ Ｒｃｏｓ θ ＋ （ｕ ＋ ｘ）ｃｏｓ（ψ ＋ θ） － ｖｓｉｎ（ψ ＋ θ），

（９）
ｙＴ１

＝ Ｒｓｉｎ θ ＋ （ｕ ＋ ｘ）ｓｉｎ（ψ ＋ θ） ＋ ｖｃｏｓ（ψ ＋ θ）；

（１０）
ｘＴ２

＝ Ｒｃｏｓ θ － （ｕ ＋ ｘ）ｃｏｓ（ψ ＋ θ） ＋ ｖｓｉｎ（ψ ＋ θ），

（１１）
ｙＴ２

＝ Ｒｓｉｎ θ － （ｕ ＋ ｘ）ｓｉｎ（ψ ＋ θ） － ｖｃｏｓ（ψ ＋ θ），

（１２）
２．２．１　 ＣＣＰＴＳ 的平动动能

ＣＣＰＴＳ 的平动动能，由动力学知识，系统平动

动能 Ｔｔｒａｎｓ的表达式可以表示为

Ｔｔｒａｎｓ ＝
１
２
［ｍＭ（ｘ

·２
Ｍ ＋ ｙ·２

Ｍ） ＋ ｍＰ（ｘ
·２
Ｐ１

＋ ｙ·２
Ｐ１

＋ ｘ·２
Ｐ２

＋ ｙ·２
Ｐ２
） ＋

ρＡｌ（ｘ·２
Ｔ１

＋ ｙ·２
Ｔ１

＋ ｘ·２
Ｔ２

＋ ｙ·２
Ｔ２）］

式中：ｍＭ 为母星质量；ｍＰ 为载荷质量；ρ 为系绳质

量密度；Ａ 为系绳横截面积．
二维模型中，系统的转动动能 Ｔｒｏｔ的表达式为

Ｔｒｏｔ ＝
１
２
Ｉｚω２

ｚ ．

式中：Ｉｚ 为 ＣＣＰＴＳ 相对于 ｚ 轴的转动惯量；ωｚ 为相

对于 ｚ 轴的转动角速度．假设载荷 Ｐ１、Ｐ２、母星 ＯＭ 以

及系绳 Ｔ１、Ｔ２均为圆柱体，各自的尺寸半径为（ ｒＰ，
ｒＭ，ｒＴ），载荷及母星的尺寸高度为（ｈＰ，ｈＭ），由此得

到 ＣＣＰＴＳ 转动动能为

Ｔｒｏｔ ＝
１
２
Ｉｚ （ψ

· ＋ θ
·
） ２，

其中，

Ｉｚ ＝
１
２
ｍＭｒ２Ｍ ＋ ｍＰ（ ｒ２Ｐ ＋ ２Ｌ２） ＋ １

２
ρＡｌｒ２Ｔ ＋ ５

６
ρＡｌ３ ．

　 　 联立式（３） ～ （８）得到 ＣＣＰＴＳ 载荷与母星的动

能表达式为

ＴＰ，Ｍ ＝ （ｍＰ ＋ １
２
ｍＭ）（Ｒ

·２ ＋ Ｒ２θ
·２） ＋ １

２
ＩＰＭ （ψ· ＋ θ

·
） ２ ．

（１３）
式中 ＩＰＭ为载荷 Ｐ１、Ｐ２以及母星 ＯＭ 关于 ＣＣＰＴＳ 质

心的转动惯量，其具体表达式为

ＩＰＭ ＝ ｍＰｒ２Ｐ ＋ １
２
ｍＭｒ２Ｍ ＋ ２ｍＰ ｌ２ ．

　 　 结合式（９） ～（１２），得系绳的平动和转动动能为

ＴＴ ＝ ρＡｌ ＋ ［（Ｒ
·２ ＋ Ｒ２θ

·２） ＋ （ｑ·２
１ ＋ ｑ·２

２） ／ ２ ＋ （ｑ１ｑ
·
２ － ｑ·１ｑ２ ＋

２ ｌ
－
ｑ·２）（θ

· ＋ ψ·）］ ＋ １
２
［ ＩＴ ＋ ρＡｌ（４ ｌ

－
ｑ１ ＋ ｑ２

１ ＋

ｑ２
２）］（θ

· ＋ ψ·） ２ ． （１４）

式中，ｌ
－
＝ ｌ ／ π，ＩＴ 为系绳的转动惯量，其具体表达式为

ＩＴ ＝ ρＡｌ ５
６
ｌ２ ＋ １

２
ｒ２Ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

２．２．２　 ＣＣＰＴＳ 势能

由于系统由母星、系绳及载荷组成，且考虑系绳

存在弹性变形，因此，系统势能除重力势能之外还包

括系绳形变产生的弹性势能．在满足动力学研究的

前提下，为了简化分析，略去 ｘ ／ Ｒ、 ｌ ／ Ｒ 二次以上的

项，由图 ４ 可以得到系统的重力势能为

ＶＧ ＝ － ｍ μ
Ｒ

＋
μＩＰＭ
Ｒ３ （１ － ３ ｃｏｓ２ψ） ． （１５）

式中：ｍ ＝ｍＭ ＋２ｍＰ ＋２ρＡｌ，表示 ＣＣＰＴＳ 总质量，μ 为

地球引力场数．同时，由系绳的弹性形变产生的弹性

势能为

ＶＥ ＝ １
２ ∫

ｌ

０
ＥＡε２

Ｔｄｘ． （１６）

式中，εＴ 为系绳总应变．系绳拉力 Ｔ 与系绳弹性模

量 Ｅ、系绳横截面积 Ａ 以及应变 εＥ 存在如下关系：
Ｔ ＝ ＥＡεＴ ＝ Ｔ０ ＋ ＥＡεＥ ． （１７）

式中，Ｔ０ 为系绳不受外力（重力之外的力）情况下，
来自于 ＣＣＰＴＳ 离心力作用在系绳上的拉力，εＥ 表

示系绳的形变导致的实际应力，各自的表达式为
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Ｔ０ ＝ ｍＰ ｌ ＋
１
２
ρＡｌ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ·２， （１８）

εＥ ＝ ｕ′ ＋ １
２
ｖ′２（１ － ｕ′ ＋ ｕ′２） － １

８
ｖ′４ ＋ ５

８
ｕ′４ ＋ …．

（１９）
式中，“ｕ′、ｖ′”分别为“ｕ、ｖ”对 ｘ 的导数．

联立式（１） ～ （２）、（１６） ～ （１９）得到两系绳总的

弹性势能为

ＶＥ ＝ Ｔ０
π４

ｌ３
ｌ２ｑ２

２

２π２
＋

３ｑ２
１ｑ２

２

８
－

３ｑ４
２

３２
＋

１５ｑ４
１

３２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｌＴ２
０

ＥＡ
＋

π２ＥＡｑ２
１

２ｌ
＋

３π４ＥＡｑ４
２

３２ｌ３
－

３π４ＥＡｑ２
１ｑ２

２

８ｌ３
． （２０）

　 　 联立式（１３） ～ （１５）、（２０）得 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ
～
的

表达式为

Ｌ
～
＝ ＴＰ，Ｍ ＋ ＴＴ － ＶＧ － ＶＥ ．

　 　 采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法建立 ＣＣＰＴＳ 柔性动力学模

型．选择（Ｒ，θ，ψ，ｑ１，ｑ２）作为系统广义坐标，相应的

广义力为（０，０，τ，０，０），由拉格朗日函数，可得

ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
～

∂ｑ·ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

～

∂ｑｉ

＝ Ｑｉ，

得到以下二维柔性动力学方程：

　 　 　 Ｒ
··

－ Ｒθ
·２ ＋ μ

Ｒ２
＋

３μＩＰＴ
２ｍＲ４（３ ｃｏｓ２ψ － １） ＝ ０，

ｑ··１ － ｑ２（θ
·· ＋ ψ··） － ２ｑ·２（θ

· ＋ ψ·） － （２ｌ
－
＋ ｑ１） （ψ· ＋ θ

·
）２ ＋

　
３（Ｔ０ － ＥＡ）ｑ２

２ｑ１

４ρＡｌ
－
４

＋
１５Ｔ０ｑ３

１

８ρＡｌ
－
４
＋
ＥＡｑ１

ρＡｌ
－
２
＝ ０，

ｍ（２ＲＲ
·
θ
· ＋ Ｒ２θ

··
） ＋ ［ Ｉ

～

－
＋ ρＡｌ（４ｌ

－
ｑ１ ＋ ｑ２

１ ＋ ｑ２
２）］（ψ

·· ＋ θ
··
） ＋

ρＡｌ［ｑ１ｑ
··

２ － ｑ··１ｑ２ ＋ ２ｌ
－
ｑ··２ ＋ （４ｌ

－
ｑ·１ ＋ ２ｑ１ｑ

·
１ ＋ ２ｑ２ｑ

·
２）·

（θ
· ＋ψ·）］ ＝ ０，

ｑ··２ ＋ （ｑ１ ＋ ２ｌ
－
）（θ

·· ＋ ψ··） － ｑ２ （ψ
· ＋ θ

·
）２ ＋

Ｔ０ｑ２

ρＡｌ
－
２
＋

３ ＥＡ － Ｔ０( ) ｑ３
２

８ρＡｌ
－
４

＋ ２ｑ·１（θ
· ＋ ψ·） ＋

３ Ｔ０ － ＥＡ( ) ｑ２
１ｑ２

４ρＡｌ
－
４

＝ ０，

［ Ｉ
～

－
＋ ρＡｌ（４ ｌ

－
ｑ１ ＋ ｑ２

１ ＋ ｑ２
２）］（ θ

·· ＋ ψ··） －

１２ ｍＰ ｌ ＋
１
２
ρＡｌ２æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｌψ·２ψ··

ＥＡ
＋ ρＡｌ［ｑ１ ｑ

··
２ － ｑ··１ｑ２ ＋

２ ｌ
－
ｑ··２ ＋ （４ ｌ
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式中：Ｉ
～

ＰＴ表示与载荷、系绳相关项，Ｉ
～
＿为 ＣＣＰＴＳ 总的

转动惯量，表达式分别为

Ｉ
～

ＰＴ ＝ ｍＰ ｌ ＋
１
２
ρＡｌ２，

Ｉ
～
＿ ＝ １

２
ｍＭｒ２Ｍ ＋ ｍＰｒ２Ｐ ＋ ２ｍＰ ｌ２ ＋ １

２
ρＡｌｒ２Ｔ ＋ ５

６
ρＡｌ３ ．

３　 动力学仿真分析

３．１　 仿真初始条件

系统参数见表 １，仿真时间取为 ６０ ０００ ｓ．
表 １　 ＣＣＰＴＳ 参数

Ｔａｂ．１　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ＣＣＰＴＳ

μ ／ （ ｍ３∙ｓ－２） ｌ ／ ｍ ｍＭ ／ ｋｇ ｍＰ ／ ｋｇ ρ ／ （ｋｇ∙ｍ－３） Ｅ ／ Ｐａ Ａ ／ ｍ２ ｒＭ ／ ｍ ｒＰ ／ ｍ ｒＴ ／ ｍ

３．９８７ ８×１０１４ １．０×１０４ ５ ０００ １ ０００ ９７０ １１３×１０９ ６．２８３×１０－５ ０．５ ０．５ ０．００４ ４７２ ０７

　 　 仿真初始条件及各广义坐标初值如下：

Ｒ（０） ＝ ６．７２８ × １０６ ｍ， Ｒ
·
（０） ＝ ０ ｍ ／ ｓ，

θ（０） ＝ ０ ｒａｄ， θ
·
（０） ＝ ０．００１ ２６ ｒａｄ ／ ｓ，

ψ（０） ＝ ０ ｒａｄ，
ψ·（０） ＝ ０．０８７ ３ ｒａｄ ／ ｓ，ｑ１（０） ＝ ｑ２（０） ＝ ０ ｍ，

ｑ·１（０） ＝ ｑ·２（０） ＝ ０ ｍ ／ ｓ．
３．２　 动力学仿真分析

图 ６ 给出了不同外力矩作用下，ＣＣＰＴＳ 的二维

柔性模型与二维刚性模型的矢径偏差 ΔＲ 随时间的

变化关系．由图 ６ 可知，当外力矩 τ ＝ ０ 时，由于系绳

柔性所造成的母星质心偏差的变化幅值随时间逐渐

增加．此外，随着外力矩的增加，ΔＲ 的幅值也随之线

性增加，说明 ＣＣＰＴＳ 的姿态运动与轨道运动存在一

定程度的耦合作用．
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图 ６　 ＣＣＰＴＳ 母星质心矢径偏差 ΔＲ 时间变化关系

Ｆｉｇ．６　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ΔＲ ｏｆ ＣＣＰＴＳ’ｓ ｃｈｉｅｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ
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　 　 图 ７、８ 给出了不同外力矩作用下母星径向速度

偏差 ΔＲ
·
（ ＝Δυｒ）以及真近角偏差 Δθ 随时间的变化

关系．由轨道动力学知识可知［１６］，ＣＣＰＴＳ 二维柔性

模型与二维刚性杆模型中母星质心矢径以及径向速

度偏差 ΔＲ、ΔＲ
·

与真近角之差 Δθ 存在如下近似关

系式：

ΔＲ ≈ ｐｅｓｉｎ θ
（１ ＋ ｅｃｏｓ θ） ２Δθ，

ΔＲ
·
≈ ｅ μ

ｐ
ｃｏｓ θ·Δθ．

式中：ｐ 为半正交弦，Δθ＝ θｆｌｅｘｉｂｌｅ－θｒｉｇｉｄ ．结合图 ６ ～ ８ 可

知，Δθ 与 ΔＲ、ΔＲ
·
构成一种相辅相成、互相影响的关

系．由于 Δθ＞０ 且其幅值逐渐增加，因此，在每个轨

道周期内，当母星从近地点向远地点运动时，ΔＲ＞０、
当母星到达远地点时，ΔＲ ＝ ０，越过远地点向近地点

运动时，ΔＲ＜０，当母星到达近地点时，ΔＲ ＝ ０．并且

ΔＲ 的幅值随着 Δθ 的幅值的增加而逐渐增加．对于

ΔＲ
·
而言，随着 Δθ 幅值的增加，ΔＲ

·
随时间作余弦变

化的同时其幅值也逐渐增加．
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图 ７　 母星径向速度偏差 ΔＲ
·
随时间变化关系

Ｆｉｇ．７　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ΔＲ
·
ｏｆ ｃｈｉｅｆ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ’ｓ ｒａｄｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
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图 ８　 ＣＣＰＴＳ 真近角偏差 Δθ随时间变化关系

Ｆｉｇ．８　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ Δθ ｏｆ ＣＣＰＴＳ’ｓ ｔｒｕｅ ａｎｏｍａｌｙ
　 　 图 ９ 给出了系绳为柔性绳与刚性杆两种情况下

质心径向加速度 Ｒ
··
（ ＝ａｒ）的局部放大图随时间的变

化关系曲线．由图 ９ 可知，无论外力矩是否存在，当
不考虑系绳的柔性时，母星质心径向加速度的变化

曲线比较平滑；当考虑系绳柔性时，母星质心径向加

速度的变化曲线出现小幅振荡的“毛刺”现象，该
“毛刺”现象随着外力矩的存在而加剧．该现象主要

是由于系绳纵向振动方向与母星径向加速度的方向

往复变化所致，当系绳纵向振动方向与母星径向加

速度方向相同时，径向加速度 Ｒ
··

出现瞬时增加，反

之，Ｒ
··

瞬时减小．
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图 ９　 ＣＣＰＴＳ 质心径向加速度 Ｒ
··

随时间变化关系

Ｆｉｇ．９　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｔａｉｌ ｖｉｅｗ ｏｆ Ｒ
··

　 　 图 １０ 给出了外力矩为零时系绳俯仰角速度 ψ·

（ ＝ωψ）随时间的变化关系．由图 １０ 可知，当母星位

于近 地 点 时， 系 绳 俯 仰 角 速 度 达 到 最 小 值

０．０８７ ３ ｒａｄ ／ ｓ，当母星位于远地点时，系绳俯仰角速

度达到最大值（对于柔性绳，ψ·ｍａｘ ＝ ０．０８８ １ ｒａｄ ／ ｓ，对

于刚性杆，ψ·ｍａｘ ＝ ０．０８８ ０ ｒａｄ ／ ｓ） ．究其原因，是由于重

力梯度力矩 τＧ 作用的结果．当母星位于近地点时，
系绳受到的重力梯度力矩幅值达到最大值，系绳的

旋转角加速度幅值也达到最大．当母星位于远地点

时，系绳所受到的重力梯度力矩幅值最小．系绳受到

的重力梯度力矩的正负关系如图 １１ 所示．当 τＧ ＜０
时，系绳的旋转运动受到阻碍，系绳角速度将减小．
当 τＧ＞０ 时，系绳的旋转运动受到促进作用，系绳角

速度将增加．当外力矩不为零时，随着外力矩的增

加，系绳所受到的微弱的重力梯度力矩的周期性影

响将逐渐减弱，ψ· 的变化规律逐渐从周期性变化变

成近似线性增加的趋势，如图 １２ 所示．
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图 １０　 τ＝０，系绳俯仰角速度 ωψ 随时间变化关系

Ｆｉｇ．１０　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｐｉｔｃｈ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ωψ ｏｆ ｔｅｔｈｅｒ ｗｉｔｈ
τ＝ ０

　 　 图 １３ 给出了外力矩为零时系绳俯仰角加速度

ψ·· 随时间的变化关系．由图 １３ 可知，当不考虑系绳

柔性时，因系绳重力梯度力矩所产生的系绳旋转角
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加速度 ψ·· 在［－１．８４０，１．８０４］（×１０－６ ｒａｄ ／ ｓ２）之间剧

烈振荡，当考虑系绳横向和纵向振动时，系绳旋转角

加速 度 的 振 荡 幅 值 介 于 ［ － ７． ８８１， ７． ７４６ ］
（×１０－６ ｒａｄ ／ ｓ２）之间，并且呈现良好的周期性变化规

律，各自振荡周期与系绳绕母星旋转周期相同．
whileτ=0

τG＞0

τG=0
τG＜0

Earth

ψ
. ψ

.

ψ
.

图 １１　 不同外力矩对系绳俯仰角速度的影响重力梯度力矩

在轨道不同位置、不同姿态所对应的正负关系

Ｆｉｇ．１１　 Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ａｎｄ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ
ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｏｒｑｕｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ａｔｔｉｔｕｄｅ ｉｎ ｔｈｅ ｐａｒｋｉｎｇ ｏｒｂｉｔ
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图 １２　 不同外力矩对系绳俯仰角速度的影响

Ｆｉｇ．１２　 Ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｔｏｒｑｕｅ ｏｎ ｐｉｔｃｈ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
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图 １３　 τ＝０，ＣＣＰＴＳ 系绳俯仰角加速度随时间变化关系

Ｆｉｇ．１３　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｐｉｔｃｈ ａｎｇｕｌａｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ψ·· ｏｆ ｔｅｔｈｅｒ
ｗｉｔｈ τ＝ ０

　 　 图 １４、１５ 给出了 τ ＝ ０、τ≠０ 两种情况下系绳纵

向振动量 ｑ１（ｘ）随时间的变化关系．由图 １４ 可知，当
外力矩为零时，系绳纵向振形函数 ｑ１（ ｘ）随时间呈

现周期性变化关系，纵向最大振动量为 ８．６８３ ｍ，振
荡 周 期 为 ４ ４００ ｓ （ 对 应 的 振 荡 频 率 为

２．２７２ ７×１０－４ ／ ｓ） ．由图 １５ 可以看出，当外力矩不为

零时，系绳纵向振动函数 ｑ１（ｘ）的振动幅值随时间

逐渐增加，而且振荡周期逐渐减小，振荡频率逐渐增

加，外力矩越大，纵向振动量增加越快．
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图 １４　 τ＝０，ＣＣＰＴＳ 系绳纵向振动量 ｑ１ 随时间变化关系

Ｆｉｇ．１４　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｅｔｈｅｒ’ｓ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅ⁃
ｍｅｎｔ ｑ１ ｗｉｔｈ τ＝ ０
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图 １５　 τ≠０，ＣＣＰＴＳ 系绳纵向振动量 ｑ１ 随时间变化关系

Ｆｉｇ．１５　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｅｔｈｅｒ’ｓ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅ⁃
ｍｅｎｔ ｑ１ ｗｉｔｈ τ≠０

　 　 图 １６、１７ 给出了不同外力矩作用下，系绳横向

振型函数（或横向振动量）ｑ２ 随时间的变化关系．由
图 １６ 可知，当外力矩为零时，系绳横向振型函数 ｑ２

随时间进行周期性振荡，振荡幅值介于［ － ２． １４４，
２．１０３］ｍ之间．当外力矩不为零时，系绳横向振动函

数不再随时间呈周期性变化关系，振荡幅值随时间

呈现小幅衰减趋势．
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图 １６　 τ＝０，ＣＣＰＴＳ 系绳横向振动量 ｑ２ 随时间变化关系

Ｆｉｇ．１６　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｅｔｈｅｒ’ ｓ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅ⁃
ｍｅｎｔ ｑ２ ｗｉｔｈ τ＝ ０

　 　 表 ２ 给出了系绳旋转角速度取不同初值且外力

矩为零时，系绳纵向振动量随时间的变化关系．当系

绳旋转角速度较小时，系绳在旋转过程中所受到的

离心力较小．随着系绳初始旋转角速度的增加，系绳

所受到的离心力随之增加，结果导致系绳纵向振动

量也随之增加，振荡周期逐渐缩短．相比于系绳初始

旋转角速度对系绳纵向振动量的影响，当 ψ·（０） ＝
０．００１ ｒａｄ ／ ｓ时，系绳横向振动量随时间呈现不规律

·３６·第 １０ 期 齐乃明， 等：连续地月载荷转移系统二维柔性动力学建模与分析



变化，振荡幅值介于［－４１．４１，４１．１６］ｍ 之间．随着系

绳俯仰角速度初值的增加，系绳横向振动量 ｑ２ 的振

动幅值逐渐减小，并且振荡周期减小．由此说明，随
着系绳俯仰角速度的增加，系绳在纵向的张紧程度

加剧，结果导致系绳在横向的振动量减小．
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图 １７　 τ≠０，ＣＣＰＴＳ 系绳横向振动量 ｑ２ 随时间变化关系

Ｆｉｇ．１７　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｅｔｈｅｒ’ ｓ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅ⁃
ｍｅｎｔ ｑ２ ｗｉｔｈ τ≠０

表 ２　 系绳初始俯仰角速度对系绳纵向、横向振动量的影响

Ｔａｂ．２　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｔｅｔｈｅｒ’ ｓ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉ⁃
ｎａｌ ａｎｄ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｉｎｉｔｉａｌ
ｐｉｔｃｈ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

ψ
·
（０） ／

（ ｒａｄ·ｓ－１）

ｑ１ ／ ｍ ｑ２ ／ ｍ

ｑ１ｍｉｎ ｑ１ｍａｘ ｑ２ｍｉｎ ｑ１ｍａｘ

０．００１ －２．７２６ ０×１０－３ ５．０２９×１０－３ －４１．４１０ ４１．１６０
０．０１０ －０．００１ ６ ０．１３９ ７ －９．９４３ ９．６５６
０．１００ ０．０３９ ７ １１．３３０ ０ －２．８０２ ２．８５８

　 　 图 １８（ａ） ～ （ｃ）给出了系绳长度对系绳纵向振

动量 ｑ１ 的影响，此时，取系绳的旋转角速度初值

ψ·（０）＝ ０．００８ ７３ ｒａｄ ／ ｓ，外力矩为零，其他参数同上．
由图 １８ 可知，随着系绳长度的增加，系绳纵向振型

函数 ｑ１ 的振动幅值呈指数增加，同时，系绳的纵向

振形函数的振动周期随之逐渐地近似等比例增加

（１．８４９ １ ｓ→５．５２９ ４ ｓ→１６．６００ ０ ｓ）．图 １９（ａ） ～ （ｃ）
给出了系绳长度对系绳横向振动量 ｑ２ 的影响．对比

可知，系绳长度的增加引起了系绳横向振动量 ｑ２ 的

振动幅值的非线性增加，然而，对于横向振动周期而

言，却没有明显的增加趋势（１４３ ｓ→２０５ ｓ→２３２ ｓ）．
表 ３ 给出了不同系绳长度与系绳纵向、横向振

动幅值的关系．由表 ３ 可知，随着系绳长度的增加，
系绳纵向、横向振动幅值均非线性增加．由此说明，
系绳的长度对系绳的稳定性影响明显．

４　 结　 论

１）系绳的柔性对轨道参数 Ｒ、θ 有一定的影响，
同时外力矩的大小也将改变系绳柔性对 ＣＣＰＴＳ 轨

道、姿态参数的影响程度．由于系绳纵向、横向振动

方向与母星径向加速度方向往复变化，母星径向加

速度、真近角加速度出现“毛刺”现象．

0.120

0.085

0.050

0.015

-0.020
9000 9020 9040 9060 9080 9100

t/s

q 1
/m

(a)l=1.0?104m，系绳纵向振动量q1随时间的变化关系

t/s

q 1
/m

3.0

2.0

1.0

0

(b)l=3.0?104m，系绳纵向振动量q1随时间的变化关系

9000 9020 9040 9060 9080 9100

100
80
60
40
20
0

-20
9000 9020 9040 9060 9080 9100

t/s

q 1
/m

(c)l=9.0?104m，系绳纵向振动量q1随时间的变化关系

图 １８　 不同系绳长度对系绳纵向振动量 ｑ１ 的影响
Ｆｉｇ．１８　 Ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｅｔｈｅｒ ｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ｔｅｔｈｅｒ’ｓ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｑ１
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图 １９　 不同系绳长度对系绳横向振动量 ｑ２ 的影响
Ｆｉｇ．１９　 Ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｅｔｈｅｒ ｌｅｎｇｔｈ ｏｎ ｔｅｔｈｅｒ’ ｓ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｑ２
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表 ３　 系绳长度对系绳纵向、横向振动量的影响

Ｔａｂ．３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｔｅｔｈｅｒ’ ｓ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉ⁃
ｎａｌ ａｎｄ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｅｔｈｅｒ
ｌｅｎｇｔｈ

ｌ ／ ｋｍ
ｑ１ ／ ｍ ｑ２ ／ ｍ

ｑ１ｍｉｎ ｑ１ｍａｘ ｑ２ｍｉｎ ｑ２ｍａｘ

１０ －１．７１９×１０－４ ０．１１０ －１２．５８ １３．０９

３０ ８．８０６×１０－３ ２．９７３ －１１４．６０ １０７．８０

９０ ０．８１１ ８０．７９０ －６９５．１０ ７７１．８０

　 　 ２）由于系绳长度不可忽略，因此，ＣＣＰＴＳ 存在

重力梯度力矩，并且对系绳的旋转运动产生了一定

程度的影响，相比于重力梯度力矩对刚性杆模型的

影响，该影响对柔性绳较大．
３）系绳初始角速度以及系绳长度对系绳纵向、

横向振动量均产生了较大影响．随着系绳初始旋转

角速度的增加，系绳纵向振动量急剧增加、振动周期

缩短，系绳横向振动量幅值逐渐减小、振动周期亦缩

短；系绳长度的增加导致了系绳纵向、横向振动幅值

的非线性指数增加，系绳纵向振动周期近似等比例

增加，横向周期增加不明显．
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