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改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 的热结构耦合梁共振非概率可靠性分析 

云永琥，陈建军，曹鸿钧

（电子装备结构设计教育部重点实验室（西安电子科技大学），西安 ７１００７１）

摘　 要： 针对梁结构在热结构耦合作用时其极限状态函数为隐式形式且难以求解的问题，基于振动可靠性理论，将改进的

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型与有限元方法相结合，提出了热结构耦合梁共振非概率可靠性分析方法．首先利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 法构建热结构耦合梁可

靠性功能函数的近似模型，并利用主动学习法改进了选取新增样本点的方式，使得改进后的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型更加逼近于真实

极限状态函数．在此基础上，考虑结构参数的不确定性，对梁结构的不确定变量用区间变量进行描述，建立了含有超椭球凸集

的梁结构共振非概率可靠性模型，最后结合优化方法求解出梁结构共振非概率可靠性指标．算例结果表明了该方法的合理性

以及计算精度高的特点，为热结构耦合梁的共振非概率可靠性分析提供了可行的途径．
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　 　 航天器广泛采用的大型柔性附件由于在太空中

受到高温热载荷与结构变形之间的耦合作用，将导

致不稳定的热振动［１］，在此动态过程中，结构的变

形导致热传导边界条件的变化，形成不均匀的温度

场．反之由于温变对结构参数的影响以及温度梯度

产生的热应力，则可改变结构的刚度分布，从而影响

结构固有频率．这种温度场与应力场之间的相互影

响即为热结构耦合效应［２］ ．由于固有频率的改变将

影响结构的共振可靠性，为此对热载荷下的结构进

行共振可靠性分析显得十分必要．文献 ［ ３］ 基于

ＡＮＳＹＳ 软件对齿轮结构的温度场和热应力进行了

求解，并分析了热环境对结构固有频率的影响．文献

［４］采用 ＮＡＳＴＲＡＮ 软件分别研究了均匀和非均匀

温度场对壁板结构模态的影响．文献［５］基于有限元

方法建立了水轮发电机组主轴系统的非线性振动可

靠性模型．文献［６］采用点估计法计算了航空输流管

道的共振可靠度．



上述文献对热结构耦合以及共振可靠性的分析

方法均是基于确定性结构参数和确定性数学模型，
实际上由于材料特性、几何尺寸和载荷等参数等往

往具有不确定性，若将这些不确定性引入分析模型

中，则能更好地反映结构中各种不确定性因素对响

应的影响．然而，当各参数的不确定信息量不足以用

概率模型描述时，非概率可靠性理论可为工程结构

安全性提供一种有效的评估方法［７］ ．文献［８］基于

凸模型首次提出了非概率可靠性概念，并指出凸模

型包括区间模型和超椭球模型．文献［９］利用超椭球

模型变量之间相关性的优点建立了结构非概率可靠

性模型．
实际工程中，对于复杂结构的极限状态函数往

往不能解析表出，这将导致传统的可靠性方法无法

求解．因此，近似模型的方法被提出，即利用较少的

数值仿真结果，构造一个计算量小、精度高、求解速

度快，并能替代结构极限状态函数的模型． 目前

Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法作为一种新的近似模拟技术［１０］，已在机

械、航空等领域得到广泛的应用，该法采用了高斯随

机过程模拟，使得预测模型不仅提供了在未知点的

预测值，而且还提供了不确定性的估计量．文献［１１］
基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法的优良拟合特性，高效地求解了结

构的可靠性指标．
本文针对热结构耦合梁共振非概率可靠性的功

能函数不能表为显性形式，且无法采用传统可靠性

分析方法的弊端，为提高近似模型的拟合效率，提出

了利用改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法所建立的近似模型替代梁

结构的共振可靠性功能函数的方法，并与超椭球模

型相结合构建梁结构共振非概率可靠性模型，采用

优化方法获得了梁结构共振非概率可靠性指标，算
例表明了本文所提出方法的可行性和有效性．

１　 基于Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型的非概率可靠性

１．１　 Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型

Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法是一种具有统计特征的近似技术，
并有平滑效应及估计方差最小等特点，被认为是对

真实计算模型最好的线性无偏估计，为复杂结构系

统分析及优化提供了方便［１０］ ．Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型假设

系统的响应是一个随机函数 ｙ（ｘ），由回归模型ｆ（ｘ）
和随机误差 ｚ（ｘ）组成形式如下：

ｙ（ｘ） ＝ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
βｉ ｆｉ（ｘ） ＋ ｚ（ｘ） ＝ ｆＴ（ｘ）β ＋ ｚ（ｘ） ．

式中： ｆ （ ｘ ） ＝ ［ ｆ１（ｘ）　 ｆ２（ｘ）　 …　 ｆｐ（ｘ）］ Ｔ， β ＝
［β１ 　 β２ 　 …　 βｐ］ Ｔ；ｐ 为变量的训练样本容量；
ｚ（ｘ）服从正态分布 Ｎ（０，σ２），但协方差非零，即
ｃｏｖ［ ｚ（ｘｉ），ｚ（ｘ ｊ）］ ＝ σ２

ｚＲ（ｘｉ，ｘ ｊ），　 （ ｉ，ｊ ＝ １…ｐ） ．

式中：ｘｉ、ｘ ｊ 分别为训练样本的第 ｉ 和第 ｊ 个分量；
Ｒ（ｘｉ，ｘ ｊ）为两样本点之间的相关函数，可表示为

Ｒ（ｘｉ，ｘ ｊ） ＝ ∏
ｎ

ｋ＝１
Ｒｋ （ ｘ（ｋ）

ｉ － ｘ（ｋ）
ｊ ），其中 ｎ 表示维数，

Ｒｋ（ｘ（ｋ）
ｉ －ｘ（ｋ）

ｊ ）为［１０］

Ｒｋ（ｘ（ｋ）
ｉ － ｘ（ｋ）

ｊ ） ＝ ｅｘｐ［ － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
θｋ （ｘ（ｋ）

ｉ － ｘ（ｋ）
ｊ ） ２］．

　 　 若给定已知训练样本 Ｓ ＝ ［ｘ１ 　 ｘ２ 　 …　 ｘｐ］ Ｔ

及其响应值 Ｙ ＝ ［ｙ１ 　 ｙ２ 　 …　 ｙｐ］ Ｔ，则任意待求点

ｘｎｅｗ的线性无偏预测最优值为［１０］

ｙ＾ （ｘｎｅｗ） ＝ ｆＴ（ｘｎｅｗ）ξ
＾ ＋ ｒ （ｘｎｅｗ）Ｔ Ｒ－１（Ｙ － Ｆξ＾ ） ．

（１）
式中：ｆ（ｘｎｅｗ）为回归多项式，一般采用不高于二阶

的多项式；ξ＾ 为 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型多项式系数，即
ξ＾ ＝ （ＦＴ Ｒ －１Ｆ） －１ ＦＴ Ｒ －１Ｙ． （２）

式中：Ｆ 为由样本点处的函数 ｆ（ ｘ）所组成的列向

量；Ｒ 为由 Ｒ（ｘｉ，ｘ ｊ）构成的对称阵；ｒ（ｘｎｅｗ）为待求

点和训练样本之间的相关向量，其表达式为

ｒ（ｘｎｅｗ） ＝ ［Ｒ（ｘｎｅｗ，ｘ１） Ｒ（ｘｎｅｗ，ｘ２）… Ｒ（ｘｎｅｗ，ｘｐ）］ Ｔ ．
　 　 方差 ｚ 的估计值为

σ＾ ２
ｚ ＝ （Ｙ － Ｆξ） Ｔ Ｒ －１（Ｙ － Ｆξ） ／ ｐ． （３）

　 　 式（３）中利用极大似然估计使 Ｒ 满足如下优化

问题：
ｍｉｎ
θ ＞ ０

（ｍｌｎ（σ＾ ２
ｚ ） ＋ ｌｎ Ｒ ） ／ ２．

　 　 通过优化算法求出参数 θ 并代入式 （ ２） 和

式（３）便可得到系数 ξ＾ 以及方差估计值 σ＾ ２
ｚ ，从而确

立式（１）的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型．
１．２　 非概率可靠性模型

本文基于凸模型，将参数不确定性量化在超椭

球域内．首先对区间变量进行标准化转换，使变量的

可行域归一化为一个等效单位超球域．给定区间变

量 ｘ∈Ｒｎ，满足以下关系［９］：
ｘｉ ＝ （１ ＋ δｉ）·ｘ－ ｉ，（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ． （４）

式中：ｘ－ ｉ 为区间参数均值，δｉ 为变量ｘｉ 相对于ｘ－ ｉ 无

量纲化后的离差．
将区间参数量纲一的离差向量 δ 的取值范围定

义为超椭球集合：
δ ∈ Ｅ ＝ ｛δ ∶ δＴ

ｉ Ｗｉ δ ｉ ≤ ε２
ｉ ｝ ． （５）

式中，Ｗｉ 为第 ｉ 个超椭球模型的对称正定矩阵，其
决定着超椭球的主轴方向，并与常数 εｉ 一起控制形

状大小．
对Ｗｉ 进行特征分解，有ＱＴ

ｉ ＷｉＱｉ ＝Λｉ，其中Ｑｉ 为

Ｗｉ 的特征向量，Λｉ 为特征值对角矩阵，引入向量［９］：
ｕｉ ＝ （１ ／ εｉ） Λ１ ／ ２

ｉ ＱＴ
ｉ δ ｉ ． （６）

　 　 将式（６）代入式（５），原凸模型集合可以转换成
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Ｅｃ ＝ ｛ｕ ∶ ｕＴｕ ≤ １｝．
式中：ｕ 为区间参数 ｘ 的标准化向量，Ｅｃ 为标准 ｕ
空间的单位超球集合．

图 １ 所示为标准空间中的二维单位圆，为区间变

量所对应的标准凸域，极限状态方程 ｇ（ｕ）经标准化

变换后，其极限状态曲线 ｇ（ｕ）＝ ０ 将标准空间划分为

可靠域（ｇ（ｕ）＞０）与失效域（ｇ（ｕ）＜０），记 β 为平面坐

标原点到极限状态曲线的最短距离．由图 １ 中可见，
当 β＝１，失效区相切于单位圆，结构处于临界的失效

状态；当 β＞１ 时，结构变量的离差均处于可靠区内，则
结构安全．显然，当 β 远远大于 １ 时，结构变量的离差

范围与极限状态曲线的距离越远，其安全程度就越

高，因此可将 β 定义为结构的非概率可靠性指标［１２］ ．
对于多个结构变量的情况，可靠性指标 β 可采用如下

最优化目标函数值形式进行求解：

ｍｉｎ
ｕ

ｍａｘ
ｉ

βｉ ＝ ｕＴ
ｉ ｕｉ ，

ｓ．ｔ． ｇ（ｕ） ＝ ０．{ （７）

　 　 式（７）还可转化成如下等价形式：
ｍｉｎ
ｕ β

β

ｓ．ｔ． ｇ（ｕ） ＝ ０

ｕＴ
ｉ ｕｉ ≤ β，（ ｉ ＝ １，…，ｎ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

u2 g(u)=0

失效域
g(u)＜0

可靠域
g(u)＞0

u1

β

r=1
O

图 １　 非概率可靠性指标示意

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｎｏｎ－ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘ

２　 热结构耦合梁有限元方程的建立

图 ２ 为矩形截面梁结构示意图，梁左右两端固

定，其 ｙ 方向上表面同时受到力 ｆ０ 和热流 ｑ 的共同

作用，下表面与外界进行对流换热，其余表面均为绝

热．热流均匀加载在梁上表面（见图 ３），在梁轴线方

向上无温度梯度，热流仅沿梁厚度（ －ｙ）方向热传

导．对此热结构耦合梁的动力响应求解问题，须同时

构建其动力学模型和热分析模型．
２．１　 梁动力学有限元模型

沿梁轴向离散为单元并建立梁结构在热载荷下

的无阻尼动力学有限元方程［１３］：
Ｍｕ̈ ＋ Ｋｕ ＝ ＦＢ ＋ ＦＴ， （８）

Ｋ ＝ Ｋｓ ＋ Ｋσ ． （９）
式中：Ｍ 为质量矩阵；ｕ 为位移向量；Ｋ 为刚度矩阵；
ＦＢ 为力载荷列阵；ＦＴ 为热载荷列阵［１４］ ．式（９）中的

刚度矩阵 Ｋ 除了结构自身的弹性刚度矩阵Ｋｓ ＝

∫
Ｖ
ＢＴＤＢｄＶ 外，还考虑了热应力对刚度矩阵的影响，

增加了一项热应力刚度矩阵Ｋσ ＝ ∫
Ｖ
ＧＴΓＧｄＶ，其中：

Ｂ 为应变矩阵；Ｄ 为弹性矩阵；Ｇ 为形函数对空间坐

标的微分矩阵；Γ为应力矩阵．
y

O

f0 q

z

图 ２　 梁结构示意

Ｆｉｇ．２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

q
y

O
x

图 ３　 梁热分析模型

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅｒｍａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

２．２　 梁热分析有限元模型

如图 ３ 所示，沿梁厚度方向离散为单元并建立

其耦合热传导有限元方程［１５］：
ＣＴ· ＋ ＫＴＴ ＋ Ｈｕ· ＝ Ｐ， （１０）

其中各个矩阵和向量的表达式如下：

Ｃ ＝ ∑
ｎ

ｅ ＝ １
∫
Ｖｅ
ρｃ ＮＴＮｄＶ，Ｈ ＝ ∑

ｎ

ｅ ＝ １

ＥαＴ０

１ － μ∫Ｖｅ ＮＴＢｄＶ，

Ｐ ＝ ∑
ｎ

ｅ ＝ １
Ｐｅ ＝ ∑

ｎ

ｅ ＝ １
∫
Ｓｅ
ｑ ＮＴｄＳ，

ＫＴ ＝ ∑
ｎ

ｅ ＝ １
（Ｋｅ

ｋ ＋ Ｋｅ
ｈ） ＝ ∑

ｎ

ｅ ＝ １
∫
Ｖｅ
ｋ（∂Ｎ

∂ｘ
）

Ｔ

（∂Ｎ
∂ｘ

）ｄＶ ＋

∑
ｎ

ｅ ＝ １
∫
Ｖｅ
ｈ ＮＴＮｄＳ．

式中：Ｃ 为热容矩阵；Ｔ 为节点温度列阵；Ｎ 为节点

温度形函数；Ｐ 为节点热载荷列阵；Ｋｋ、Ｋｈ 分别为热

传导刚度矩阵和对流换热矩阵；Ｈ 为热结构耦合矩

阵，它表示热载荷与结构变形的耦合作用对温度场
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的影响；ρ 为质量密度；ｋ 为热传导系数；μ 为泊松

比；ｈ 为换热系数；ｑ 为热流量；ｃ 为比热容；Ｔ０ 为结

构初始温度；α 为热膨胀系数；Ｅ 为弹性模量．
联立求解式（８）和式（１０）方可实现梁的热结构

耦合动力响应分析．
２．３　 热结构耦合作用下梁的固有频率分析

在热环境下梁结构的固有频率计算即为求解

式（１１）的广义特征值问题：
（Ｋ － ω２Ｍ）Φ ＝ ０． （１１）

式中：ω 为结构固有频率，Φ为结构振型向量．
在式（１１）求解中，质量矩阵 Ｍ 不受温度影响，

则结构固有频率 ω 仅与结构刚度 Ｋ 相关．由于在温

变下所引起结构内部的热应力将导致 Ｋ 的改变，从
而影响结构的固有频率．故在求解热环境下的结构

动力特性时，需考虑热环境对结构刚度的影响．

３　 热结构耦合梁共振非概率可靠性分析方法

３．１　 热结构耦合梁共振非概率可靠性模型

为了防止梁结构的共振失效，结构激振力频率

与固有频率应保持在一定的范围．假设结构的激振

力频率为 ω，固有频率为 ωｉ（ｘ），根据振动理论建立

共振可靠性功能函数：
Ｚ ＝ ｇｉ ＝｜ ω － ωｉ（ｘ） ｜ － γ，（ ｉ ＝ １，２，３） ． （１２）

式中：ｘ 为影响结构固有频率参数向量；ωｉ（ｘ）为结

构前 ３ 阶固有频率；γ 为特定区间．
由热结构耦合作用下梁的固有频率分析可知，

结构刚度矩阵 Ｋ 与物性参数以及热应力有关，因此

需要联立式（８）和式（１０）进行求解，由于方程式（８）
和式（１０）的非线性以及需要相互迭代计算，因此刚

度矩阵 Ｋ 属于非线性隐式函数．而在式（１２）中，共
振可靠性功能函数中的固有频率 ωｉ（ｘ）与刚度矩阵

Ｋ 是密切相关的，故共振可靠性功能函数 Ｚ 也为非

线性隐式函数．针对该问题采用传统方法来求解其

可靠度将变得十分困难，特别是考虑方程的变量参

数为区间不确定性变量之后，将使得计算更加复杂．
为此，本文采用改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法所建立的模型代替

功能函数 Ｚ，并结合优化算法对所拟合的功能函数

进行非概率可靠度指标的求解．
３．２　 改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 的非概率可靠度求解方法

本文进行可靠度分析的关键是如何准确的拟合

功能函数 Ｚ 所对应的极限状态曲面．由于抽样样本

计算出来的功能函数值大多分布在极限状态曲面

（Ｚ＝ ０）两侧，而那些在极限状态曲面附近的样本点

则显得尤为重要，将直接影响到能否准确的拟合出

极限状态曲面，它们具有如下两个特征［１６］：
１）这些点非常接近极限状态曲面，其拟合函数

值 ｜ ｙ＾ （ｘ） ｜值接近 ０；２）对应的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方差 σ２
ｙ^（ｘ）值

较大．
考虑上述两个特征，利用学习函数 Ｌ（ｘ）构造如

下方程［１６］：
｜ ｙ＾ （ｘ） ｜ － Ｌ（ｘ）σ ｙ^（ｘ） ＝ ０．

式中：ｙ＾ （ｘ）为 Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型的预测值；σ ｙ^（ ｘ）为

Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型的标准差；Ｌ（ ｘ）用来衡量 Ｋｒｉｇｉｎｇ
近似模型预测极限状态曲面的精度．

本文利用学习函数 Ｌ（ｘ）改进了 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法选

取新增训练样本的方式，使得 Ｋｒｉｇｉｎｇ 法所拟合出来

的近似模型在样本点分布的区域能更快地逼近真实

极限状态方程，忽略了那些离极限状态曲线较远的

样本点，从而达到提高计算精度的目的．利用改进

Ｋｒｉｇｉｎｇ 法建立热结构耦合梁共振非概率可靠度模

型的算法步骤如下：
１） 确定结构各区间参数的均值与离差．２） 初

始化变量，根据参数变化区间采用拉丁超立方抽样

法设计样本空间 Ｓ．３） 联合迭代求解热结构耦合方

程式（８）和式（１０），得到初始训练样本．基于遗传算

法对 Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型参数 θ 进行优化并建立功能

函数的近似模型 ｙ＾ （ｘ）．４） 利用主动学习法，在总样

本空间 Ｓ 中搜索最佳训练样本点．通过不断更新训

练样本，以学习函数 Ｌ（ｘ）最小值所对应的样本点作

为最佳训练样本，提高 Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型对功能函数

的预测精度．５） 将新增样本点代入式（８）和（１０）计
算出结构响应值，重新生成新样本下的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似

模型．不断重复步骤 ４） ～ ５）， 当满足判定条件

ｍｉｎＬ（ｘ）≥２时便停止主动学习，此时的样本已达到

计算精度的要求．６） 将最优的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型作

为功能函数替代模型，根据式（４）将变量转化成标

准向量并构建凸集模型，对此建立非概率可靠性模

型并采用二次规划优化算法求解非概率可靠度

指标．

４　 算例分析

４．１　 数值小算例

假设极限状态方程 ｆ（ ｘ，ｙ）＝ ３＋３ｘ＋３ｙ－ｘ２ －ｙ２ ＋
２ｓｉｎ ３ｘ－ｓｉｎ ３ｙ ＝ ０．以 １８ 组初始训练样本构建最初

Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型．利用遗传算法求得变量参数 θ 最

优值为 １．３２６ ７．根据改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 的非概率可靠度求

解方法所述，展开主动学习，按照判定条件不断选取

新的训练样本进行计算，使改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 法所建立的

近似模型逐渐逼近极限状态方程曲线．图 ４（ａ）给出

了近似模型第 ８ 次拟合的极限状态曲线，图 ４（ｂ）显
示了在最后收敛时的拟合极限状态曲线．

对 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法在改进前后所建立的近似模型
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精度进行对比分析见表 １，随机抽取 １００ 个样本进

行方差对比（ σ ２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｙｉ － ｙ′

ｉ） ２，其中：ｙ 为原函

数值，ｙ′ 为模型预测值 ），从表 １ 对比结果中可见改

进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法在拟合精度上有了明显提高．

8

6

4

2

0

-2

-2 0 2 4 6
x

y

原始函数图形
Kriging模拟极限状态曲线
新增训练点

（a）第8次迭代
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(b)最终收敛

图 ４　 迭代过程中模拟极限状态方程曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｌｉｍｉｔ ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｐｒｏｃｅｓｓ

表 １　 拟合方差比较

Ｔａｂ．１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｉｔｔｉｎｇ ｖａｒｉａｎｃｅ

方差 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法 改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法

σ２ ３．５１２ ６ １．１８５ ２

４．２　 梁结构共振非概率可靠度分析

如图 ２ 所示，选取航空航天领域内广泛采用的

钛铝合金梁作为研究对象，尺寸为： １ ０００ ｍｍ ×
３０ ｍｍ×３０ ｍｍ，上表面受均匀热流 ｑ 以及中部受到

竖直方向激振力 Ｆ＝ ｆ０ｓｉｎ（２πωｔ）作用，ｆ０ ＝ １０ ｋＮ，初
始温度 Ｔ０ ＝ ２０ ℃ ．材料及载荷的区间参数见表 ２．根
据共振理论建立梁结构可靠性分析功能函数为：Ｚ ＝
ｇｉ ＝ ｜ω－ωｉ（ｘ） ｜ －γ，γ 取相应频率均值的 １０％～１５％．

表 ２　 梁结构及载荷的区间参数

Ｔａｂ．２　 Ｉｎｔｅｒｖａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｌｏａｄ

参数 ρ ／ （ｋｇ·ｍ－３） ｋ ／ （Ｗ·（ｍ·Ｋ） －１） α ／ ℃ －１ ｑ ／ （Ｗ·ｍ－２） Ｅ ／ Ｐａ ｆ０ ／ ｋＮ ω ／ Ｈｚ

均值 ４ ５３０ １６５．００ １５．６０×１０－６ １．６３×１０６ １０７．８０×１０９ １０ ３６０

离差 ４５３ １．６５ １．５６×１０－６ ０．１６×１０６ １０．７８×１０９ １ ３６

　 　 选取 ２０ 组训练样本构建初始 Ｋｒｉｇｉｎｇ 近似模型，
利用主动学习方法不断新增训练样本，达到 ５６ 组时

满足判定条件，然后将得到的近似模型替代原隐式极

限状态方程，并将区间变量转化为超椭球模型，采用

二次规划算法求解超椭球模型非概率可靠度指标．求
解出梁结构的前三阶固有频率为 １５９． ２５、４３７．２９、
８５６．７９ Ｈｚ．梁结构的共振非概率可靠度指标为 η ＝
１．８５３，由于外激励频率 ３６０ Ｈｚ 处于一阶与二阶固有

频率之间，故非概率可靠度指标大于 １，梁结构不会

发生共振失效．本文算例还得出热应力所引起的梁结

构内部应力大小为 １８０ ＭＰａ，小于梁结构的临界应力

载荷 ２３０ ＭＰａ，故梁结构不会产生屈曲现象．
图 ５ 给出了可靠度指标随着激励频率变化的曲

线图，在共振频率的周围，结构的非概率可靠性指

标（β）小于 １，结构不可靠．图 ６ 则从结构的位移响

应验证了图 ５ 的正确性，图 ６ 中给出梁中点位置随

激励频率变化的位移曲线，激励频率越远离共振频

率，结构就越可靠．
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图 ５ 不同激励频率下的非概率可靠性指标变化

Ｆｉｇ． ５ 　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘ ａｔ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

　 　 在表 ３ 中，假设变量在其区间范围内呈均匀分

布，将 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 法模拟计算结果作为近似精确

解．本文方法计算结果与其相对误差为 １．５３％，但迭

代次数仅为 ５６ 次，结构响应值的计算次数明显减

少．而本文方法虽然比采用响应面法的迭代次数多，

·５３１·第 １０ 期 云永琥， 等：改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ 的热结构耦合梁共振非概率可靠性分析 



但本文的计算结果则更加接近精确解，表明本文方

法具有较高的计算效率．表 ４ 说明了热结构耦合的

作用使得梁结构各阶固有频率值有所增大，且增加

幅度基本相同．由于共振可靠性对固有频率比较敏

感，因此在进行共振可靠性分析时，有必要考虑热结

构耦合效应对固有频率的作用．
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图 ６　 梁中点处的激振位移变化

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｘｃｉｔｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｔ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｏｆ ｂｅａｍ
表 ３　 算例计算结果对比

Ｔａｂ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ

计算方法 计算量 可靠性指标 相对误差 ／ ％
Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ １０６ １．８２５ —

响应面法（ＲＳＭ） ２３ １．６７５ ８．２３
本文方法（改进 Ｋｒｉｇｉｎｇ） ５６ １．８５３ １．５３

表 ４　 热结构耦合效应对固有频率的影响

Ｔａｂ．４　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅｒｍａｌ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

阶次
无热结构耦合

固有频率 ／ Ｈｚ
热结构耦合固

有频率 ／ Ｈｚ
改变量 ／ ％

１ １５０．３６ １５９．２５ ５．９１
２ ４１３．９６ ４３７．２９ ５．６３
３ ８０９．９８ ８５６．７９ ５．８７

５　 结　 论

１）将改进的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型与椭球凸集模型相结

合，构建了热结构耦合梁共振非概率可靠性模型，并
采用优化方法对可靠性指标进行了求解，避免了计算

模型的重复调用，大大减小了计算量，数值计算结果

验证了本文所提方法的准确性与高效性．
２）热结构耦合效应对梁固有频率有增大的作

用，故在热载荷下计算梁的共振可靠性时应考虑热

结构耦合效应的影响．
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