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摘　 要： 为解决传统水下控制网解算中基于三维空间距离交会确定控制点坐标存在的垂直解不稳定问题，借助压力传感器提供

的深度信息，提出了融合深度差的二维平差方法和附加深度的三维约束平差方法．融合深度差的二维平差方法将深度差作为已

知值，将三维空间交会问题转换为二维平面交会问题，在二维平面构建平差模型，确定水下控制点坐标；附加深度的三维约束平

差方法将深度作为高精度观测值和约束条件，并与空间距离方程联合解算，确定水下控制点坐标．在松花湖水域进行实验，结果

表明，两种方法均将水下控制点解算精度提高了 ２～５ 倍，说明在水下控制网解算过程引入深度信息构建平差模型，有助于提高

控制网点坐标三维解的稳健性和精度．
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　 　 海底控制网对于水下固定目标监测和运动目标

的定位和导航具有重要的作用．控制网点布设完成

后，需要借助声学交会方法确定各网点的坐标［１］ ．传
统方法采用两步法确定控制点坐标，即基于三维空

间距离交会、采用双三角锥法确定控制点的平面坐

标［２］，采用三叶法或四叶法确定控制点垂直坐标．两
步法需多艘测量船同步作业，费时费力，且受潮位、
风浪等因素影响较大，控制点垂直解精度不高［３］ ．近
年来，国外一些学者提出了一种圆走航方法，即利用

测量船在水面围绕水下控制点绕圆航行，借助每个

时刻 ＧＰＳ 提供的船位、船载换能器到水下控制点间

的测距值，交会得到海底控制点坐标［４－５］ ．该方法充

分利用了距离观测值的冗余度和对称性，实现水下

控制点平面坐标的高精度确定，但因船舶观测点在

垂直方向上对海底控制点非对称分布，常出现垂直



解质量不高甚至不稳定问题．圆走航方法解决了坐

标从水面到海底的传递问题，但存在费时费力等不

足．近年，随着应答器间相互测距功能的实现，基于

海底应答器间观测距离，结合圆走航提供的部分控

制点绝对坐标，借助约束平差，可以快速、高精度地

实现海底所有控制网点的二维平面坐标的确

定［６－８］，但该方法不足的是，由于声速误差对测距的

影响无法消除以及海底控制网点在垂直方向分布的

不均匀性问题在实际布网时无法很好解决，海底控

制网点的垂直解精度不高和不稳定问题仍然存在．
由于水下控制点是后续水下导航定位平面和垂直解

确定的参考，若上述问题存在，必然会给后续水下导

航定位解的成果精度带来较大影响．基于此，本文借

助水下应答器内置压力传感器提供的深度信息，提
出了融合深度差的二维约束平差方法和附加深度的

三维约束平差方法，以期解决上述问题，实现海底控

制网点三维坐标的高精度、稳健确定．

１　 约束平差模型

１．１　 三维约束平差

欲将海底三维自由网约束在绝对坐标框架内，
须为其提供 １ 个三维绝对坐标基准及 ３ 个方位基

准，即至少需要 ３ 个已知坐标的控制点［９－１０］ ．假设水

下控制网由 ｍ 个控制点组成，其中 ｍ１个为已知控制

点，ｍ２个为待求控制点．则观测边总个数为 Ｃ ＝ Ｃ２
ｍ －

Ｃ２
ｍ１，必要观测数为 ３（ｍ－ｍ１），多余观测数为 ｒ ＝

Ｃ２
ｍ－Ｃ２

ｍ１－３（ｍ－ｍ１） ［１１－１２］ ．
设第 ｉ 条观测边的两端点分别为 Ａｉ和 Ｂ ｉ，声波

在两端的应答器间的单程传播时间为 ｔｉ，由于应答

器在海底的深度近似相等，传播过程中速度 ｖ 可近

似认为相等，则观测斜距 Ｓｉ ＝ ｖｔｉ；若两端点应答器的

初始坐标分别为 ｘＡｉ和 ｘＢｉ，则观测方程为

Ｓｉ ＝ ｆ（ｘＡｉ，ｘＢｉ） ＋ δＳｖｉ ＋ δＳｔｉ ＋ εｉ ．
式中：ｆ（ｘＡｉ，ｘＢｉ）＝ ‖ｘＡｉ －ｘＢｉ‖２，为两端点应答器间

几何距离，由两端点应答器坐标反算得到； δＳｖｉ、δＳｔｉ

分别为声速等效误差和时延等效误差；εｉ 为随机

误差．
由于两端点应答器基本处于同温层，声线传播

速度基本不变［１３－１４］，δＳｖｉ可忽略，δＳｔｉ经过外部设备

改正后，观测边的误差方程为

ｖｉ ＝
∂ｆ
∂ｘＡｉ

ｄｘＡｉ ＋
∂ｆ
∂ｘＢｉ

ｄｘＢｉ － ［Ｓｉ － ｆ（ｘＡｉ，ｘＢｉ）］ ．（１）

　 　 三维约束平差模型中的观测方程总个数为 Ｃ ＝
Ｃ１＋Ｃ２，其中：

Ｃ１ ＝ Ｃ２
ｍ２
，

Ｃ２ ＝ Ｃ － Ｃ１ ＝ Ｃ２
ｍ － Ｃ２

ｍ１
－ Ｃ２

ｍ２
．

式中：Ｃ１为两端点 Ａｉ和 Ｂ ｉ均为待求控制点的观测边

个数，则第 ｉ 条边的误差方程如式（１）所示；Ｃ２为只

有一端 Ａｉ 为待求控制点的观测边个数，则根据

式（１）其误差方程为

ｖｉ ＝
∂ｆ
∂ｘＡｉ

ｄｘＡｉ － ［Ｓｉ － ｆ（ｘＡｉ）］． （２）

　 　 综合上述两种情况可建立 Ｃ 个误差方程，其矩

阵形式如

Ｖ ＝ Ｂｄｘ － ｌ， （３）
式中：Ｂ 为系数矩阵；Ｖ 为观测值改正数向量；ｌ 为观

测值与反算距离的差向量．
根据 ＶＴＰＶ＝ｍｉｎ，水下控制点坐标可确定为

Ｑ ＝ （ＢＴＰＢ） －１， （４）
ｄｘ ＝ Ｑ ＢＴＰｌ， （５）
ｘ ＝ ｘ０ ＋ ｄｘ． （６）

式中：Ｐ 为观测值权阵，Ｑ 为待求坐标的协因数阵．
多次迭代直至‖ｄｘ‖２小于设定限差 ｅｐｓ，即可

获得其余应答器的高质量定位解．
第 ｊ 个水下应答器的内符合精度可用下式来

评估：

σ２
０ ＝ ＶＴＰＶ

ｒ
， （７）

σｊ ＝ σ０ Ｑ（３ｊ － ２，３ｊ － ２） ＋ Ｑ（３ｊ － １，３ｊ － １） ＋ Ｑ（３ｊ，３ｊ） ．
（８）

１．２　 融合深度差的二维约束平差

基于上述三维约束平差模型确定水下控制网点

时，存在如下两个方面的不足［１５－１６］：
１）假设海底控制点间高差较小，认为声速近似

相同，采用常声速或平均声速计算海底控制网点间

空间距离［１７］ ．该假设对于深海是非常有效的，因为

深海等温层声速变化非常小；但对于布设在浅水或

温跃层的控制网，由于点间传播声速变化显著，即使

控制点间深度差较小，上述假设也会给点间距离计

算带来较大偏差［１８］ ．
２）上述约束平差中，已知的控制点坐标由圆走

航法确定．圆走航法借助三维距离交会确定海底控

制点坐标，如 ＧＰＳ 定位一样，在垂直方向上，水面船

舶观测点只位于海底控制点的一侧，这种定位方式

必将导致平面解精度高，垂直解精度较低，甚至出现

不稳定情况．
为此，本文给出一种融合深度差的海底控制网

点坐标二维约束平差方法．
海底控制点上的应答器均内置压力传感器，可

提供 ０．１％水深精度的深度 Ｚ，远高于测距精度．借助

两控制点间的深度差 ΔＺ，可将观测斜距 Ｓ 改正为平

距［１９－２０］，则以上三维约束平差问题则可转换为二维
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约束平差问题，不但可以简化海底控制网点坐标确

定的数据处理流程，且能够提高三维点位的确定精

度．如图 １ 所示，两控制点间的观测平距为

Ｄｉ ＝ Ｓ２
ｉ － ΔＺ２

ＡｉＢｉ
．

ZA

斜距S

平距D

ZB

图 １　 控制点间斜距到平距的归算

Ｆｉｇ．１ 　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｓｌａｎｔ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｔｏ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｏｉｎｔｓ

　 　 欲将二维自由网约束在绝对框架内，须为其提

供一个二维坐标基准及一个方位基准，即至少需要

两个已知坐标的控制点．已知坐标的控制点二维坐

标仍由圆走航法来提供．观测方程总个数为 Ｃ ＝
Ｃ２

ｍ－Ｃ２
ｍ１，必要观测数为 ２（ｍ－ｍ１），多余观测数为ｒ＝

Ｃ２
ｍ－Ｃ２

ｍ１－ ２（ｍ－ｍ１） ．二维约束平差模型中的观测方

程总个数仍为 Ｃ ＝ Ｃ１ ＋Ｃ２，其中 Ｃ１是两端点 Ａｉ和 Ｂ ｉ

均为待求控制点的观测边个数，Ｃ２是只有一端 Ａｉ为

待求控制点的观测边个数．
分别建立 Ｃ１个类似式（１）的误差方程、Ｃ２个类

似式（２）的误差方程，不同的是其中的 ｘＡｉ和 ｘＢｉ均为

二维平面坐标．待求点的平面坐标 ｘ 仍可借助式（４）
～ （６）确定，对于第 ｊ 个水下控制点，其平面坐标精

度可用下式来评估，垂直坐标精度可由压力传感器

精度来提供．

σ ｊ ＝ σ０ Ｑ（２ｊ － １，２ｊ － １） ＋ Ｑ（２ｊ，２ｊ） ． （９）
１．３　 附加深度的三维约束平差

控制点上应答器内置压力传感器尽管可以提供

具有较高精度的深度，但根据其测量原理，实测深度

为瞬时海面到应答器中心之间的垂直距离，波浪影

响必然夹杂在其中［２０］ ．因此，应答器提供的深度 Ｚ
实则为包含误差的观测量．若海面相对平静，则两点

观测深度包含的误差较小，即点间深度差 ΔＺ 较小，
可将其视为已知量，采用如上所述的二维约束平差

模型处理观测边；反之，若海面不平静，ΔＺ 较大，内
含有深度相关误差，不能视为已知量，上述融合深度

约束的二维约束平差结果必然不准确．为此，本文给

出一种附加深度的三维约束平差方法．其基本思想

是，将应答器提供的深度作为新的观测量，与应答器

测距观测量联合建立误差方程，构建附加深度的三

维约束平差模型．
欲将此模型约束在绝对框架内，至少需要 ２ 个

已知坐标的控制点．

设观测方程总个数为 Ｃ ＝Ｃ２
ｍ－Ｃ２

ｍ１＋（ｍ－ｍ１），必
要观测数为 ３（ｍ－ｍ１），多余观测数为 ｒ ＝ Ｃ２

ｍ－Ｃ２
ｍ１－

２（ｍ－ｍ１） ．其中 Ｃ ＝ Ｃ１ ＋ Ｃ２ ＋ （ｍ －ｍ１ ），分别根据

式（１）建立 Ｃ１个误差方程，式（２）建立 Ｃ２个误差方

程，对于第 ｊ 个未知控制点，将其深度值作为观测量

建立 ｍ－ｍ１误差方程：
ｖｊ ＝ ｄＺ ｊ － （Ｚ ｊ － Ｚ０

ｊ ） ．
式中：Ｚ ｊ为第 ｊ 个未知控制点的深度观测值，Ｚ ｊ

０为其

深度初始值．
水下应答器的坐标 ｘ 仍可借助式（４） ～ （６）确

定，第 ｊ 个水下应答器的内符合精度仍可用式（７） ～
（８）评估．

２　 实验及分析

为了比较和验证上述平差模型，在松花湖开展了

水下控制网布设和施测实验．松花湖实验水域平均水

深约为 ６０ ｍ，试验水域大小为 １５０ ｍ ´１１０ ｍ．分别将

Ｃ２、Ｃ４、Ｃ５、Ｃ６ 和 Ｃ８ 应答器（控制点）布设在水下．水
底地形相对平坦，应答器深度差较小．应答器布设位

置如图 ２（ａ）所示，实验水域声速剖面 ＳＶＰ 结构如图

２（ｂ）所示．在水下控制网测量前，严格测定了长基线

水下定位系统（ ｌｏｎｇ ｂａｓｅｌｉｎｅ，ＬＢＬ）的船载换能器、
ＧＰＳ ＲＴＫ 天线中心在船体坐标系下的坐标；此外，所
有水下应答器时延误差均借助外部设备进行了有效

改正．完成上述准备工作后，开展水下控制网测量．

(a)水下控制网点布设

(b)测量水域声速剖面
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图 ２　 水下控制网点布设及测量水域声速剖面

Ｆｉｇ．２ 　 Ｄｅｐｌｏｙｍｅｎｔ ｏｆ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｓｏｕｎｄ
ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅ ｉｎ ｓｕｒｖｅｙ ａｒｅａ
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２．１　 水下控制网测量

为了将绝对坐标基准从水面引入水下以及检

验上述 ３ 种模型确定水下控制网点坐标的有效

性，首先开展圆走航测量．采用一艘测量船，围绕不

同水下应答器以半径 ３０ ｍ 的圆周测距．在圆周上

每个航迹点，获取船载换能器的 ＧＰＳ 坐标及船载

换能器到水下应答器之间距离，并利用压力传感

器获得船载换能器的在航深度和水下应答器的深

度．将船载换能器与水下应答器的深度差作为附加

约束，采用距离交会定位原理确定每个控制点的

三维坐标．完成上述测量后，借助水下控制点上应

答器，开展应答器间相互测距，获得控制点间的三

维距离观测值．获得所有观测信息后，将开展水下

控制网点的坐标确定．
２．２　 水下控制网点坐标确定

基于以上控制点间距离 Ｓ、各控制点上的深度

观测值 Ｚ，以及圆走航提供的部分水下已知坐标，分
别采用本文给出的 ３ 种数据处理方法，计算水下控

制网点坐标．在数据处理中，测量船投放应答器时

ＲＴＫ 提供的平面坐标及水下地形图提供的深度坐

标用作各待求点的初始坐标或近似坐标．
１）方法 １（三维约束平差）．采用三维约束平差

方法，以已知点坐标为约束，利用点间观测距离 Ｓ，
借助水下控制网测量所述方法，计算各待求点坐标

并对其进行精度评估．开展 ２ 个试验：（１－Ａ）Ｃ２、Ｃ４
和 Ｃ５ 为已知点，Ｃ６ 和 Ｃ８ 为待求点；（１－Ｂ）Ｃ５、Ｃ６
和 Ｃ８ 为已知点，Ｃ２ 和 Ｃ４ 为待求点．

２）方法 ２（融合深度差的二维约束平差）．采用融

合深度差的二维约束平差方法，利用各水下控制点的

深度观测值 Ｚ，借助式（８）将控制点间空间观测距离

Ｓ 转换为水平距离Ｄ，以部分已知点平面坐标为约束，
在二维空间构建观测方程及误差模型，基于融合深度

差的二维约束平差所述的融合深度差的二维约束平

差模型，计算其余应答器的坐标．开展 ２ 个试验：（２－
Ａ）Ｃ２ 和 Ｃ４ 为已知点，Ｃ５、Ｃ６ 和 Ｃ８ 为待求点；（２－Ｂ）
Ｃ６ 和 Ｃ８ 为已知点，Ｃ２、Ｃ４ 和 Ｃ５ 为待求点．

３）方法 ３（附加深度的三维约束平差）．采用附

加深度的三维约束平差方法，方法 １ 的基础上，将各

控制点的深度作为观测量，增加式（９）所示观测方

程，以部分已知点平面坐标为约束，在三维空间开展待

求点坐标的确定．开展 ２ 个试验：（３－Ａ）Ｃ２ 和 Ｃ４ 为已

知点，Ｃ５，Ｃ６ 和 Ｃ８ 为待求点；（３－Ｂ）Ｃ６和 Ｃ８为已知点，
待求点为 Ｃ２，Ｃ４和 Ｃ５．本文给出的 ３种方法的处理结果

见表 １．

表 １　 不同方法下 ５ 个应答器的定位结果

Ｔａｂ．１　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｉｖｅ ｔｒａｎｓｐｏｎｄｅｒｓ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

坐标

差 ／ ｍ

Ｃ２ Ｃ４ Ｃ５ Ｃ６ Ｃ８

１－Ｂ ２－Ｂ ３－Ｂ １－Ｂ ２－Ｂ ３－Ｂ ２－Ａ ２－Ｂ ３－Ａ ３－Ｂ １－Ａ ２－Ａ ３－Ａ １－Ａ ２－Ａ ３－Ａ

ｄｘ ０．０５ ０．０５ ０．０４ －０．０７ －０．０５ －０．０５ －０．０４ ０．０５ －０．０４ ０．０５ －０．０８ －０．０８ －０．０８ ０ ０ ０

ｄｙ －０．０８ ０．０４ ０．０４ ０．０４ －０．０２ －０．０１ ０．０３ －０．０７ ０．０３ －０．０６ －０．０３ ０．０１ －０．０２ －０．０６ ０．０１ ０．０２

ｄｚ －０．４７ ０．０８ ０．０８ －０．２５ ０．０７ ０．０７ －０．０８ －０．０８ －０．０８ －０．０８ －０．３２ ０．１２ ０．１２ ０．２３ －０．０９ －０．０９

２．３　 比较及分析

由于圆走航方法具有较多的冗余边观测量，其
空间交会确定的平面坐标准确可靠；此外，为避免测

量点与被测量点几何分布导致的垂直解精度不高和

不稳定问题，基于控制点上应答器提供的深度信息

和圆走航船载换能器提供的深度信息，将其深度差

作为附加约束，最终可获得高精度的水下控制点垂

直解．以圆走航方法获得的各水下控制点坐标为参

考点，各数据处理方法所得结果与之比较，可得各点

的外符合精度如表 １ 所示，尽管低于借助协方差传

播律计算得到的内符合精度［２１］，但更能客观地评价

本文方法．由表 １ 可以看出：
１）３ 种方法的平面定位精度均较高，为厘米级；相

对方法 １，方法 ２，３ 的平面定位精度略高，但不显著．
２）３ 种方法所得控制点垂直解精度差异较大．方

法 １ 垂直解误差大于 ０．２３ ｍ，小于 ０．４７ ｍ，定位精度

为分米级，进一步验证了交会定位存在的垂直解精

度不高问题；相对方法 １，方法 ２，３ 无论是平面和垂

直解，精度均在厘米级，定位精度一致且稳定，表明

本文提出的基于深度约束的水下控制网点确定方法

是正确的．
３）从各点的垂直定位精度来看，方法 ２，３ 的垂

直解误差最大为 ０．１２ ｍ，最小为 ０．０７ ｍ，２ 种方法的

定位精度基本一致．分析认为，由于试验在湖上进

行，风浪相对海上小的多，波浪因素对深度观测量的

影响非常小，无论是每个控制点上的深度观测值还

是控制点间的深度差观测值，精度均比较高，因此基

于深度差的二维约束平差方法与附加深度的三维约

束平差方法几乎是等价的．尽管前者具有简单、方便

和易于实施等优点，但考虑海上作业实际，建议采用
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附加深度的三维约束平差方法．

３　 结　 论

１）本文提出的 ２ 种基于深度约束的海底控制网

点坐标确定方法，有效地解决现有数据处理方法的

不足，实现了海底控制网点三维坐标，尤其是垂直解

的高精度、稳健确定，并在松花湖实验中得到了检验

和验证．
２）无论是提出的融合深度差的二维约束平差方

法还是附加深度的三维约束平差方法，均将三维约

束平差解的精度提高 ２ ～ ５ 倍，且实现了平面解与垂

直解精度的同量级；考虑海上实际，建议在数据处理

中采用附加深度的三维约束平差方法，即将深度值

作为附有误差的观测量，与测边观测量一并平差，可
有效消除波浪误差的影响，提高海底控制点三维解

的精度的同时，增强本文方法的适用性．
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