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摘　 要： 为研究简支薄壁箱梁中剪力滞效应对结构动力特性的影响，基于模态摄动法提出了一种求解薄壁箱梁自由振动的新方

法．该方法以相同跨度等截面欧拉梁的频率和模态为 Ｒｉｔｚ 基函数，将箱梁自由振动的微分方程组转化为一组非线性代数方程进

行求解．对于简支箱梁，可进一步将代数方程组简化为一元二次方程，从而得到精确的特征值和特征向量．在此基础上，利用所得

箱梁振动模态的解析表达式，提出了模态剪力滞系数的概念，从而建立了箱梁固有频率和剪力滞效应之间的关系．随后研究了模

态剪力滞系数随跨宽比、翼板抗弯刚度和截面抗弯刚度之比的变化规律．计算结果表明：简支梁腹板处剪力滞系数最大且大于 １，为
正剪力滞效应；随着模态阶数的增加、跨宽比的减小和翼板抗弯刚度和截面抗弯刚度之比的增大，剪力滞效应呈现增大的趋势．
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　 　 薄壁箱梁具有良好的抗弯和抗扭性能在现代桥
梁中得到广泛应用．当箱梁发生竖向位移时，由于翼
板中剪力滞后的影响引起翼板纵向应力沿横向分布
不均匀，而存在剪力滞效应［１－５］ ．

对于箱梁自由振动而言，剪力滞效应引起箱梁
的动力特性发生显著变化．对于不同的跨高比，可忽

略箱梁部分影响因素而建立相应的自由振动方程．
当跨高比较大时，甘亚南等［６］、吴有俊等［７］ 以欧拉
梁为基础，忽略了剪力滞引起纵向位移的惯性影响，
分别研究了剪力滞引起的弹性势能对梁动力特性的
影响．对于跨高比小的箱梁，此时截面的剪切变形和
转动惯量影响不可忽略．张永健等［８］ 分析了剪切变
形和剪力滞效应对简支箱梁自振频率的影响．甘亚
南等［９－１０］ 基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论讨论了剪力滞效

应对等截面箱梁自振频率的影响．周旺保等［１１］ 研究
了剪力滞、剪切变形、转动惯量、滑移效应对钢－混



凝土组合箱型梁动力特性的影响．
在上述箱梁自由振动的求解过程中，大部分是

基于分离变量法得到箱梁自由振动的解析解．由于

箱梁的自由振动控制方程是一个微分方程组，因此

自振频率超越方程及模态函数很复杂．从梁的振动

方程角度看，剪力滞效应对梁振动的影响可看作是

欧拉梁振动方程修正后形成的系统，则可以利用摄

动法求解箱梁自由振动．楼梦麟［１２］ 首先利用模态摄

动法，将变系数微分方程的求解问题转化为代数方

程组进行求解，从而简化了特征方程的求解．随后，
楼梦麟等［１３］、潘旦光等［１４］ 将模态摄动法应用于变

截面梁的振动．潘旦光等［１５－１６］ 进一步将模态摄动法

推广到变截面 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁振动方程的求解．本文

将利用模态摄动法的基本思想，研究箱梁的自振频

率和振型的简化分析方法．在此基础上，根据箱梁位

移和弯矩的关系，推导了箱梁自由振动的模态剪力

滞系数，并分析跨宽比和翼缘板的刚度占梁总刚度

百分比等对梁模态剪力滞系数的影响．

１　 箱梁的自由振动方程

图 １ 所示的矩形薄壁箱型梁，若梁的竖向位移

为 ｗ （ｘ， ｔ），上下翼缘板的纵向位移函数为 ｖｉ（ｘ， ｙ，
ｔ），且假定 ｖｉ（ｘ， ｙ， ｔ）可表示为
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式中：ｕ（ｘ， ｔ）为翼缘板剪切转角的最大差值，ｘ、ｙ 和

ｚ 分别表示顺梁方向、垂直于梁方向和竖向，ｂ 为箱

室净宽的一半，ｈｉ截面形心到顶、底板的距离，ｉ 分别

取顶、底板．
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图 １　 箱形梁截面
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　 　 基于欧拉梁理论，梁的动能 Ｔ 为
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　 　 梁的势能 Ｖ 为

Ｖ ＝ １
２ ∫

ｌ

０

ＥＩｗ″２ｄｘ ＋ １
２ ∫

ｌ

０

９
５

Ｇ
ｂ２ Ｉｓｕ

２ｄｘ ＋

１
２ ∫

ｌ

０

ＥＩｓ
３
２
ｗ″ｕ′ ＋ ９

１４
ｕ′２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ．

（３）

式中：ρ、Ｅ、Ｇ、Ａ 分别为箱梁的密度、弹性模量、剪切

模量和截面面积． Ｉ 为截面的转动惯量，Ｉｓ为顶板和

底板的转动惯量．根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理可得梁的自由

振动方程为：
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２　 简支箱梁动力特性的模态摄动解

若式（４）所对应的第 ｊ 阶模态的特征值为 λ
－
ｊ ＝

ω－ ２
ｊ ，特征向量为 Ｗ

－

ｊ ｘ( ) 和 Ｕ
－

ｊ ｘ( ) ，则第 ｊ 阶模态的特

征方程为：
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　 　 忽略剪力滞效应后，具有相同跨度欧拉梁第 ｊ
阶模态的控制方程为

－ λ ｊρＡＷ ｊ ＋ ＥＩＷ ｊ
（４） ＝ ０． （６）

　 　 当梁为简支梁时，与式（６）特征方程相对应的

特征值和模态为
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　 　 直接模态摄动法的基本思想是把式（５）考虑剪

力滞效应薄壁箱梁的特征方程看成式（６）所表示的等

截面欧拉梁经过参数修改所得到的新系统，这个新系

统的主模态函数以及特征值可以用等截面欧拉梁的

模态特征经过简单的摄动分析求解．则可以假设：

λ
－
ｊ ＝ λ ｊ ＋ Δλ ｊ， （８ａ）

Ｗ
－

ｊ ＝ Ｗ ｊ ＋ ∑
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ｊ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
Ｗ′ｋ ｑｋｊ ． （８ｃ）

　 　 从理论上来说，式（６）中梁有无穷多个主模态

函数，即式（８）中 ｎ 应该趋向于无穷．但是在实际计

算时，通常只需要考虑有限个低阶模态进行近似的

计算就可以满足要求．当解出 Δλ ｊ，ｐｋｊ，ｑｋｊ这 ２ｎ 个未

知数，即可计算箱梁的第 ｊ 阶特征值及其对应的主

模态函数．将（８）式代入（５）式可得：

－ λ ｊ ＋ Δλ ｊ( ) ρＡ Ｗ ｊ ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｊ
Ｗｋｐｋｊ( ) ＋ ＥＩ（Ｗ ｊ

（４） ＋

∑
ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｊ
Ｗｋ

（４） ｐｋｊ） ＋ ３
４
ＥＩｓ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｗｋ

（４） ｑｋｊ ＝ ０， （９ａ）
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λｊ ＋ Δλｊ( ) ρＩｓ∑
ｎ

ｋ ＝１
Ｗ″ｋ ｑｋｊ ＋

３
４
ＥＩｓ Ｗｊ

（４） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝１，ｋ≠ｊ
Ｗｋ

（４）ｐｋｊ( ) ＋

９
１４
ＥＩｓ∑

ｎ

ｋ ＝１
Ｗｋ

（４）ｑｋｊ －
９ＧＩｓ
５ｂ２ ∑

ｎ

ｋ ＝１
Ｗ ″ｋｑｋｊ ＝ ０． （９ｂ）

　 　 在方程（９）两边同时乘以Ｗｉ ｘ( ) ｉ＝１，２，···ｎ( ) ，
然后沿全长积分，根据欧拉梁的模态正交性，化简后

可得：

－ λ ｊ ＋ Δλ ｊ( ) ρＡ ∑
ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｊ
Ｒ ｉｋｐｋｊ ＋ ＥＩ ∑

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｊ
Ｔｉｋｐｋｊ －

Δλ ｊρＡＲ ｉｊ ＋
３
４
ＥＩｓ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｔｉｋｑｋｊ ＝ λ ｊρＡＲ ｉｊ － ＥＩＴｉｊ，

（１０ａ）
３
４
ＥＩｓ ∑

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｊ
Ｔｉｋｐｋｊ ＋ ρＩｓ λ ｊ ＋ Δλ ｊ( ) ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｓｉｋｑｋｊ ＋

９
１４

ＥＩｓ∑
ｎ

ｋ ＝ １
Ｔｉｋｑｋｊ －

９ＧＩｓ
５ｂ２ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｓｉｋｑｋｊ ＝ －

３
４
ＥＩｓＴｉｊ ．

（１０ｂ）
式（１０）中：

Ｒｉｊ ＝ ∫
ｌ

０

ＷｉＷｊｄｘ ＝ ｌ
２
δｉｊ，

Ｓｉｊ ＝ ∫
ｌ

０

ＷｉＷ ″ｊ ｄｘ ＝ － ｊπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｌ
２
δｉｊ，　 　

Ｔｉｊ ＝ ∫
ｌ

０

ＷｉＷ ｊ
（４）ｄｘ ＝ ｊπ

ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４ ｌ
２
δｉｊ ．

式中 δｉｊ为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 符号．
依次取 ｉ 为 １， ２， …，ｎ，重复利用式（１０）可得 ２ｎ

个代数方程．将 ２ｎ 个代数方程写成矩阵形式：
Ｃ１１

Ｃ２１

é

ë

ê
ê

Ｃ１２

Ｃ２２

ù

û

ú
ú
＋ Δλ ｊ

Ｄ１１

０
é

ë
ê
ê

０
Ｄ２２

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ
ｑ{ } ＝

Ｍ
Ｎ{ } ． （１１）

式中：Ｃ１１、Ｃ１２、Ｃ２１、Ｃ２２、Ｄ１１、Ｄ２２都为 ｎ 阶方阵，ｐ、ｑ、Ｍ、
Ｎ 为 ｎ 阶向量．各个方阵和向量的元素分别为：

Ｃ１１
ｉｋ ＝

－ λ ｊρＡＲ ｉｋ ＋ ＥＩＴｉｋ，　 ｋ ≠ ｊ；
　 　 － λ ｊ ρＡＲ ｉｊ，　 　 　 ｋ ＝ ｊ．{

Ｃ１２
ｉｋ ＝ ３

４
ＥＩｓＴｉｋ ．

Ｃ２１
ｉｋ ＝

３
４
ＥＩｓＴｉｋ，　 ｋ ≠ ｊ；

　 　 ０，　 　 　ｋ ＝ ｊ．

ì

î

í
ïï

ïï

Ｃ２２
ｉｋ ＝ λ ｊρＩｓＳｉｋ ＋ ９

１４
ＥＩｓＴｉｋ －

９ＧＩｓ
５ｂ２ Ｓｉｋ，

Ｄ１１
ｉｋ ＝

－ ρＡＲ ｉｋ，ｋ ≠ ｊ；
　 ０，　 　 ｋ ＝ ｊ．{

Ｄ２２
ｉｋ ＝ ρＩｓＳｉｋ ．

ｐ ＝ ｛ｐ１ｊ … ｐ（ ｊ －１） ｊ 　 Δλ ｊ ／ λ ｊ 　 ｐ（ ｊ ＋１） ｊ … ｐｎｊ｝ Ｔ，

ｑ ＝ ｛ｑ１ｊ ｑ２ｊ … ｑｎｊ｝ Ｔ，

Ｍｉ ＝ － ＥＩＴｉｊ ＋ λ ｊρＡＲ ｉｊ，　 Ｎｉ ＝ －
３
４
ＥＩｓＴｉｊ ．

　 　 显然Ｃ１１、Ｃ１２、Ｃ２１、Ｃ２２、Ｄ１１、Ｄ２２ 都为对角矩阵，
Ｍｉ ＝ ０，Ｎｉ ＝ ０（ ｉ≠ｊ），因此，ｐ、ｑ 只有第 ｊ 个元素不为

零，则式（１１）只剩下两个方程．由此可得：

λ
－
ｊ －

３
４

Ｉｓ
Ｉ
ｑ ｊｊλ ｊ ＝ λ ｊ， （１２ａ）

ｑ ｊｊ ＝
－ ３

４
ＥＩｓ

ｊπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

９
１４

ＥＩｓ
ｊπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
９ＧＩｓ
５ｂ２

－ ρＩｓλ
－
ｊ

． （１２ｂ）

将式（１２ｂ）代入式（１２ａ）可得

λ
－
ｊ

λ ｊ

＝ １ －

ｊ２π２

ｌ２
α － １( )

α ｊ２π
ｌ２

２

＋ β２ － １４
９

αρλ
－
ｊ

Ｅ

． （１３）

式中 α ＝ １
１－７Ｉｓ ／ ８Ｉ

，β ＝ １
ｂ

１４Ｇα
５Ｅ

为瑞纳斯常数．当

Ｉｓ ＝ ０，α ＝ １，即梁不存在翼板而没有剪力滞效应，此
时，梁的动力特性等于欧拉梁的动力特性．因此，式
（１３）中等式右边第二项为剪力滞效应所引起梁动

力特性变化．当 Ｉｓ＞０ 时，α＞１，由此使 λ
－
ｊ＜λ ｊ，这表明

剪力滞使梁的频率降低．对于等式右边第二项分母

中的
１４αρλ

－
ｊ

９Ｅ
项是剪力滞所引起的惯性效应．若忽略

剪力滞的惯性效应，即为吴有俊等［７］ 所得箱形简支

梁动力特性的计算公式．

由式（１３）可得 λ
－
ｊ 的两个根，其数值小的根为

λ
－
ｊ ＝ ０．５ξ － ０．２５ξ２ － η ， （１４）

式中 ξ＝ ９Ｅ
１４ρ

ｊπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋β
２

α
é

ë
êê

ù

û
úú ＋λ ｊ，η＝

９Ｅλ ｊ

１４ρα
ｊπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋β２é

ë
êê

ù

û
úú ．

将式（１４）代入式（１２ｂ）可得 ｑ ｊｊ的解为

ｑ ｊｊ ＝
４Ｉ
３Ｉｓ

λ
－
ｊ － λ ｊ

λ ｊ
． （１５）

　 　 由式（１４）可知，采用直接模态摄动法计算等截面

箱梁振动特性式的计算结果与式（８）中 ｎ 的选取无

关．当 ｎ 趋近于无穷时，式（８）中代表了全模态的展

开，是精确的坐标变换．所以式（１４）和式（１５）所得的

特征值和特征向量是简支箱梁动力特性的精确解．

３　 模态的剪力滞系数

由式（８）和（１５）可知，箱形简支梁的模态为

Ｗ
－

ｊ ＝ Ｗ ｊ，Ｕ
－

ｊ ＝ ｑ ｊｊＷ′ｊ ， （１６）
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　 　 则第 ｊ 阶模态翼板中的正应力为

σｉｊ（ｘ） ＝ Ｅｈｉ Ｗ
－
″ｊ ＋ １ － ｙ３

ｂ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｕ

－
′ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１７）

　 　 式（１６）模态位移下，箱梁任意截面的弯矩为

Ｍ ｊ（ｘ） ＝ － ＥＩ Ｗ
－
″ｊ（ｘ） ＋ ３

４
ＥＩｓ Ｕ

－
′ｊ（ｘ）

é

ë
êê

ù

û
úú ． （１８）

　 　 在式（１８）弯矩作用下，按欧拉梁理论所得翼板

的正应力为

σ－ ｉｊ（ｘ） ＝ －
Ｍ（ｘ）ｈｉ

Ｉ
＝ Ｅｈｉ Ｗ

－
″ｊ （ｘ） ＋ ３

４
Ｉｓ
Ｉ
Ｕ
－
′ｊ（ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

（１９）

　 　 根据剪力滞系数的定义：γ ｊ ＝
σ ｊ

σ－
，由式（１５） ～

（１９），可得到模态的剪力滞系数为

γ ｊ（ｘ） ＝
λ ｊ ＋ １ － ｙ３

ｂ３
æ

è
ç

ö

ø
÷
４Ｉ
３Ｉｓ

λ
－
ｊ － λ ｊ( )

λ
－
ｊ

． （２０）

　 　 由式（２０）可知，对简支梁而言，剪力滞系数和 ｘ
无关，即纵向各截面的剪力系数相同．箱梁翼板和腹

板交角处的剪力滞系数为

γｅ
ｊ ＝

λ ｊ

λ
－
ｊ

． （２１）

　 　 箱梁翼板和腹板交角处的剪力滞系数为最大剪

力滞系数．最大剪力滞系数用于度量箱梁剪力滞影

响的大小．式（２１）表明单箱单室截面翼板和腹板交

角处的剪力滞系数等于欧拉梁特征值和剪力滞影响

下箱梁特征值的比．这表明对于箱梁自由振动而言，
最大剪力滞系数既反映了箱梁剪力滞的大小，又反

映了由于剪力滞引起梁自振频率的变化．最大剪力

滞系数越大，梁的自振频率降低越多．

４　 计算精度分析

式（１４）所得的特征值和特征向量是在忽略剪

切变形和转动惯量影响后所得的精确解．为验证本

文方法计算结果的精度，下面对箱型截面梁分别进

行欧拉梁理论，本文方法和有限元方法的自由振动

计算．其中有限元方法是采用壳单元的分析结果．箱
梁截面的材料参数为：Ｅ ＝ ３５ ＧＰａ，Ｇ ＝ １５ ＧＰａ．箱梁

截面形式和坐标如图（１）所示，各部位的尺寸为：
ｔ＝ ０．２５ ｍ，ｂ＝ ３．５５ ｍ，ｈ ＝ ２ ｍ．当 Ｉｓ ／ Ｉ ＝ ０．８８ 时，腹板

宽度为 ｔｗ ＝ ０． ４ ｍ；当 Ｉｓ ／ Ｉ ＝ ０． ９４ 时，腹板宽度为

ｔｗ ＝ ０．２ ｍ，同时选取梁的跨度为 ４０、３０ 和 ２０ ｍ．不同

方法所得箱梁的前三阶的自振频率见表 １．
由计算结果可知本文的方法由于忽略了转动惯

量、剪切变形以及翼缘板振动的影响而与有限元结

果有一定差别，但是误差并不大，可满足工程需要．
同时，本文方法所得各阶模态的频率都小于欧拉梁

的频率，且模态阶数越高，两者的频率相差越大，这
表明剪力滞对梁的自由振动有显著影响．

表 １　 简支薄壁箱梁的固有频率

Ｔａｂ．１　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｔｈｉｎ⁃ｗａｌｌｅｄ
ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ

Ｉｓ ／ Ｉ ｌ ／ ２ｂ 计算方法
各阶固有频率 ／ Ｈｚ

一阶 二阶 三阶

０．８８

５．６３

４．２３

２．８２

欧拉梁 ３．０１ １２．０３ ２７．０６

本文方法 ２．９３ １１．０２ ２２．８１

有限元 ３．１２ １１．０４ ２２．０６

欧拉梁 ５．３４ ２１．３８ ４８．１０

本文方法 ５．１３ １８．５５ ３７．０５

有限元 ５．３４ １７．７９ ３３．９３

欧拉梁 １２．０３ ４８．１０ １０８．２３

本文方法 １１．０２ ３７．０５ ７０．０２

有限元 １０．９７ ３３．０２ ５９．３６

０．９４

５．６３

４．２３

２．８２

欧拉梁 ３．１０ １２．４１ ２７．９３

本文方法 ３．０２ １１．３１ ２３．２４

有限元 ３．１５ １０．７２ ２０．４７

欧拉梁 ５．５２ ２２．０７ ４９．６５

本文方法 ５．２８ １８．９６ ３７．４３

有限元 ５．３３ １６．８４ ３０．５３

欧拉梁 １２．４１ ４９．６５ １１１．７２

本文方法 １１．３１ ３７．４３ ６９．２４

有限元 １０．６５ ２９．９５ ５１．２５

５　 参数分析

以跨宽比（ ｌ ／ ２ｂ）和翼板相对转动惯量（ Ｉｓ ／ Ｉ）为
参数讨论箱梁自由振动时，模态剪力滞系数和梁自

振频率的变化规律．参数分析时箱梁截面的跨度和

腹板厚度为变量，其余参数同前．
５．１　 模态剪力滞系数的横向分布

箱梁顶板的剪力滞分布沿箱梁中轴线左右对

称，因此只画出一半的剪力滞系数．取梁的跨度为

４０ ｍ，前 ４ 阶模态箱梁上翼板的剪力滞系数见图 ２．
由计算结果可知：１）腹板附近剪力滞系数最

大，且 γｅ
ｊ ≥１，这表明简支梁自由振动时，梁的剪力

滞效应为正剪力滞效应．事实上，由式（１３）可知，剪
力滞使梁的特征值降低，因此，γｅ

ｊ≥１ 是剪力滞使梁

振动频率降低的必然结果；２） 前四阶模态的最大剪

力滞系数分别为 １．０４５、１．１７６、１．３８９ 和 １．７０６．这表

明随着振动阶数的增加，剪力滞后效应越来越明显．
剪力滞使箱梁前四阶模态的频率分别降低了 ２．２％、
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７．８％、１５．１％和 ２３．４％．因此，对于有高阶模态参与振

动的箱梁，必须考虑剪力滞效应的影响．
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图 ２　 上翼板剪力滞系数

Ｆｉｇ．２　 Ｓｈｅａｒ ｌａｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｏｐ ｆｌａｎｇｅ ｐｌａｔｅ

５．２　 不同参数对最大剪力滞系数的影响

简支梁的最大剪力滞系数随 ｌ ／ ２ｂ 和 Ｉｓ ／ Ｉ 的变

化曲线见图 ３、４．
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图 ３　 最大剪力滞系数 γｅ与跨宽比（ ｌ ／ ２ｂ）的关系

Ｆｉｇ．３　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ γｅ ａｎｄ ｌ ／ ２ｂ
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图 ４　 最大剪力滞系数 γｅ与（Ｉｓ ／ Ｉ）的关系（ ｌ＝４０ ｍ）
Ｆｉｇ．４　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ γｅ ａｎｄ Ｉｓ ／ Ｉ （ ｌ＝ ４０ ｍ）

　 　 由图可知：１） ｌ ／ ２ｂ 越大，γｅ越小．因此相同截面

情况下，梁跨度越大，剪力滞影响越小．对于第一阶

模态，当 ｌ ／ ２ｂ ＞４ 时，γｅ＜１．０５．因此，对于仅需考虑第

一阶模态振动的箱梁可忽略剪力滞效应的影响；
２） Ｉｓ ／ Ｉ 反映翼缘板刚度占总刚度的百分比．Ｉｓ ／ Ｉ 显著

地影响箱梁的剪力滞后效应，由此也显著影响箱梁

自振频率． Ｉｓ ／ Ｉ 越大，γｅ越大．这说明 Ｉｓ ／ Ｉ 比值越大，
频率降低越多．但是，对于第一阶模态而言，Ｉｓ ／ Ｉ＜０．９
时，γｅ ＜１．０５，此时剪力滞影响很小，可以忽略不计．

但是对于 ２ 阶以上模态，当 Ｉｓ ／ Ｉ ＞０．４ 时，则γｅ＞１．０５，
此时，剪力滞影响不可忽略．

６　 结　 论

本文基于欧拉梁的特征值和模态，利用模态摄

动法将箱梁的自由振动方程组转化为非线性代数方

程组来求解，从而简化计算．应用于等截面简支梁

时，可得到箱梁主频率和模态的精确解．基于箱型梁

的模态，进一步推导了模态剪力滞系数．由理论分析

和数值计算可得如下结论：
１）对于简支梁而言，模态剪力滞系数沿梁轴线

方向不变．且单箱单室截面翼板和腹板交角处的剪

力滞系数等于欧拉梁特征值和剪力滞影响下箱梁特

征值的比．
２） 腹板附近剪力滞系数最大，且 γｅ

ｊ≥１，这表明简

支箱梁自由振动时，梁的剪力滞效应为正剪力滞效应．
３）随着模态阶数的增加，剪力滞效应越来越

大，由此导致箱梁高阶模态的自振频率显著降低．
４） ｌ ／ ２ｂ 越小，Ｉｓ ／ Ｉ 越大，γｅ越大．当 ｌ ／ ２ｂ ＞４ 或

Ｉｓ ／ Ｉ ＜０．９ 时，γｅ＜１．０５．此时，对于仅需考虑第一阶模

态振动的箱梁可忽略剪力滞效应的影响．除此以外，
剪力滞效应对结构动力反应的影响不可忽略，因此，
一旦激振荷载能激起箱梁高阶模态的振动，剪力滞

效应将显著地影响结构的动力反应．

参考文献

［１ ］ ＣＨＥＮ Ｊｕｎ， ＳＨＥＮ Ｓｈｕｉｌｏｎｇ， ＹＩＮ Ｚｈｅｎｙｕ， ｅｔ ａｌ． Ｃｌｏｓｅｄ⁃ｆｏｒｍ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｈｅａｒ ｌａｇ ｗｉｔｈ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｌａｎｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ［Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｌ Ｓｔｅｅｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０１４， １０２（１１）：１０４－１１０．

［２］ ＧＡＲＡ Ｆ， ＬＥＯＮＩ Ｇ， ＤＥＺＩ Ｌ． Ａ ｂｅａｍ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｓｈｅａｒ
ｌａｇ ｅｆｆｅｃｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ
ｄｅｃｋｓ ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００９， ３１（８）：１８８８－１９０２．

［３］ 郭健，孙炳楠． 型钢－混凝土箱形桥塔的剪力滞后效应分析［ Ｊ］ ．
哈尔滨工业大学学报， ２００３， ３５（增刊）：２６９－２７１，２７５．
ＧＵＯ Ｊｉａｎ， ＳＵＮ Ｂｉｎｇｎａｎ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｌａｇ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓｔｅｅｌ⁃
ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｏｘ ｔｏｗｅｒ ｉｎ ｃａｂｌｅ⁃ｓｔａｙｅｄ ｂｒｉｄｇｅ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２００３， ３５（ｓ）： ２６９－２７１，２７５．

［４］ 王浩， 李爱群， 赵大亮， 等． 润扬悬索桥钢箱梁受力分析及实验

研究［Ｊ］ ． 哈尔滨工业大学学报， ２００６， ３８（７）：１０６２－１０６４．
ＷＡＮＧ Ｈａｏ， ＬＩ Ａｉｑｕｎ， ＺＨＡＯ Ｄａｌｉａｎｇ， ｅｔ ａｌ． ＦＥ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｌｏｃａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ｓｔｅｅｌ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｏｆ ｒｕｎｙａｎｇ
ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈａｒｂｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
２００６， ３８（７）：１０６２－１０６４．

［５］ ＺＨＡＮＧ Ｙｕａｎｈａｉ， ＬＩＮ Ｌｉｘｉａ． Ｓｈｅａｒ ｌａｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｉｎ⁃ｗａｌｌｅｄ ｂｏｘ
ｇｉｒｄｅｒｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａ ｎｅｗ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１４， ６１（１）：７３－８３．

［６］ 甘亚南， 吴亚平， 王根会， 等． 剪力滞效应对简支箱梁自振特性

的影响研究［Ｊ］ ． 兰州铁道学院学报，２００２， ２１（３）： ２３－２５．
ＧＡＮ Ｙ Ｎ， ＷＵ Ｙ Ｐ， ＷＡＮＧ Ｇ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｌａｇ ｏｎ ｔｈｅ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｏｆ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｔｏ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｕｎｄｅｒ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ［Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｌａｎｚｈｏｕ Ｒａｉｌｗａｙ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ， ２００２，２１（３）：２３－２５

·０６· 哈　 尔　 滨　 工　 业　 大　 学　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４８ 卷　



［７］ 吴有俊， 罗旗帜， 陈玉骥． 考虑剪力滞效应简支箱梁自振方程

的求解［Ｊ］ ． 佛山科学技术学院学报（自然科学版）， ２０１０， ２８
（２）：１２－１７．
ＷＵ Ｙｏｕｊｕｎ， ＬＵＯ Ｑｉｚｈｉ， ＣＨＥＮ Ｙｕｊｉ． Ｔｈｅ Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｔｏ ｓｉｍｐｌｙ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｓｈｅａｒ ｌａｇ ｅｆｆｅｃｔ
［ Ｊ ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｏｓｈａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ ），
２０１０， ２８（２）： １２－１７．

［８］ 张永健， 黄平明． 一种计入剪力滞及剪切变形效应的箱梁自振频

率计算方法［Ｊ］． 郑州大学学报（工学版）， ２００７， ２８（１）： ５１－５５．
ＺＨＡＮＧ Ｙｏｎｇｊｉａｎ， ＨＵＡＮＧ Ｐｉｎｇｍｉｎｇ． Ａ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ
ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｔｈｅ
ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｌａｇ ａｎｄ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅ）， ２００７， ２８（１）： ５１－５５．

［９］ 甘亚南， 周广春， 赫中营． 大悬臂板矩形截面箱梁动力反应的

分析［Ｊ］ ． 振动与冲击， ２０１０， ２９（１１）： ６１－６５．
ＧＡＮ Ｙ Ｎ， ＺＨＯＵ Ｇ Ｃ， ＨＥ Ｚｈｏｎｇｙｉｎｇ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎａｌｙｓｉｓ
ｆｏｒ ａ ｌａｒｇｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｉｎ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｅａｒ
ｌａｇ ｅｆｆｅｃｔ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ＆ Ｓｈｏｃｋ， ２０１０， ２９（１１）：６１－６５．

［１０］甘亚南， 周广春． 基于能量变分原理的薄壁箱梁自振特性分析

［Ｊ］ ． 中国公路学报， ２００７， ２０（１）：７３－７８．
ＧＡＮ Ｙａｎａｎ， ＺＨＯＵ Ｇｕａｎｇｃｈｕｎ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｉｎ⁃ｗａｌｌｅｄ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｅｎｅｒｇｙ ｖａｒｉａｔｉｏｎ
ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎａ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｉｇｈｗａｙ ＆ Ｔｒａｎｓｐｏｒｔ， ２００７， ２０
（１）：７３－７８．

［１１］ ＺＨＯＵ Ｗａｎｇｂａｏ， ＪＩＡＮＧ Ｌｉｚｈｏｎｇ， ＹＵ Ｚｈｉｗｕ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｒｅｅ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｏｆ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｏｘ⁃ｇｉｒｄｅｒ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｓｈｅａｒ ｌａｇ ａｎｄ ｓｌｉｐ ［ Ｊ ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｅｎｔｒａｌ Ｓｏｕｔｈ

Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２０１３， ２０： ２５７０－２５７７．
［１２］楼梦麟． 变参数土层的动力特性和地震反应分析［Ｊ］ ． 同济大学

学报， １９９７， ２５（２）：１５５－１６０．
ＬＯＵ Ｍｅｎｇｌｉｎ． Ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｍｏｄａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ
ｓｅｉｓｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｏｉｌ ｌａｙｅｒ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｔｏｎｇｊｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， １９９７， ２５（２）：１５５－１６０．

［１３］楼梦麟， 吴京宁． 复杂梁动力问题的近似分析方法［ Ｊ］ ． 上海力

学， １９９７， １８（３）：２３４－２４０．
ＬＯＵ Ｍｅｎｇｌｉｎ， ＷＵ Ｊｉｎｇｎｉｎｇ． Ａｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｓｉｓ
ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ ｂｅａｍｓ ［Ｊ］ ． Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９９７， １８（３）： ２３４～２４０．

［１４］张怀静， 潘旦光． 变截面连续梁动力特性的半解析解法［ Ｊ］ ． 北

京科技大学学报， ２００８，３０（６）：５９０－５９３．
ＺＨＡＮＧ Ｈｕａｉｊｉｎｇ， ＰＡＮ Ｄａｎｇｕａｎｇ． Ｓｅｍｉ⁃ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ
ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍｓ ［ Ｊ ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｂｅｉｊｉｎｇ， ２００８， ３０
（６）： ５９０－５９３．

［１５］潘旦光， 楼梦麟． 变截面 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 简支梁动力特性的半解析

解［Ｊ］ ． 工程力学，２００９， ２６（８）： ６－９．
ＰＡＮ Ｄ Ｇ， ＬＯＵ Ｍ Ｌ． Ｓｅｍｉ⁃ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｐｒｉｓｍａｔｉｃ ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ
［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００９， ２６（８）：６－９．

［１６］ ＰＡＮ Ｄａｎｇｕａｎｇ， ＣＨＥＮ Ｇｅｎｄａ， ＬＯＵ Ｍｅｎｇｌｉｎ． Ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｍｏｄａｌ
ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｐｒｉｓｍａｔｉｃ
Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍｓ ［ Ｊ］ ． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ａｎ
ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０１１， ４０（５）： ６８９－７０３．

（编辑　 赵丽莹）




































































































 



近期结构工程类会议简讯

　 　 １．“第十八届全国结构风工程学术会议”暨“第四届全国风工程研究生论坛”将于 ２０１７ 年 ８ 月 １６—
２２ 日在湖南省长沙市召开．会议由中国土木工程学会桥梁及结构工程分会风工程专业委员会、中国空

气动力学会风工程和工业空气动力学专业委员会主办，中南大学土木工程学院、研究生院、同济大学土

木工程防灾国家重点实验室承办．会议主题包括：边界层特性与风环境，钝体空气动力学，高层与高耸结

构抗风，大跨空间与悬吊结构抗风，低矮房屋结构抗风，大跨度桥梁抗风，特种结构抗风，计算风工程方

法与应用，风洞及其试验技术，结构抗风设计标准，结构风灾风险分析与评估，其他风工程和空气动力学

问题．
２．“２０１７ 年全国砌体结构领域基础理论与工程应用学术会议”将于 ２０１７ 年 １０ 月在山东省青岛市

召开．会议由中国工程建设标准化协会砌体结构专业委员会主办，青岛理工大学承办．会议旨在深入交

流新形式下砌体结构领域工程建设标准编制思路；砌体结构领域基本理论新成果；预制装配式砌体结构

新技术；砌体结构自承重墙抗震、抗风及防裂新措施；墙体材料工程应用新经验和适应砌体结构发展新

常态的最新对策．
３．“第十二届中日建筑结构技术交流会”将于 ２０１７ 年 ９ 月 １６—１７ 日在日本神户举行．该系列会议

是 １９９３ 年由中日建筑结构领域的专家学者提议以促进双方技术交流增进友谊为宗旨而创建的，曾分别

在北京、上海、深圳、大连、西安、杭州、重庆、成都、广州、东京、南京、武汉等召开了十八次交流大会与专

题研讨会．本次会议重点研讨的方向有：近年完成的复杂结构、超高层结构、大跨度结构设计案例；减隔

震技术的最新研究进展与工程应用；既有建筑改造加固技术的最新研究进展及工程应用；工业化建筑结

构的设计、制造与施工（装配式混凝土结构、装配式钢结构等）；复杂、大跨度、超高层结构的施工建造技

术（含 ＢＩＭ 技术应用） ．

·１６·第 １２ 期 潘旦光， 等：简支薄壁箱梁自由振动的摄动法解析解


