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摘　 要： 为分析约束阻尼对薄壁圆柱壳振动特性的影响，应用哈密顿原理结合瑞利－李兹法求解敷设约束阻尼圆柱壳的动力

学方程． 得出自由振动时的固有频率、损耗因子的计算公式；应用模态叠加法计算圆柱壳上任意一点的频率响应． 提出能量耗

散系数，将其作为阻尼效果的评价标准，用来分析约束阻尼结构各参数对阻尼效果的影响，并与损耗因子进行比较． 结果表

明：约束阻尼可以有效地抑制薄壁圆柱壳振动的传递；在指定频带范围内能量耗散系数能够作为阻尼效果的评价标准；阻尼

材料阻尼系数、约束层弹性模量、约束层厚度、阻尼层厚度均会对阻尼效果产生影响．
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　 　 阻尼材料可以将结构的机械能转化为热能耗

散． 约束阻尼是指将黏弹性阻尼材料固结在基体和

刚度较大的材料之间，基体为基层，刚度较大的材料

为约束层． 当基体振动时，基层与约束层产生相对

运动，黏弹性阻尼材料发生剪切变形使一部分机械

能发生损耗． 约束阻尼结构形式较为简单，阻尼效

果好，振动能量耗散剧烈，易于实现，广泛地应用在

汽车、建筑、机械、航天、船舶、仪表仪器中． 目前，对
约束阻尼的研究主要集中在板［１］、壳［２－４］、梁［５］、
杆［６］等单元上． 对敷设约束阻尼圆柱壳的研究方法

可分为有限元法和解析法两种． Ｒｕｚｚｅｎｅ 等［７］ 和

Ｗａｎｇ 等［８］通过有限元法计算了敷设约束阻尼圆柱

壳的固有频率和损耗因子，并且分析了各参数对于

圆柱壳固有频率的影响． 王淼等［９］和章艺等［１０］也通

过有限元法对约束阻尼圆柱壳的频率特性进行分

析． 有限元方法虽然对圆柱壳结构要求低，适用范

围广，但是在参数分析时比较困难，并且由于引入离

散变量使自由度过多而造成计算困难，在高频时计

算精度较低．
对敷设约束阻尼圆柱壳进行参数分析时一般采

用解析法，现在较为成熟的解析法有传递矩阵法、瑞
利法、带有分布参数的传递函数法等． 文献［１１－１３］
运用瑞利法分析了约束阻尼圆柱壳和部分敷设约束

阻尼圆柱壳的频率特性，给出了圆柱壳振动响应的

计算方法，并且分析了约束阻尼各参数对圆柱壳阻



尼效果的影响． 向宇等［１４－１５］针对敷设约束阻尼圆柱

壳的振动特性，利用改良的传递矩阵法进行分析，可
以求出各种边界条件下圆柱壳的振动． 这种方法在

求解敷设约束阻尼圆柱壳的自由振动时较为精确．
但是由于引入各层内力，传递矩阵是一个 １２ 维的矩

阵，计算量增加，在分析圆柱壳的受迫振动时比较困

难． 李恩奇等［１６］ 利用分布参数法提出了一种分析

约束阻尼圆柱壳动力学问题的传递函数法，分布参

数的引入有利于拓展传递函数法的应用范围；但是

该方法对于边界条件的描述是通过位移间接进行

的，在求解不同边界条件下的圆柱壳振动特性时

比较困难，而且该方法也无法计算圆柱壳的频率

响应．
综上所述，虽然人们对敷设约束阻尼圆柱壳的

振动特性进行了深入的研究，并且提出了不同的方

法． 但是这些方法有以下问题： １） 对于圆柱壳的振

动特性集中在自由振动特性的研究上，没有分析敷

设约束阻尼前后圆柱壳的响应问题； ２） 对约束阻

尼结构做参数分析时，仅把固有频率下的损耗因子

作为评价阻尼效果的唯一标准，无法分析在一定频

带范围内的阻尼效果．
本文从圆柱壳基本方程出发，首先，推导出敷设

约束阻尼圆柱壳系统的应变能和动能表达式；然后，
应用哈密顿原理结合瑞利－李兹求取圆柱壳的动力

学方程，并对其进行求解，得出敷设约束阻尼圆柱壳

的固有频率和损耗因子，采用模态叠加法求得系统

在受迫振动下的频率响应；最后，引入能量耗散系数

表示敷设约束阻尼圆柱壳在一定频带范围内的阻尼

效果，分析约束阻尼结构各参数的变化对于圆柱壳

阻尼效果的影响．

１　 动能及应变能

约束阻尼圆柱壳结构如图 １ 所示，３ 层结构分

别为基层、阻尼层和约束层． 为了简化，做如下假

设：１）基层和约束层满足圆柱薄壳假设；２）各层接

触面之间无相对滑动，完全黏结，各层之间位移连

续，３ 层材料沿径向位移相同；３）由于阻尼材料密度

较低，其面内惯量忽略不计，只考虑阻尼层的径向惯

量；４）黏弹性阻尼层只考虑剪切变形，忽略其抗拉、
抗弯刚度． 曲线坐标系的原点在圆柱壳端面的圆心

处，其中圆柱壳母线方向为 ｘ 轴，圆周方向为 θ 轴，
圆柱壳中面外法线的方向为 ｚ 轴． 本文中符号 ｈ 和

Ｒ 分别代表壳体的厚度和半径， 各式下标或者上标

中的 ｓ、ｖ 和 ｃ 分别代表基层、阻尼层和约束层． 壳体

中曲面上一点的轴向、切向、法向位移分别为 ｕ、
ｖ、ｗ．
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图 １　 约束阻尼圆柱壳几何示意图
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　 　 根据圆柱薄壳假设，基层和约束层的应变－位
移关系可以表示为
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（１）

式中： ｉ ＝ ｓ，ｃ； ε０
ｊｉ 为膜应变分量，各分量表达式为

ε０
ｘｉ ＝

∂ｕｉ

∂ｘ
，　 ε０

θｉ ＝
∂ｖｉ
Ｒ ｉ∂θ

＋ ｗ
Ｒ ｉ

，　 ε０
ｘθｉ ＝

∂ｖｉ
∂ｘ

＋
∂ｕｉ

Ｒ ｉ∂θ
；

ｋ０
ｊｉ 为弯曲应变分量，各分量表达式为

ｋ０ｘｉ ＝ － ∂２ｗ
∂ｘ２

，　 ｋ０θｉ ＝
∂ｖｉ
Ｒ２

ｉ∂θ
－ ∂２ｗ
Ｒ２

ｉ∂θ２
，　 ｋ０ｘθｉ ＝

∂ｖｉ
Ｒｉ∂ｘ

－ ２∂２ｗ
Ｒｉ∂ｘ∂θ

．

　 　 基层和约束层的应变势能为

　 Ｕｉ ＝
ｈｉ

２ ∫
２π

０
∫ｌ

０
［

Ｅ ｉ

１ － μ２
ｉ

（ε２
ｘｉ ＋ ε２

θｉ ＋ ２μｉεｘｉεθｉ） ＋

Ｇ ｉ ／ ２ε２
ｘθｉ］Ｒ ｉｄｘｄθ． （２）

式中： Ｅ ｉ、 μｉ 和 Ｇ ｉ 分别表示第 ｉ 层的弹性模量、泊松

比和剪切模量．
基层和约束层的动能为

Ｔｉ ＝
ρｉｈｉ

２ ∫ｌ
０
∫２π

０
（ｕ

·
２
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·
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阻尼层应变－位移关系为

εｖ
ｘｚ ＝ βｖ

ｘ ＋ ∂ｗ
∂ｘ

，

εｖ
θｚ ＝ βｖ
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ｖｖ
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Ｒ ｉ
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式中： εｖ
ｘｚ、εｖ

θｚ 分别为阻尼层沿 ｘ、θ方向剪切应变， βｉ
θ

为第 ｉ层横截面沿 θ方向的转角 （ ｉ ＝ ｓ，ｃ，ｖ） ． 各转角

和约束阻尼层间沿 ｘ 方向位移关系如图 ２ 所示．
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图 ２　 约束阻尼沿 ｘ 方向层间位移关系
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ｘ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
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　 　 根据图 ２，由几何关系可得各层沿 ｘ 方向位移

关系：

ｕｃ（ｘ，θ） －
ｈｃ

２
βｃ
ｘ（ｘ，θ） ＝ ｕｖ（ｘ，θ） ＋

ｈｖ

２
βｖ
ｘ（ｘ，θ），

ｕｓ（ｘ，θ） ＋
ｈｓ

２
βｃ
ｘ（ｘ，θ） ＝ ｕｖ（ｘ，θ） －

ｈｖ

２
βｖ
ｘ（ｘ，θ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４）

同理，可得各层沿 θ 方向的位移关系：

ｖｃ（ｘ，θ） －
ｈｃ

２
βｃ
θ（ｘ，θ） ＝ ｖｖ（ｘ，θ） ＋

ｈｖ

２
βｖ
θ（ｘ，θ），

ｖｓ（ｘ，θ） ＋
ｈｓ

２
βｓ
θ（ｘ，θ） ＝ ｖｖ（ｘ，θ） －

ｈｖ

２
βｖ
ｘ（ｘ，θ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（５）

将式（４）和（５）整理可得阻尼层沿 θ、ｘ 轴的中

面位移和横向法线绕 θ、ｘ 轴的转角为

ｕｖ（ｘ，θ） ＝ １
２
［（ｕｃ －

ｈｃ

２
βｃ
ｘ） ＋ （ｕｓ ＋

ｈｓ

２
βｓ
ｘ）］，

ｖｖ（ｘ，θ） ＝ １
２
［（ｖｃ －

ｈｃ

２
βｃ
θ） ＋ （ｖｓ ＋

ｈｓ

２
βｓ
θ）］，

βｖ
ｘ（ｘ，θ） ＝ １

ｈｖ
［（ｕｃ －

ｈｃ

２
βｃ
ｘ） － （ｕｓ ＋

ｈｓ

２
βｓ
ｘ）］，

βｖ
θ（ｘ，θ） ＝ １

ｈｖ
［（ｖｃ －

ｈｃ

２
βｃ
θ） － （ｖｓ ＋

ｈｓ

２
βｓ
θ）］ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（６）

对于黏弹性阻尼层，其本构方程为

τｖ
ｘｚ ＝ Ｇｖεｖ

ｘｚ，

τｖ
θｚ ＝ Ｇｖεｖ

θｚ ．{
式中： τｖ

ｘｚ、τｖ
θｚ 分别表示沿 ｘ、θ 轴的剪切应力； Ｇｖ 表

示阻尼材料的复剪切模量，且
Ｇｖ ＝ Ｇｖ

１ ＋ ｉＧｖ
２ ＝ Ｇ（ω）（１ ＋ ｇｉ）；

Ｇｖ
１ 为复剪切模量的实部，也称为储能剪切模量； Ｇｖ

２

为复剪切模量的虚部，它决定了黏弹性阻尼材料受

到剪切变形时转换成热能的能量损耗，所以称为损

耗剪切模量； ｇ 为黏弹性阻尼材料的阻尼系数．
阻尼层剪切应力做功为

Ｗｖ ＝
１
２ ∫

ｈｖ
２

－
ｈｖ
２
∫ｌ

０
∫２π

０
（τｖ

ｘｚεｖ
ｘｚ ＋ τｖ

θｚεｖ
θｚ）Ｒｖｄｘｄθｄｚ ＝

Ｕｖ ＋ Ｗ１ ． （７）
式中： Ｗｖ 是一个复数，其实部 Ｕｖ 表示能量的存储，
为阻尼层的应变势能 Ｕｖ；虚部Ｗ１ 表示能量的耗散，
阻尼力所做的功为 Ｗｖ１ ＝ － Ｗ１ ．

根据假设（３）可得阻尼层的动能

Ｔｖ ＝
１
２
ρｖｈｖＲｖ ∫２π

０
∫ｌ

０
ｗ
·

２ｄｘｄθ． （８）

由此可得系统的势能为

Ｕ ＝ Ｕｃ ＋ Ｕｖ ＋ Ｕｓ ． （９）
系统的变形能与耗散能之和为

Ｗ ＝ Ｕｃ ＋ Ｗｖ ＋ Ｕｓ ． （１０）

系统的动能为

Ｔ ＝ Ｔｃ ＋ Ｔｓ ＋ Ｔｖ ． （１１）

２　 动力学方程

２．１　 边界条件和模态函数

圆柱壳单边可能出现的约束条件有自由（Ｆ）、
固支（Ｃ）、简支（ＳＳ）． 因此圆柱壳的边界条件可以

分为：自由－自由（Ｆ－Ｆ）、自由－固支（Ｆ－Ｃ）、自由－
简支 （ Ｆ － ＳＳ）、固支 － 固支 （ Ｃ － Ｃ）、固支 － 简支

（Ｃ－ＳＳ）、简支－简支（ＳＳ－ＳＳ）６ 种． 根据式（６）可知，
阻尼层的位移可由基层和约束层的位移表示． 当

敷设约束阻尼圆柱壳以某一频率 ω 振动时，将位移

函数沿壳体圆周方向展开成富氏级数，而沿轴向则

用某一系列正交函数系进行展开［１７］ ． 敷设约束阻尼

圆柱壳的基层和约束层中面模态振型函数可以表

示为

ｕｓ
ｉｊ（ｘ，θ，ｔ） ＝ Ｘｕｓ

ｉ （ｘ）ｃｏｓ ｊθｐｓ
ｉｊ（ ｔ） ＝ Ｕｓ

ｉｊ（ｘ，θ）ｐｓ
ｉｊ（ ｔ），

ｖｓｉｊ（ｘ，θ，ｔ） ＝ Ｘｖｓ
ｉ （ｘ）ｓｉｎ ｊθｒｓｉｊ（ ｔ） ＝ Ｖｓ

ｉｊ（ｘ，θ） ｒｓｉｊ（ ｔ），

ｕｃ
ｉｊ（ｘ，θ，ｔ） ＝ Ｘｕｃ

ｉ （ｘ）ｃｏｓ ｊθｐｃ
ｉｊ（ ｔ） ＝ Ｕｃ

ｉｊ（ｘ，θ）ｐｃ
ｉｊ（ ｔ），

ｖｃｉｊ（ｘ，θ，ｔ） ＝ Ｘｖｃ
ｉ （ｘ）ｓｉｎ ｊθｒｃｉｊ（ ｔ） ＝ Ｖｃ

ｉｊ（ｘ，θ） ｒｃｉｊ（ ｔ），

ｗ ｉｊ（ｘ，θ，ｔ） ＝ Ｘｗ
ｉ （ｘ）ｃｏｓ ｊθｓｉｊ（ ｔ） ＝ Ｗｉｊ（ｘ，θ） ｓｉｊ（ ｔ） ．

式中：每一组（ ｉ，ｊ） 对应一个固有频率；ｉ表示周向波

数；ｊ 表 示 轴 向 半 波 数；ｐｓ
ｉｊ（ ｔ）、ｒｓｉｊ（ ｔ）、ｐｃ

ｉｊ（ ｔ）、ｒｃｉｊ（ ｔ）、
ｓｉｊ（ ｔ） 是模态坐标，为时间的待求函数； Ｕｓ

ｉｊ、Ｖｓ
ｉｊ、Ｕｃ

ｉｊ、
Ｖｃ

ｉｊ、Ｗｉｊ 为满足边界条件的位移形状函数，也就是在

该频率下的主振型； Ｘｕｓ
ｉ （ｘ）、Ｘｖｓ

ｉ （ｘ）、Ｘｕｃ
ｉ （ｘ）、Ｘｖｃ

ｉ （ｘ）、
Ｘｗ

ｉ （ｘ） 为基层和约束层沿中面位移振型． 将中面位

移沿轴向采用梁函数进行构造时， 沿 ｕ、ｖ、ｗ ３ 个方

向轴向位移形状函数满足以下关系式［１８］：

Ｘｕ
ｉ（ｘ） ＝ ∂ϕ（ｘ）

∂ｘ
，Ｘｖ

ｉ（ｘ） ＝ ϕ（ｘ），Ｘｗ
ｉ （ｘ） ＝ ϕ（ｘ） ．

式中 ϕ（ｘ） 为轴向函数，采用梁函数进行构造［１９］，
ϕ（ｘ） ＝ ａ１ｃｏｓｈ（ ｒｘ ／ Ｌ） ＋ ａ２ｃｏｓ（ ｒｘ ／ Ｌ） －

λ（ａ３ｓｉｎｈ（ ｒｘ ／ Ｌ） ＋ ａ４ｓｉｎ（ ｒｘ ／ Ｌ））；
各参数 ａ１、ａ２、ａ３、ａ４ 是由边界条件确定，其值是常数

０ 或者±１； ｒ 是由具体函数确定的常数； λ 是由 ｒ 确
定的． 各参数在具体边界条件下的表达式见文

献［１９］．
２．２　 动力学方程

应用哈密顿原理结合瑞利－李兹法求解敷设约

束阻尼圆柱壳的动力学方程． 根据 ２．１ 节模态振型

函数，可以表示出各层的位移为
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ｕｓ ＝ ∑
¥

ｉ ＝ ０
∑

¥

ｊ ＝ ０
Ｕｓ

ｉｊ（ｘ，θ）ｐｓ
ｉｊ（ ｔ） ＝ ＵＴ

ｓ（ｘ，θ）ｐｓ（ ｔ），

ｕｓ ＝ ∑
¥

ｉ ＝ ０
∑

¥

ｊ ＝ ０
Ｖｓ

ｉｊ（ｘ，θ） ｒｓｉｊ（ ｔ） ＝ ＶＴ
ｓ（ｘ，θ）ｒｓ（ ｔ），

ｖｃ ＝ ∑
¥

ｉ ＝ ０
∑

¥

ｊ ＝ ０
Ｕｃ

ｉｊ（ｘ，θ）ｐｃ
ｉｊ（ ｔ） ＝ ＵＴ

ｃ（ｘ，θ）ｐｃ（ ｔ），

ｖｃ ＝ ∑
¥

ｉ ＝ ０
∑

¥

ｊ ＝ ０
Ｖｃ

ｉｊ（ｘ，θ） ｒｃｉｊ（ ｔ） ＝ ＶＴ
ｃ（ｘ，θ）ｒｃ（ ｔ），

ｗ ＝ ∑
¥

ｉ ＝ ０
∑

¥

ｊ ＝ ０
Ｗｉｊ（ｘ，ν） ｓｉｊ（ ｔ） ＝ ＷＴ（ｘ，θ）ｓ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１２）

将式（１）、（３）、（８）和（１２）带入式（１１）可得由

模态函数表示的系统动能为

Ｔ ＝ １
２

ｄ （ｐｓ） Ｔ

ｄｔ
Ｍ１

ｄｐｓ

ｄｔ
＋ １

２
ｄ （ｒｓ） Ｔ

ｄｔ
Ｍ２

ｄｒｓ

ｄｔ
＋

１
２

ｄｓＴ

ｄｔ
Ｍ３

ｄｓ
ｄｔ

＋ １
２

ｄ （ｐｃ） Ｔ

ｄｔ
Ｍ４

ｄｐｃ

ｄｔ
＋

１
２

ｄ （ｒｃ） Ｔ

ｄｔ
Ｍ５

ｄｒｃ

ｄｔ
． （１３）

式中：Ｍｉ 为质量阵中主对角线各元素， 质量阵Ｍ是

对角矩阵．
同理，将式（１）、（２）、（７）和（１２）带入式（１０）可

得由模态函数表示的系统变形能和耗散能之和为

Ｗ ＝ １
２
（ｐｓ） ＴＫ１１ｐｓ ＋ １

２
（ｐｓ） ＴＫ１２ｒｓ ＋

１
２
（ｐｓ） ＴＫ１３ｓ ＋

１
２
（ｐｓ） ＴＫ１４ｐｃ ＋ １

２
（ｐｓ） ＴＫ１５ｒｃ ＋

１
２
（ｒｓ） ＴＫ２１ｐｓ ＋

１
２
（ｒｓ） ＴＫ２２ｒｓ ＋

１
２
（ｒｓ） ＴＫ２３ｓ ＋ １

２
（ｒｓ） ＴＫ２４ｐｃ ＋

１
２
（ｒｓ）ＴＫ２５ｒｃ ＋

１
２
ｓＴＫ３１ｐｓ ＋ １

２
ｓＴＫ３２ｒｓ ＋

１
２
ｓＴＫ３３ｓ ＋

１
２
ｓＴＫ３４ｐｃ ＋ １

２
ｓＴＫ３５ｒｃ ＋ １

２
（ｐｃ） ＴＫ４１ｐｓ ＋

１
２
（ｐｃ）ＴＫ４２ｒｓ ＋

１
２
（ｐｃ）ＴＫ４３ｓ ＋ １

２
（ｐｃ）ＴＫ４４ｐｃ ＋

１
２
（ｐｃ） ＴＫ４５ｒｃ ＋ １

２
（ｒｃ） ＴＫ５１ｐｓ ＋ １

２
（ｒｃ） ＴＫ５２ｒｓ ＋

１
２
（ｒｃ） ＴＫ５３ｓ ＋ １

２
（ｒｃ） ＴＫ５４ｐｃ ＋ １

２
（ｒｃ） ＴＫ５５ｒｃ ．

（１４）
式中 Ｋｉｊ 为刚度阵中各元素， 刚度阵 Ｋ 是对称矩阵．

假设圆柱壳一端受集中力 ｑ，将 ｑ 沿坐标 ｘ、θ、ｚ
方向可以分解为 ｑ１、 ｑ２、 ｑ３，则根据虚功原理外力 ｑ
所做的虚功为

δＷ２ ＝ ｑ１δｕｓ ＋ ｑ２δｖｓ ＋ ｑ３δｗ． （１５）
　 　 将式（１２）带入式（１５）得由模态函数表示的外

力虚功为

δＷ２ ＝ Ｑｐ１ｄ ｐｓ ＋ Ｑｐ２ｄ ｒｓ ＋ Ｑｐ３ｄｓ． （１６）

哈密顿原理可以表示为

∫ｔ２
ｔ１
δ（Ｔ － Ｕ）ｄｔ ＋ ∫ｔ２

ｔ１
δＷｖ１ ＋ δＷ２ｄｔ ＝ ０． （１７）

　 　 将式（７）、（９）、（１０）带入式（１７）得

∫ｔ２
ｔ１
δ（Ｔ － Ｗ）ｄｔ ＋ ∫ｔ２

ｔ１
δＷ２ｄｔ ＝ ０． （１８）

　 　 将式（１３）、（１４）和（１６）带入式（１８）整理得

　

Ｍ１
ｄ２ｐｓ

ｄｔ
＋ Ｋ１１ｐｓ ＋ Ｋ１２ｒｓ ＋ Ｋ１３ｓ ＋ Ｋ１４ｐｃ ＋

　 　 Ｋ１５ｒｃ ＝ Ｑｐ１，

Ｍ２
ｄ２ｒｓ

ｄｔ２
＋ Ｋ２１ｐｓ ＋ Ｋ２２ｒｓ ＋ Ｋ２３ｓ ＋ Ｋ２４ｐｃ ＋

　 　 Ｋ２５ｒｃ ＝ Ｑｐ２，

Ｍ３
ｄ２ｓ
ｄｔ２

＋ Ｋ３１ｐｓ ＋ Ｋ３２ｒｓ ＋ Ｋ３３ｓ ＋ Ｋ３４ｐｃ ＋

　 　 Ｋ３５ｒｃ ＝ Ｑｐ３，

Ｍ４
ｄ２ｐｃ

ｄｔ
＋ Ｋ４１ｐｓ ＋ Ｋ４２ｒｓ ＋ Ｋ４３ｓ ＋ Ｋ４４ｐｃ ＋

　 　 Ｋ４５ｒｃ ＝ ０，

Ｍ５
ｄ２ｐｃ

ｄｔ
＋ Ｋ５１ｐｓ ＋ Ｋ５２ｒｓ ＋ Ｋ５３ｓ ＋ Ｋ５４ｐｃ ＋

　 　 Ｋ５５ｒｃ ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１９）

令 Ｙ ＝ ［ｐｓ，ｒｓ，ｓ，ｐｃ，ｒｃ］ Ｔ， 式（１９）可以表示为

Ｍ（ｄ２Ｙ ／ ｄｔ２） ＋ ＫＹ ＝ Ｑｐ ． （２０）
式中 Ｍ、Ｋ、Ｑｐ 分别表示质量阵、刚度阵和外力矢．

３　 振动特性分析

３．１　 固有频率和损耗因子

敷设约束阻尼圆柱壳的自由振动的动力学方程

是式（２０）的齐次形式

Ｍ（ｄ２Ｙ ／ ｄｔ２） ＋ ＫＹ ＝ ０． （２１）
　 　 令 Ｙ（ｔ） ＝ Ｙ０ｅｉωｔ ，其中Ｙ０ ＝ ［Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ］Ｔ

为振动的振幅， ω 为频率，带入式（２１）得
（Ｋ － ω２Ｍ）Ｙ０ ＝ ０． （２２）

　 　 根据式（２２）把求解频率 ω 的问题转化为求解

矩阵特征值，因为黏弹性阻尼具有复常剪切模量，根
据式（２２）求解的频率表达式为 ω ２ ＝ ω ２

０（１ ＋ ｉη） ． 特
征值的实部表示振动的传播，虚部表示振动的衰减，
所以 ω 的实部表示固有频率， η 为该频率下对应的

损耗因子．
３．２　 频率响应特性

圆柱壳上一点受集中载荷 ｑ 作用， 其大小为

ｑ（ ｔ） ＝ ｑ－·δ（ｘ － ｘ∗）·δ（θ － θ∗）ｅｉωｔ，其中 ｘ∗、θ∗ 表

示作用点的位置． 当敷设约束阻尼圆柱壳以某一阶

频率 ω 振动时，对应的轴向半波数和周向波数为

（ ｉ，ｊ）， 此时振幅
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Ｙ０ｉｊ ＝ Ａｉｊ Ｂ ｉｊ Ｃ ｉｊ Ｄｉｊ Ｅ ｉｊ[ ] Ｔ ＝ ［Ｋ － ω ２Ｍ］ －１Ｑｐ ．
应用模态叠加法即可以求出圆柱壳中面位移沿

ｕ、ｖ、ｗ 方向的位移响应为

Ｕｓ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ＡｉｊＵｓ

ｉｊ（ｘ － ｘ∗，θ － θ∗），

Ｖｓ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
Ｂ ｉｊＶｓ

ｉｊ（ｘ － ｘ∗，θ － θ∗），

Ｗ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
Ｃ ｉｊＷｉｊ（ｘ － ｘ∗，θ － θ∗） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

式中 ｍ、ｎ 为模态叠加法截取的轴向半波数和周向

波数．

４　 阻尼评价标准

当约束阻尼结构各参数改变时，阻尼效果是不

同的． 其中对于阻尼效果影响较大的参数有阻尼材

料的阻尼系数 ｇ、约束层弹性模量 Ｅｃ、阻尼层厚度

ｈｖ、约束层厚度 ｈｃ ． 为了表示方便，将各个参数进行

量纲一化． 为此引入约束层弹性模量系数 Ｅ∗
ｃ 、阻尼

层厚度系数 ｈ∗
ｖ 、约束层厚度系数 ｈ∗

ｃ ． 各系数分别

为：Ｅ∗
ｃ ＝ Ｅｃ ／ Ｅｓ，ｈ∗

ｖ ＝ ｈｖ ／ ｈｓ，ｈ∗
ｃ ＝ ｈｃ ／ ｈｓ ．

目前，对约束阻尼结构阻尼效果的评价标准大

多是在固有频率基础上得到的模态损耗因子． 但是

损耗因子只能评价固有频率处的阻尼效果，无法分

析在一定频率范围内阻尼的作用． 本节引出一种新

的阻尼效果评价标准———能量耗散系数 Ｐ∗， 其表

达式为

Ｐ∗ ＝ ２０ ｌｏｇ（ＰＣＬＤ ／ Ｐ） ．
式中： Ｐｓ 是指圆柱壳位移在指定频带内的平均值，
ＰＣＬＤ 是指敷设约束阻尼圆柱壳位移在指定频带内的

平均值． 当有阻尼作用时 Ｐ∗ 是一个负数，无阻尼作

用时大小为 ０． 与特定固有频率下损耗因子不同，能
量耗散系数 Ｐ∗ 用一定频带内能量的损耗来表示约

束阻尼的阻尼效果，能够直观的表示出在指定频带

内参数的改变对阻尼效果的影响．
本文中 Ｐｓ 的求法与 ＰＣＬＤ 的求法类似，不同之处

在于进行动力学方程计算时，求取 Ｐｓ 仅需带入基层

动能和变形能．

５　 算例分析

５．１　 实例验证

为了验证本文方法的正确性，将本文计算结果

与文献［１４］中的结果进行对比． 文献［１４］中的敷设

约束阻尼圆柱壳各参数：基层半径 Ｒｓ ＝ ０．１ ｍ，长度

Ｌ ＝ ０．１ ｍ，泊松比 μ ｓ ＝ μ ｃ ＝ ０．３，基层、阻尼层和约束

层厚度 ｈｓ ＝ ｈｖ ＝ ｈｃ ＝ １ ／ ３ ｍｍ， 基层和约束层弹性模

量 Ｅｓ ＝ Ｅｃ ＝ ２．１ × １０１１ Ｐａ， 密 度 ρ ｓ ＝ ρ ｃ ＝
７ ８５０ ｋｇ ／ ｍ３， 阻尼层密度 ρ ｖ ＝ １ ３４０ ｋｇ ／ ｍ３， 阻尼层

复常剪切模量 Ｇｖ ＝ （８．５２８ ＋ ２．９８５ｉ） ＭＰａ， 圆柱壳

两端的约束方式为简支． 计算结果如表 １ 所示． 由

表 １ 可知，本文计算结果与文献［１４］计算结果吻合

较好，实部和虚部的最大误差不超过 １％． 由此可以

看出本文结果的有效性．

表 １　 ω２ 计算结果的对比

Ｔａｂ．１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ω２

模态 （ ｉ，ｊ） 文献［１４］ 本文

（１，０） ２．４４３ ８Ｅ９＋ｉ２．０５７ ０Ｅ５ ２．４２７ ７Ｅ９＋ｉ２．０６９ ４Ｅ５

（２，０） ２．４７０ ３Ｅ９＋ｉ１．９６８ ３Ｅ６ ２．４５３ ９Ｅ９＋ｉ１．９６９ ３Ｅ６

（３，０） ２．４９８ ９Ｅ９＋ｉ５．３３０ ５Ｅ６ ２．４８２ ６Ｅ９＋ｉ５．３３０ ４Ｅ６

（４，０） ２．５５６ ６Ｅ９＋ｉ１．０１３ ４Ｅ７ ２．５４０ ２Ｅ９＋ｉ１．０１３ ３Ｅ７

（５，０） ２．６６５ １Ｅ９＋ｉ１．６３３ ８Ｅ７ ２．６４８ ７Ｅ９＋ｉ１．６３３ ８Ｅ７

（６，０） ２．８５１ １Ｅ９＋ｉ２．３９３ ５Ｅ７ ２．８３４ ７Ｅ９＋ｉ２．３９３ ５Ｅ７

（７，０） ３．１４７ ０Ｅ９＋ｉ３．２９１ ９Ｅ７ ３．１３０ ６Ｅ９＋ｉ３．２９１ ９Ｅ７

（８，０） ３．５９１ ０Ｅ９＋ｉ４．３２８ ９Ｅ７ ３．５７４ ６Ｅ９＋ｉ４．３２８ ８Ｅ７

（９，０） ４．２２７ ０Ｅ９＋ｉ５．５０５ ４Ｅ７ ４．２１０ ６Ｅ９＋ｉ５．５０４ ２Ｅ７

（１０，０） ５．１０５ ０Ｅ９＋ｉ６．８３０ ０Ｅ７ ５．０８８ ５Ｅ９＋ｉ６．８１７ ９Ｅ７

５．２　 位移幅频响应数值计算及分析

算例中圆柱壳两端约束方式为简支，敷设约束

阻尼圆柱壳各参数：基层半径 Ｒｓ ＝ ０．０２ ｍ，长度 Ｌ ＝
０．７ ｍ，泊松比 μｓ ＝ μｃ ＝ ０．３， 基层、阻尼层和约束层

厚度 ｈｓ ＝ ｈｖ ＝ ｈｃ ＝ ０．００１ ｍ， 基层和约束层弹性模量

Ｅｓ ＝ Ｅｃ ＝ ２．１ × １０１１ Ｐａ， 密度 ρｓ ＝ ρｃ ＝ ７ ８５０ ｋｇ ／ ｍ３，
阻尼层密度 ρｖ ＝ １ ３４０ ｋｇ ／ ｍ３， 根据文献［１１］，得阻

尼层复变剪切模量经验公式 Ｇｖ ＝ ０．１４２ （ω ／ ２π）０．４９２·
（１ ＋ １．４６ｉ） ＭＰａ． 在作用点 （ｘ∗，θ∗） ＝ （０，π） 处

沿圆柱壳的轴向作用一幅值大小为 １ Ｎ 的力，
响应点的坐标 （ｘ，θ） ＝ （０．３５，０） ． 应用模态叠加法

截取轴向半波数和周向波数分别为 ｍ ＝ ０ ～ ５，ｎ ＝
０ ～ ５． 分析响应点在 ０ ～ ３ ０００ Ｈｚ 的频带内的幅频

响应．
图 ３ 对比在不同阻尼层厚度下圆柱壳响应点的

幅频特性，图 ３ 中 ４ 条曲线分别表示无约束阻尼作

用（ｓｈｅｌｌ），阻尼层厚度为 ０．００１ ｍ （ｈｖ）， 阻尼层厚

度为０．０００ ５ ｍ （ｈｖ ／ ２） 和仅有约束层（ｈｖ ＝ ０）作用

时圆柱壳的响应情况． 由图 ３ 可以看出，在约束阻

尼作用下，圆柱壳响应点的幅值明显减少． 减少阻

尼层厚度，阻尼效果明显降低． 另外，无约束阻尼作

用下圆柱壳频率响应的求法与约束阻尼作用下类

似，在求解动能和变形能时只需带入基层的动能和

变形能即可．
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图 ３　 不同阻尼层厚度圆柱壳响应点的位移幅频特性

　 　 Ｆｉｇ．３　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｗｉｔｈ ＣＬＤ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
　 ｄａｍｐｉｎｇ ｌａｙｅｒ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

　 　 图 ４ 对比在不同约束层厚度下圆柱壳响应点的

幅频特性，图 ４ 中 ４ 条曲线分别表示无约束阻尼作

用（ｓｈｅｌｌ），约束层厚度为 ０．００１ ｍ （ｈｃ）， 约束层厚

度为 ０．０００ ５ ｍ （ｈｃ ／ ２） 和仅有阻尼层（ｈｃ ＝ ０）作用

时圆柱壳的响应情况． 由图 ４ 可以看出，随着约束

层厚度的增加，阻尼效果增强，自由阻尼（ｈｃ ＝ ０） 的

阻尼效果比约束阻尼的阻尼效果差．
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图 ４　 不同约束层厚度圆柱壳响应点的位移幅频特性

Ｆｉｇ． ４ 　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｗｉｔｈ ＣＬＤ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｌａｙｅｒ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

５．３　 阻尼效果分析

本节对敷设圆柱壳的评价标准是损耗因子和能

量耗散系数． 分别用这两种评价标准来表示参数的改

变对阻尼效果的影响． 对能量耗散系数分析选取的频

率范围是 １～２ ０００ Ｈｚ，该频带包含系统的前 ３ 阶固有

频率． 对应的模态分别为第 １ 阶 （ｉ ＝ １， ｊ ＝ １），第 ２
阶（ ｉ ＝ ２， ｊ ＝ １），第 ３ 阶（ ｉ ＝ １， ｊ ＝ ２） ．
　 　 图 ５ 表示阻尼材料的阻尼系数 ｇ 对阻尼效果的

影响，由图 ５（ａ）可以看出，随着系数 ｇ 的增加，前 ３
阶模态损耗因子增加． 由图 ５（ ｂ）可以看出在 １ ～
２ ０００ Ｈｚ的频带内随着系数 ｇ 的增加能量耗散系数

增加，这说明随着阻尼材料的阻尼系数增加，不仅在

前 ３ 阶固有频率处阻尼效果增强，在指定的频带内

阻尼效果也在增强． 图 ６ 表示约束层弹性模量变化

对阻尼效果的影响．

i=1,j=1
i=2,j=1
i=1,j=2

0.03

0.02

0.01

损
耗

因
子

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0g
0

（ａ）对前 ３ 阶损耗因子的影响

hv
*=0.4

hv
*=0.3

hv
*=0.2

hv
*=0.1

-7

-8

-9

-10

-11

-12

-13

-14

能
量

耗
散

系
数

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
g

0

（ｂ）对能量耗散系数的影响

图 ５　 阻尼材料的阻尼系数 ｇ 对阻尼效果的影响
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图 ６　 约束层弹性模量系数 Ｅ∗
ｃ 对阻尼效果的影响

Ｆｉｇ．６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｌａｙｅｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
Ｅ∗

ｃ ｏｎ ｄａｍｐｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔ
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　 　 当约束层弹性模量 Ｅｃ 在０．０１Ｅｓ ～ ０．５Ｅｓ 之间逐

渐增加时，前 ３ 阶模态损耗因子急剧下降；但是当约

束层弹性模量 Ｅｃ 在 ０．５Ｅｓ ～ Ｅｓ 变化时，前 ３ 阶模态

损耗因子趋于稳定值． 在１～２ ０００ Ｈｚ的频带范围

内，随着约束层弹性模量的增加，能量损耗系数增

加． 这说明随着约束层弹性模量的变化，固有频率

处的模态损耗因子和系统在指定频带处的阻尼效果

的变化是不同的．
　 　 图 ７ 表示约束层厚度对于阻尼效果的影响．
图 ７（ａ）表明，当阻尼层厚度系数 ｈ∗

ｃ 在 ０．０１ ～ ０．５０
之间逐渐增加时，第 １、第 ２ 阶损耗因子增加； 但是，
第 ３ 阶损耗因子减少． 当 ｈ∗

ｃ 在 ０．５０ ～ １．００ 之间逐

渐增加时，前 ３ 阶损耗因子趋于稳定值． 图 ７（ｂ）表
明在 １～２ ０００ Ｈｚ的频带内随着约束层厚度的增加，
阻尼效果增强． 图 ８ 表示阻尼层厚度变化对阻尼效

果的影响． 图 ８（ａ）表明当阻尼层厚度系数 ｈ∗
ｖ 增加

时，第 １、２ 阶模态损耗因子增加． 随着阻尼层厚度

的增加第 ３ 阶模态损耗因子先增加后减少． 图 ８（ｂ）
表明在 １～２ ０００ Ｈｚ的频带范围内，随着阻尼层厚度

的增加，能量耗散系数先增加最后趋于稳定值，说明

在该频带内，随着阻尼层厚度的增加，阻尼效果增强

并且存在极限值．
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图 ７　 约束层厚度系数 ｈ∗
ｃ 对阻尼效果的影响
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图 ８　 阻尼层厚度系数 ｈ∗
ｖ 对阻尼效果的影响

Ｆｉｇ．８ 　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｄａｍｐｉｎｇ ｌａｙｅｒ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｈ∗
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６　 结　 论

１）本文基于薄壳理论，应用哈密顿原理并结合

瑞利－李兹法推导出了各种边界条件下敷设约束阻

尼圆柱壳的固有频率和损耗因子的计算公式，应用

模态叠加法推导了敷设约束阻尼圆柱壳频率响应计

算公式．
２）在频率响应的基础上提出能量耗散系数． 将

能量耗散系数和损耗因子分别作为阻尼效果的评价

标准对约束阻尼结构进行参数分析．
３）参数分析结果表明，随着阻尼材料阻尼系

数、约束层厚度、约束层弹性模量和阻尼层厚度的改

变，前 ３ 阶模态损耗因子的变化是不相同的． 但是

随着阻尼材料阻尼系数、约束层厚度、约束层弹性模

量和阻尼层厚度增加，能量耗散系数增加，在 １ ～
２ ０００ Ｈｚ的频带内阻尼效果增强．

４）能量耗散系数能够作为在指定频带范围内

的阻尼效果的评价标准，而损耗因子只能作为在固

有频率处阻尼效果的评价标准．
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