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高速内啮合人字齿轮多目标优化修形
贾　 超， 方宗德， 张永振
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摘　 要： 为提高高速内啮合人字齿轮的啮合性能，提出一种考虑弹性轴支撑变形的齿面多目标优化设计方法． 通过轮齿接触

分析和承载接触分析计算齿面接触线离散点载荷以及一个啮合周期的轮齿承载变形． 应用基于混合弹流润滑模型的摩擦系

数回归方程确定离散点的局部摩擦系数，利用 Ｂｌｏｋ 闪温公式求得高速啮合传动的齿面闪温． 以承载传动误差幅值最小、齿面

闪温最小、齿面载荷分布均匀为优化目标，采用遗传算法确定齿面最佳修形量． 实例计算结果表明：在无误差角和有误差角两

种情况下，齿面修形后，承载传动误差幅值都大幅下降，啮入区和啮出区齿面闪温都明显降低；由于避免了边缘接触，齿面载

荷分布得到了有效改善． 提出的优化设计方法结果可靠，是高速齿轮修形设计的有效手段．
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　 　 通常， 转速在 ３ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ、 线速度在 ２２ｍ ／ ｓ
（ＡＧＭＡ 规定 ３ ６００ ｒ ／ ｍｉｎ、２５．４ ｍ ／ ｓ）以上的齿轮传

动件被称为高速齿轮［１］ ． 高速齿轮的轮齿交替啮合

频率高，齿面滑动速度大，对齿轮的抗承载能力、抗
胶合能力、低振动低噪音等诸多方面要求苛刻． 然

而，长期以来，高速齿轮修形设计多数基于经验公

式，难以得到精确的设计参数［２－３］ ．
近些年，国内外在齿轮啮合仿真、齿面优化修形

等方面的研究发展迅速，众多研究成果给设计人员

选取精确设计参数提供了充裕数据． Ｌｉｔｖｉｎ 等［４－６］完

善了齿面接触分析（ＴＣＡ）技术，通过刀具抛物线修

形进行齿面修形仿真；方宗德等［７－９］应用 Ｌｉｔｖｉｎ 的齿

轮啮合理论，推导了斜齿轮在修形和误差条件下的

齿面接触分析、边缘接触分析，以及承载接触分析

（ＬＴＣＡ）；王成［１０］、蒋进科［１１］ 等以 ＴＣＡ 和 ＬＴＣＡ 为

基础，完成了外啮合斜齿和人字齿的优化修形仿真；
唐进元等［１２］构建了含安装误差的主动轮鼓形齿的

ＴＣＡ 仿真模型． 但是，这些研究主要集中在外啮合

方面，且多以单一目标进行齿面优化．
相比外啮合，内啮合结构更加紧凑，且传动效率

更高，故日益受到重视． 目前，高速内啮合人字齿轮



传动在国外航空核心部件中已经成熟应用，如：ＧＴＦ
发动机中的风扇齿轮驱动系统，其主动轮和内齿圈

转速分别高达约 ８ ０００ ～ １０ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ 和 ３ ０００ ～
４ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ［１３－１６］ ． 然而，相关内啮合传动的高端应

用在国内尚属预研阶段，因此对高速内啮合齿面仿

真计算的研究，其重要意义不言而喻．
本文基于高速内啮合人字齿仿真计算，对主动轮

齿面进行三维修形（齿廓、齿向），通过遗传算法得到

精确修形量，实现降低承载传动误差幅值（ＡＬＴＥ）、均
匀齿面载荷、降低齿面闪温的多目标优化．

１　 修形齿面的构造

１．１　 三维修形曲面设计

三维修形为齿廓、齿向修形的叠加，修形曲线示

意图如图 １ 所示：齿廓 ４ 个参数，齿向 ３ 个参数． 修

形曲线由两段二次抛物线和一段直线组成， 其中

ｙ１、ｙ２、ｙ３、ｙ４ 分别为齿根和齿顶的最大修形量以及相

应的修形区域长度，ｙ５、ｙ６、ｙ７ 分别为齿向两端最大

修形量和不修形区域长度，Ｈ、Ｂ 为有效齿高、齿长．
本文中将旋转投影面沿齿高、齿长方向均匀划分为

ｍ × ｎ网格点阵，由修形曲线计算网格节点的修形量

δｉｊ（ｘ，ｙ），再通过 ３Ｂ 样条对节点数据拟合得到光滑

的修形曲面，其与理论齿面关系如下：

ｘ ＝ Ｒ２
ｘ ＋ Ｒ２

ｙ ，
ｙ ＝ Ｒｚ ．{

式中 Ｒｘ、Ｒｙ、Ｒｚ 为理论齿面位矢坐标分量．

B
y6

y7

y5

y1

y3

y2

y4

H

图 １　 齿廓（左）、齿向（右）修形曲线

Ｆｉｇ．１　 Ｐｒｏｆｉｌｅ （ｌｅｆｔ） ａｎｄ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ （ｒｉｇｈｔ） ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ
１．２　 修形齿面方程

本文采用理论齿面与修形曲面叠加的方式构造

修形齿面，其位矢和法矢表示如下：
Ｒ１ｒ（ｕ１，ｌ１） ＝ δ（ｘ，ｙ）ｎ１（ｕ１，ｌ１） ＋ Ｒ１（ｕ１，ｌ１），

　 　 ｎ１ｒ ＝ （
∂Ｒ１

∂ｕ１

＋ ∂δ
∂ｕ１

ｎ１ ＋
∂ｎ１

∂ｕ１
δ） ×

∂Ｒ１

∂ｌ１
＋ ∂δ

∂ｌ１
ｎ１ ＋

∂ｎ１

∂ｌ１
δ） ．

式中： Ｒ１、ｎ１ 分别为理论齿面位矢和法矢；ｕ１、ｌ１ 分

别为理论齿面参数；Ｒ１ ｒ、ｎ１ ｒ 分别为修形齿面位矢和

法矢；δ 为修形量．

２　 优化模型

２．１　 优化目标一，二（ＡＬＴＥ，齿面载荷） ［７－９］

通过 ＴＣＡ 和 ＬＴＣＡ 可以得到接触线离散点位

置坐标、曲率半径、 载荷 ｐｉｊ 和轮齿法向位移 Ｚ（将 Ｚ
转化为啮合线上位移，并用转角表示即为承载传动

误差） 等． 其中，ＬＴＣＡ 方法是一种基于齿面柔度矩

阵的规划方法． 齿轮啮合传动时，支撑轴的变形会

影响齿面柔度矩阵，因此，本文基于有限元分析，将
轴离散为若干单元来计算齿轮轮齿受到单位法向力

作用时轴节点处的弹性变形，然后利用相关公式计

算得到齿面结点的附加柔度，最后通过插值得到齿

面离散点的附加柔度矩阵．
图 ２ 所示为齿轮支承系统受力分析示意图，齿

轮啮合力可以分解为端面法向力 Ｆｒ 和轴向力 Ｆａ，转
移到轴上后，分别产生扭矩 Ｔ 和弯矩 Ｍａ ． Ｆｒ 和 Ｔ 引

起轴系变形使齿面结点产生法向位移，是应考虑的

重要因素，Ｆａ 和 Ｍａ 引起轴系变形使齿面结点产生

切向位移，其影响可以忽略．
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图 ２　 齿轮支承系统受力分析

Ｆｉｇ．２　 Ｆｏｒｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｇｅａｒ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ

　 　 接触线上离散点载荷密度表示如下：

ｗｉ，ｊ ＝
２ｐｉｊ

｜ Ｌｉ ，ｊ － Ｌｉ，ｊ －１ ｜ ＋｜ Ｌｉ ，ｊ － Ｌｉ，ｊ ＋１ ｜
， （１ ＜ ｊ ＜ ｎ）；

ｗ ｉ，ｊ ＝ ｐｉｊ ／ Ｌｉ ，ｊ，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ ｊ ＝ １，ｎ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

式中 Ｌｉ，ｊ 为第 ｉ 条接触线上第 ｊ 个点的位置坐标．
承载传动误差（ＬＴＥ）可以表示如下：

Ｚｅ ＝
３ ６００ × １８０ × Ｚ

πｒｂｃｏｓ β
．

则承载传动误差幅值（ＡＬＴＥ）为
Ｆ１ ＝ ｍａｘ Ｚｅ}{ － ｍｉｎ Ｚｅ}{ ．

式中 ｒｂ、β 分别为被动轮基圆半径和螺旋角．
本文采用接触线最大载荷密度最小来表述齿面

载荷均匀程度最优，最大载荷密度为

Ｆ２ ＝ ｍａｘ｛ｗ ｉｊ｝ ．
２．２　 优化目标三（齿面平均闪温）

计算齿面闪温的 Ｂｌｏｋ 基本公式 ［１７］ 为
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θｆｌａ ＝ μｍｙＸａＸβＸＭＸＢ

Ｗ０．７５
ｔ Ｖ′

ａ′ ０．２５

０．５

．

式中： θｆｌａ 为啮合点处闪温； μｍｙ 为局部摩擦系数的

平均值； Ｘα、Ｘβ 和 ＸＭ 分别为啮合角系数、螺旋角系

数和温升系数（本文中 Ｘα 和 Ｘβ 分别取为 １， ＸＭ ＝
５０．０ Ｋ·Ｎ－０．７５·Ｓ０．５·ｍ０．５ ．ｍｍ）； ＸＢ 为几何系数，可
通过 ＴＣＡ 求解； ａ′ 为啮合中心距； Ｖ′ 为节圆线速度．

接触线平均闪温为：

Ｆ３ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
θ（ ｉ）
ｆｌａ

ｎ
．

式中： ｉ 表示接触线上的某个离散点， ｎ 表示接触线

上离散点的数量．
本文参考了文献［１８］中的混合弹流润滑摩擦

系数回归方程，计算摩擦系数如下：
μ ＝ ０．１ ～ ０．２，　 （λ ≤ ０．９）；

μ ＝ ０．０９８ １ １
λ２．０７５ ５， （０．９ ＜ λ ＜ １．６）；

μ ＝ ０．０４７ ２ １
λ０．４３０ ９， （１．６ ≤ λ ≤ ３）；

μ ≈ ０．０３， 　 　 　 　 （λ ＞ ３） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

ｈｍｉｎ ＝ ２．６５α０．５４ （η０Ｕ） ０．７Ｅ′ －０．０３Ｒ０．４３Ｗ －０．１３ ．

λ ＝
ｈｍｉｎ

μ２
１ ＋ μ２

２

．

式中： λ 为膜厚比， ｈｍｉｎ 为最小油膜厚度，μ１ 和 μ２ 为

齿面粗糙度，α 为 Ｂａｒｕｓ 黏压系数， η０ 为润滑油环境

黏度， Ｕ 为上下齿面啮合点平均速度， Ｅ′ 为综合弹

性模量，Ｒ 为综合曲率半径，Ｗ 为载荷密度．
２．３　 优化模型与优化过程

优化目标函数表示为

Ｆ（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｙ６，ｙ７） ＝

　 　 ｍｉｎ｛ａ１ × ｆ１ ＋ ａ２ × ｆ２ ＋ ａ３ × ｆ３｝；

ｆ１ ＝ Ｆ１ ／ Ｆ１０， ｆ２ ＝ Ｆ２ ／ Ｆ２０， ｆ３ ＝ Ｆ３ ／ Ｆ３０；

ｑｍｉｎ ≤ ｙ１，ｙ２，ｙ５，ｙ６ ≤ ｑｍａｘ；

ｍｍｉｎ ≤ ｙ３，ｙ４ ≤ ｍｍａｘ；

ｌｍｉｎ ≤ ｙ７ ≤ ｌｍａｘ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

式中： ｙｉ（ ｉ ＝ １ ～ ７） 为优化变量（见图 １）， ａｉ（ ｉ ＝

１ ～ ３） 为权系数 （∑ａｉ ＝ １， 本文权系数均等），

Ｆ１０、Ｆ２０、Ｆ３０ 和 Ｆ１、Ｆ２、Ｆ３ 为修形前和修形后的承载

传动误差幅值、最大载荷密度、接触线平均闪温，
ｑｍｉｎ、ｑｍａｘ、ｍｍｉｎ、ｍｍａｘ、ｌｍｉｎ（取 ０．５Ｂ）、ｌｍａｘ（取 ０．８Ｂ） 为修

形参数约束量［１］ ．
图 ３ 为齿面修形优化计算流程图．

结束

＜迭代次数
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▲
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▲
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图 ３　 齿面修形优化计算流程

Ｆｉｇ．３　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｏｏｔｈ ｆｌａｎｋ ｏｐｔｉｍａｌ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

３　 误差条件下的啮合仿真

实际工程应用中误差不可避免，通常的应对措施

是主动轮浮动安装，因此，在优化修形齿面的基础上，
加入误差角，使主动轮沿轴向窜动，完成了有误差条

件下的 ＴＣＡ 和 ＬＴＣＡ 计算，流程图如图 ４ 所示．

▲

结束

i＞5

abs(Fi)＜100N
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图 ４　 有误差角条件下的 ＴＣＡ 和 ＬＴＣＡ 计算流程

Ｆｉｇ．４　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ＴＣＡ ａｎｄ ＬＴＣＡ ｗｉｔｈ ｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔ
ｅｒｒｏｒｓ
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４　 算例与分析

齿轮副参数见表 １，负载扭矩 ２ ５００ Ｎｍ，输入转

速 ８ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ，齿轮本体温度为 １００ ℃，本体温度下

润滑油黏度为 ５ ＭＰａ·ｓ，齿面粗糙度 ０．８ μｍ． 遗传

算法种群数为 ５０，进化 ３０ 代，交叉概率为 ０．６，变异

概率为 ０．１． 修形参数优化结果见表 ２．

表 １　 齿轮副参数

Ｔａｂ．１　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｇｅａｒ ｐａｉｒ

齿轮 齿数 模数 ／ ｍｍ 压力角 ／ （ °） 螺旋角 ／ （ °） 齿宽 ／ ｍｍ 齿槽宽 ／ ｍｍ 轮齿旋向 精度等级

主动轮 ４１ ４ ２０ ２７．２７ ６０ ５０ 左旋 ／ 右旋 ＨＢ－５

被动轮 １２１ ４ ２０ ２７．２７ ６０ ５０ 左旋 ／ 右旋 ＨＢ－５

表 ２　 修形参数优化结果

Ｔａｂ．２　 Ｏｐｔｉｍａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｏｏｔｈ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ｙ１ ／ μｍ ｙ２ ／ μｍ ｙ３ ／ ｍｍ ｙ４ ／ ｍｍ ｙ５ ／ μｍ ｙ６ ／ μｍ ｙ７ ／ ｍｍ

１２．８ １８．４ １．５４ ２．５２ １２．３ ８．１ ３４．７

　 　 图 ５（ａ）为主动轮三维有限元网格模型，图 ６、图
７ 中“左”和“右”分别代表图 ５（ａ）中的左边齿和右边

齿；图 ５（ｂ） 为其优化修形曲线，齿廓修形左右完全一

致，齿向修形关于人字齿退刀槽中心左右对称．

左边齿
右边齿

（ａ）三维有限元模型

2

1

0

2

1

0
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修
形

量
/1
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（ｂ）轮齿优化修形曲线

图 ５　 主动轮三维有限元模型和优化修形曲线

Ｆｉｇ．５ 　 Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｉｎｉｏｎ ａｎｄ
ｏｐｔｉｍａｌ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ

　 　 图 ６（ａ）、（ｂ）分别展示了修形前的齿面接触点

迹和齿面载荷分布，由图中可以看出，进入和退出啮

合时，齿面两齿侧存在边缘接触，且边缘接触线承担

着较大载荷． 边缘接触往往会恶化齿轮传动，尤其

是在高速转动下，会产生较大噪音和振动，进而使齿

轮寿命受损；图 ６（ｃ）、（ｄ）则分别为修形后的齿面

接触点迹和齿面载荷分布，对比图 ６（ ａ）、（ｂ）可以

发现，修形后，在啮入区和啮出区，啮合点发生了转

移，完全避免了边缘接触；图 ６（ｅ）为修形后的几何

传动误差；图 ６（ｆ）给出了修形前后承载传动误差幅

值的对比，可以看到，修形后承载传动误差幅值大幅

下降． 这是因为轮齿啮合过程中，犹如承受动载荷

的悬臂梁，单对齿啮合和多对齿啮合交替工作，啮合

刚度周期性变化，从而导致轮齿弹性变形量周期性

变化，承载传动误差幅值也随之周期性变化． 齿面

修形后，优良的修形参数能够保证啮合转换点之间

尽可能平滑过渡，因此承载传动误差幅值大幅下降．
图 ６（ｇ）、（ｆ）给出了修形前后齿面闪温对比和摩擦

系数对比． 从图 ６（ｇ）中可以看出，修形前啮入区为

易发生胶合危险区域，工程设计中应注意． 综合对

比图 ６（ｇ）、（ ｆ）可以发现，修形后啮入区和啮出区，
摩擦系数降低明显，闪温大幅下降，其原因是修形后

齿顶、齿根负载大幅下降，接触线上法向间隙增加，
故油膜厚度增加，润滑状态改善，因此，摩擦系数下

降，齿面闪温随之降低．
　 　 当有安装误差时，主动轮轴向窜动，其过程实际

就是左、右齿面间隙相互补偿的过程，进而实现左右

齿面负载均衡． 图 ７ 中的误差角 γ ＝ １８．６″为未修形

齿面极限误差角，从图 ７（ａ）中可以看出，在此误差

角下，接触点迹已经基本到达有效齿面的边界，当误

差角进一步增大时，齿面将无法啮合． 图 ７（ｃ）为此

误差角下修形齿面接触点迹，对比修形前后接触点

迹，可以充分证明齿面的优化修形有效降低了误差

敏感性；图 ７（ｂ）、（ｄ） 、（ｅ）、（ｆ） 、（ｇ）中的计算结果

都是在 γ ＝ １８．６″时，左右齿轴向力达到平衡后得到

的． 图 ７（ｂ）、（ｄ）分别为修形前后，有误差角条件下

的左右齿面载荷分布． 从图中可以看出，轴向窜动

对修形齿面和未修形齿面都能起到均布载荷的作

用，但是对比图 ７（ｂ）、（ｄ）仍然能够发现，修形后的

齿面载荷分布更均匀，齿面修形与主动轮浮动安装

相互补充，共同促进齿轮转动平稳；图 ７（ｅ）给出了

修形前后，有误差角条件下，承载传动误差幅值对

比，从图中可以看出，有误差角条件下，修形后的承
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载传动误差幅值依然大幅下降，对比结果进一步验

证了优化参数对降低承载传动误差幅值的有效性；
图 ７（ｆ）、（ｇ）给出了误差条件下的齿面闪温对比和

摩擦系数对比，结果表明：有误差条件下，修形齿面

依然可以显著提高内啮合人字齿轮传动的抗胶合能

力，进一步验证了优化修形参数是优良的．
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图 ６　 无安装误差修形前后计算结果对比

Ｆｉｇ．６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｔｏｏｔｈ ａｎｄ ｃｒｏｗｎｅｄ ｔｏｏｔｈ ｗｉｔｈｏｕｔ ｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔ ｅｒｒｏｒｓ
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图 ７　 误差角 γ＝１８．６″时修形前后计算结果对比

Ｆｉｇ． ７ 　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｔｏｏｔｈ ａｎｄ
ｃｒｏｗｎｅｄ ｔｏｏｔｈ ｗｉｔｈ ｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔ ｅｒｒｏｒ γ ＝ １８．６″

５　 结　 论

１）结合 ＴＣＡ、ＬＴＣＡ 和遗传优化算法，得到了齿

面的精确修形参数． 优化后的啮合齿面仿真结果表

明，修形后，承载传动误差幅值大幅下降，胶合危险

区域（啮入区）闪温明显降低，同时有效避免了边缘

接触，使得齿面受载均匀；
２）当齿轮轴线由于受载变形、制造误差或安装

误差产生偏斜时，通过三维修形可以有效地减小齿

轮啮合对误差的敏感性，避免产生过大的偏载；
３）当齿轮轴线发生偏斜时，主动轮轴向窜动，

使左右齿面间隙相互补偿，齿面修形与主动轮浮动
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安装相互补充，使得左右齿面载荷逐步趋于相等，保
证了齿轮啮合过程的平稳；

４）本文提出的优化设计方法考虑了弹性支撑

轴变形的影响，仿真优化模型更进一步贴近齿轮实

际工作条件，是高速齿轮修形设计的有效手段．
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