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摘　 要： 为解决黏弹性层状介质中瑞雷波本征值求解中的漏根问题，提出了一种新的求解方法．通过分析以往方法中漏根和多根的

原因，提出采用一系列初值虚部进行搜根后将结果合并，并去掉虚部大于实部的根．由此给出了本征值求解的流程图，在实例计算中

采用此方法成功求解了黏弹性层状介质中瑞雷波的本征值．结果表明，在利用该方法在求解过程中不存在漏根和多根问题．在黏弹性

层状介质中瑞雷波的本征值求解时采用搜根初值加密并剔除虚部大于实部的根的方法可以有效避免漏根和多根问题．
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　 　 求解瑞雷波频散的本征值问题是瑞雷波理论和

应用研究的重要基础，１９５３ 年，Ｈａｓｋｅｌｌ［１］ 改进了

Ｔｈｏｍｐｓｏｎ［２］的算法，提出传递矩阵算法，可以快速、有
效地求解弹性层状介质中瑞雷波本征值．此后，
Ｋｎｏｐｏｆｆ［３］和 Ａｂｏ⁃Ｚｅｎａ［４］分别以此为基础提出改进算

法，提高计算速度和高频数值稳定性．凡友华等［５］ 在

此基础上提出了快速标量传递算法，提高了计算速

度．１９９３ 年，Ｃｈｅｎ［６］ 在 Ｋｅｎｎｅｔｔ［７］ 的反射 ／透射系数法

基础上提出了广义反射 ／透射系数法，从根本上解决

了以往算法中高频数值不稳定的问题．在这之后也有

学者［８－９］将该算法修正，分别提高了稳定性和速度．
以往关于瑞雷波研究更多的是基于弹性假设．

但实际上很多介质都表现出一定的黏弹性，因此有

必要研究黏弹性层状介质中瑞雷波的理论及应用，
其中重要的基础就是本征值问题求解．过去往往用

Ｍｕｌｌｅｒ 法［１０］或牛顿法［１１］ 进行求解．例如，Ｃａｏ 等［１２］

在 ２０１０ 年提出了一种将 Ｍｕｌｌｅｒ 法与牛顿法结合使

用的 Ｌｏｖｅ 波本征值问题求解方法，但是每个频率下

本征值计算要依赖于前一个频率的本征值．而张

凯［１３］在 ２０１１ 年采用 Ｍｕｌｌｅｒ 法进行了求解．除此之

外，Ｌａｉ 等［１４］于 ２００４ 年基于复分析中的柯西留数定

理提出了一种求解方法．然而，这些方法都普遍存在

着漏根及多根的问题，尤其在高频下更为严重．本文

将研究黏弹性层状介质中瑞雷波本征值求解中的漏

根和多根问题，并基于 Ｍｕｌｌｅｒ 法给出一种求解方法

以避免漏根和多根问题．

１　 本征值求解的基本方法

瑞雷波频散的本征值问题需要求解一系列的本



征值，且要避免漏根问题，因此采用简单的有限元方

法或者求解奇异值方法并不适用．目前已有很多种

不同形式的弹性层状介质中瑞雷波本征函数，其本

质上是等价的，只是在求解对应的本征值问题时在

数值稳定性及速度上有差异．Ｃｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ［１５］ 证明，对
于黏弹性情况，瑞雷波的本征函数的形式是相同的，
只是函数中原本取值为实数的弹性模量变为取复值

的黏弹性介质复模量．因此，黏弹性层状介质中瑞雷

波的频散方程是一个高度非线性的复函数方程，这
一类方程的求解比弹性情况下的实方程更复杂．黏
弹性层状介质中瑞雷波的本征函数是一个高度非线

性的复函数，因此它的求解比弹性情况更加复杂．而
且由于瑞雷波发生频散后的同频率下往往有若干个

衰减系数和相速度，且彼此间差别有时较小，因此采

用简单的将本征值复根的实部和虚部分别细分并进

行逼近不仅计算量无法接受，而且很容易发生漏根

现象．Ｍｕｌｌｅｒ 法可以用于这类方程的求解，下面简单

叙述利用 Ｍｕｌｌｅｒ 法求解该方程的过程．
设黏弹性层状介质中瑞雷波的频散方程为

Ｆ（ｃ）＝ ０，其中 Ｆ（ ｃ）即为本征函数，ｃ 为本征值，即
瑞雷波的复速度． Ｍｕｌｌｅｒ 法对方程求解需要给出 ３
个初值（ｃ０， Ｆ（ｃ０） ）， （ｃ１， Ｆ（ｃ１） ）， （ｃ２， Ｆ（ｃ２） ），
然后利用以下迭代公式计算下一个值 ｃ３为

ｃ３ ＝ ｃ２ － ２Ｃ

Ｂ ＋ ｓｉｇｎ（Ｂ） Ｂ２ － ４ＡＣ
， （１）

其中：

Ａ ＝
Ｆ（ｃ０） － Ｆ（ｃ２）

（ｃ０ － ｃ２）（ｃ０ － ｃ１）
－

Ｆ（ｃ１） － Ｆ（ｃ２）
（ｃ１ － ｃ２）（ｃ０ － ｃ１）

，

Ｂ ＝
（ｃ０ － ｃ２） ２ － （ｃ１ － ｃ２） ２

（ｃ０ － ｃ２）（ｃ１ － ｃ２）（ｃ０ － ｃ１）
（Ｆ（ｃ１） － Ｆ（ｃ２）），

Ｃ ＝ Ｆ（ｃ２） ．
　 　 在得到 ｃ３后，令 ｃ０ ＝ ｃ１， ｃ１ ＝ ｃ２， ｃ２ ＝ ｃ３，由此可

以再计算下一个迭代值 ｃ３ ．直到函数值 Ｆ（ ｃ３）的绝

对值满足所求精度或达到最大迭代次数．
总的来说，对于一个给定的频率，为求解频散方

程，大体计算步骤如下：
１）确定瑞雷波的相速度存在范围［Ｖｍｉｎ

Ｒ ，Ｖｍａｘ
Ｓ ］，

即大于各层的最小瑞雷波相速度，小于各层的最大

横波速度．
２）将区间［Ｖｍｉｎ

Ｒ ，Ｖｍａｘ
Ｓ ］等分为 ｍ－１ 份，由此得到 ｍ

个节点 Ｖｊ（ｊ＝１，…，ｍ），其中 Ｖ１ ＝ Ｖｍｉｎ
Ｒ ， Ｖｍ ＝ Ｖｍａｘ

Ｒ ，令 ｊ＝１．
３）令 ｃ０ ＝Ｖ ｊ＋δｉ， ｃ１ ＝ Ｖ ｊ＋１＋δｉ， ｃ２ ＝ Ｖ ｊ＋２＋δｉ，其中 δ

为人为给定的常数．利用式 （ １） 计算 ｃ３，并利用

Ｍｕｌｌｅｒ 法进行迭代计算．
４）当函数值 Ｆ（ｃ３）的绝对值满足所求精度或达

到最大迭代次数时，结束迭代．通过判断，若 ｃ３的值

是可以接受的，则将其保存．
５）令 ｊ＝ ｊ＋１，继续从步骤 ３）开始进行．
如此由欲求的最小频率 ｆｍｉｎ到最大频率 ｆｍａｘ依次

进行迭代计算，而每个频率下的求解结果不受其他

频率下求得本征值的影响．

２　 漏根现象及其解决方法

文献［１３］利用 Ｍｕｌｌｅｒ 法对黏弹性层状介质中

瑞雷波的本征值问题进行了求解．在这里首先进行

相同的计算，令 ｍ＝ １００，δ 等于当前频率下各层横波

复速度的最大虚部．最大迭代次数设为 ２０，频散方程

形式采用快速标量传递算法的频散方程．该频散方

程具有较快的计算速度，由于求解黏弹性介质中瑞

雷波的本征值问题的计算量较大，因此采用该算法

可以在一定程度上加快计算速度．在计算的稳定性

上，该算法与其他算法相比没有本质的差别，不影响

本文的研究．以表 １ 中的模型为例（参数与文献［１４］
中的例子相同），利用上述方法计算频散曲线如图 １
所示．显然，本征值求解过程中发生了较为严重的漏

根现象，尤其是在较高频率区域漏根现象更严重．瑞
雷波本征值求解中的漏根现象会对瑞雷波的反演应

用造成巨大的影响，因此有必要对此进行深入的

研究．
表 １　 黏弹性层状介质的参数

Ｔａｂ．１　 Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ ｍｅｄｉｕｍ

层数 层厚 ／ ｍ
横波速度 ／

（ｍ∙ｓ－１）

纵波速度 ／

（ｍ∙ｓ－１）

密度 ／

（ｇ∙ｃｍ－３）
ＱＳ ＱＰ

１ １０．６ ２００ ８００ ２．０ １０ １５
２ ∞ ４００ １ ２００ ２．０ １０ １５
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图 １　 利用旧方法计算得到的频散曲线

Ｆｉｇ．１　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｎｏｒｍａｌ ｓｃｈｅｍｅ

本文通过研究发现，增加迭代的最大步数可以

得到更多的基阶模（即第 １ 条频散曲线）频散点，增
大 ｍ 的取值也可以在一定程度上得到更多的频散

点．除此之外，采用其他形式的频散方程后漏根的区

域也会有所不同．然而，这些处理措施都不能完全解

决本征值求解中的漏根问题．
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本文研究被漏掉的根附近的迭代步骤，发现有

时迭代收敛到一个远离初值的其他根，有时收敛到

局部极小值点，由此发生了漏根．而这两种现象的根

本原因在于初值虚部的系数 δ 选取不合适，通常情

况下都是由于 δ 太大造成的．由此，选取较小的 δ 进

行求解．令 ｃ０ ＝Ｖ ｊ＋ａδｉ， ｃ１ ＝ Ｖ ｊ＋１＋ａδｉ， ｃ２ ＝ Ｖ ｊ＋２＋ａδｉ，其
中 δ 仍然等于当前频率下各层横波复速度的最大虚

部，而令 ａ ＝ ０．５．在新的初值下进行搜根，得到的频

散曲线如图 ２ 所示．可以看到，在图 １ 中基阶模以及

其他一些模式的部分被漏掉的频散点被成功计算出

来．然而，其他一些图 １ 中原本能够被搜到的频散点

反而被漏掉了．再次分析其原因发现这是由于初值

虚部选取不够大造成的．而还有一些点在图 １ 和图 ２
中都被漏掉，说明在计算这些频散点对应的根时，初
值虚部的选取仍然不合适．
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图 ２　 将初值虚部减小后计算得到的频散曲线
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总的来说，分析不同情况下搜根结果发现，为较

稳定的得到初值所在区间附近的根，必须使得初值

实部和虚部分别与所求的根的实部和虚部差距较

小，否则容易发生漏根现象．在以往的搜根方法中，
往往固定一个虚部而只改变实部进行搜根，而这造

成有时实际的根的虚部与给定的初值虚部差别较

大．黏弹性频散函数的光滑性较差，而且 Ｍｕｌｌｅｒ 法是

一个局部优化算法，在这种情况下进行搜根很容易

陷入局部极值点而漏根．因此，为得到所有的根，虚
部的初值必须要选用多个不同的初值，即对虚部的

预估取值区间进行等间距的加密，就如同对实部预

估初值［Ｖｍｉｎ
Ｒ ，Ｖｍａｘ

Ｓ ］所进行的等间距加密一样．在区

间［０．１， ２．０］上等间距地选取 １０ 个 ａ 值，分别进行

搜根．在实际应用中，ａ 值的个数可以根据实际情况

进行选取，个数越多漏根的可能性越小，但是计算量

也就越大．Ｍｕｌｌｅｒ 法作为一个局部优化算法，会随着

迭代次数的增加逐渐收敛于极值点，因此为了尽量

提高精度，把迭代次数增加至 ５０ 次．将每次搜根的

结果合在一起，所得的频散曲线如图 ３ 所示．几乎所

有的频散点都被成功得到，没有发生图 １ 和图 ２ 中

这种明显的漏根现象．
500

450

400

350

300

250

200
0 50 100 150 200

相
速
度
/(m

?s
-1
)

频率/Hz

图 ３　 选取 １０ 个不同初值虚部后计算得到的频散曲线
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３　 多根现象及其解决方法

由图 ３ 可以看到，尽管几乎所有的频散点都被

成功得到，但是却出现个别明显不应存在的点．例如

７ Ｈｚ 频率的第 １ 个点和 ８ Ｈｚ 频率的第 ２ 个点．以
７ Ｈｚ频率的第 １ 个点为例，其对应的本征值为

１１１．５９＋１５２．５１ｉ，，尽管虚部的系数远大于其他正常

根，但是这个根却可以验证是近似满足频散方程的．
也就是说，在搜根中会发生多根现象，尽管不如漏根

现象显然，但是对瑞雷波的理论及应用仍然有较大

的影响，而这一现象在以往文献中并没有学者进行

研究．由于多出的根是近似满足频散方程的，因此在

现有的精度条件下无法从数值上直接剔除，只能根

据经验人为去除．通过大量实验发现，多根的虚部通

常大于实部，而正常的根通常虚部远小于实部，因此

在目前不了解多根形成机理的情况下，可以将虚部

大于实部的根去除，采用大量实例验证发现用这种

方法一般不会将正常的根错误地去除．由此，总结上

述搜根方法得到最终的搜根流程如图 ４ 所示．
利用图 ４ 中所示的计算流程，计算得到表 １ 中

模型对应的频散曲线和衰减系数曲线如图 ５ 所示．
在本例中，采用的最大迭代次数为 ５０， 在区间

［０．１， ２．０］中等距地选取 ２０ 个值作为 ａ 的取值，ｍ
的值取为 １ ０００．由图 ５ 可见，频散曲线和衰减系数

曲线上所有的点都成功地计算出来，即使高频下也

没有发生漏根现象，而多根现象也没有出现．本文在

对其他模型进行计算时用本方法也能够避免漏根和

多根现象，只要在频散点较密集时增加 ａ 的取值个

数并增大 ｍ 即可．因此，利用图 ４ 中的流程进行计算

是可以成功地求解黏弹性层状介质中瑞雷波的本征

值问题的．
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Muller法
（令n=1,f1=fmin）

计算频率为fn时相速度
的存在区间[VR ,VS ]maxmin

确定al(l=1,…,L)，将区间[VR ,VS ]等
分并确定Vj(j=1,…,m),j=1,l=1

min max

根据al和Vi给出迭代的初值

利用Muller法进行迭代搜根，令j=j+1
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图 ４　 求解本征值的计算流程
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(a)频散曲线

(b)衰减系数曲线
图 ５　 由图 ４ 中流程计算得到的频散曲线和衰减系数曲线
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４　 结　 论

１） 分析了 Ｍｕｌｌｅｒ 法求解黏弹性层状介质中瑞

雷波本征值过程中漏根和多根的原因，发现漏根是

由于搜根时初值的虚部与真实值差别较大而陷入局

部极小值造成的，采用一系列的虚部初值分别进行

搜根，将搜根结果结合可以有效避免漏根现象．
２）发现尽管多根的机理并不清楚，但多根的虚部通

常大于实部，而正常的根虚部通常远小于实部，因此采用

将虚部大于实部的根剔除的方法可以有效去除多根．
３）由此给出了本征值求解的具体流程，通过实

例计算发现利用该方法可以成功求解黏弹性层状介

质中瑞雷波的本征值问题，并避免漏根和多根现象．
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·５２１·第 ４ 期 刘雪峰，等：黏弹性层状介质中瑞雷波的本征值求解


