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摘　 要： 为优化得到考虑地球扁率 Ｊ２ 项摄动影响的小推力燃料最优转移轨道，提出了一种 ３ 次同伦方法．构造较简单的采用

“线性引力”，且不考虑 Ｊ２ 项摄动的大推力能量最优转移轨道作为同伦初始问题．引入 ３ 个同伦参数，分别对动力学模型、推力

大小和性能指标进行同伦，根据极小值原理推导得到同伦过程中的最优控制律，并通过跟踪同伦参数的连续变化求解一系列

的同伦迭代子问题，分别得到 Ｊ２ 摄动模型下的大推力能量最优转移轨道和小推力能量最优转移轨道，并最终优化得到小推力

燃料最优转移轨道．以航天器与位于太阳同步轨道的碎片的交会任务为算例进行数值仿真，验证所提出的 ３ 次同伦方法在求

解 Ｊ２ 项摄动影响下的小推力燃料最优转移轨道优化问题中的有效性．结果表明，利用打靶法容易对同伦初始问题进行求解，
在同伦过程中能连续稳定地跟踪同伦参数，进而得到所需的燃料最优小推力转移轨道，利用该方法能有效地解决 Ｊ２ 项摄动导

致的非线性强、推力小、转移圈数多等原因所导致的一般数值优化算法不易收敛的难题．
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　 　 航天器轨道动力学与控制是航天技术工程中的

重要组成部分．在对航天器的轨道机动进行优化设计

时，通常将地球视为质点模型，航天器在中心引力场

中进行机动变轨．然而在实际飞行中，航天器受到空

间环境各种摄动因素的影响，其轨道要素发生变化．
这些摄动力包括地球形状非球形的附加引力、大气阻

力、日月引力、太阳光压等摄动力，其中地球扁率的 Ｊ２
项摄动远大于其他摄动因素，是引起航天器轨道变化

的主要因素．

考虑 Ｊ２ 项摄动的轨道优化问题，逐渐成为国内外

学者的研究热点．文献［１］提出了基于开普勒二体运动

推算地球引力模型 Ｊ２ 摄动的间接补偿的方法； 对于采

用脉冲推进的航天器，文献［２］ 在二体模型的基础上，
对 Ｊ２ 项摄动下的 Ｌａｍｂｅｒｔ 问题进行求解；文献［３］阐述

了 Ｊ２ 摄动的原因和模型，并对 Ｊ２ 摄动的补偿算法进行

研究；文献［４］通过理论分析确定两次脉冲假设下，考
虑地球扁率的机动轨道在地心转移角接近 π 时对边界

条件比较敏感的原因，并提出相应解决办法；文献［５］
研究了在地球扁率影响下，固定时间两异面椭圆轨道

间的多冲量最优交会控制问题；文献［６］针对 Ｊ２ 项摄

动影响下的多脉冲最优机动的卫星编队构型的建立和

重构，提出了一种高效的在线计算方法．
与脉冲推进相比，小推力发动机具有比冲大、控



制精度高等优点，利用小推力推进进行轨道机动是

未来发展趋势．由于小推力发动机推力小，持续时间

长，其轨道优化存在较大困难．对于小推力转移轨道

优化，该过程属于转移轨道设计过程中的局部优化，
优化方法主要可以分为间接法、直接法和混合法，其
中间接法通过推导最优性一阶必要条件，得到局部

最优解，其最优性优于混合法和直接法，文献［７］对
小推力转移轨道的优化方法进行了详细的比较说

明．文献［８］通过间接法对深空探测中的燃料最优小

推力转移轨道进行研究，利用粒子群算法选取初值，
结合同伦算法和开关函数检测法克服 Ｂａｎｇ⁃Ｂａｎｇ 控

制的困难．文献［９］对转移轨道的推力大小同伦过程

进行研究，提出 ２ 次同伦方法，克服同伦过程不连续

的问题．对于考虑 Ｊ２ 项的小推力转移．文献［１０］对 Ｊ２
项摄动影响下，卫星编队重构的燃料最优机动策略进

行研究，通过 Ｇａｕｓｓ 伪谱法进行离散，并利用非线性

优化软件 ＴＯＭＬＡＢ ／ ＳＮＯＰＴ 进行优化． 文献［１１］利用

直接法研究了考虑 Ｊ２ 项摄动的平面内最小时间的小

推力转移． 文献［１２］对于推力加速度和 Ｊ２ 项摄动加

速度为同一量级的情况下，将小推力和地球扁率视为

摄动力，研究了小推力和 Ｊ２ 项摄动对轨道要素的影

响． 文献［１３］以时间最短为性能指标，推力幅值恒

定，利用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法对摄动情况下的有限推力转移

轨道和交会联合优化问题进行了研究．
本文针对发动机推力远小于 Ｊ２ 项摄动力的燃

料最优转移轨道问题，基于间接法和同伦法对其进

行研究，通过引入多个同伦参数，分别对动力学模

型、推力大小和性能指标进行同伦．首先采用“线性

引力”假设，选取性能指标为能量最优，求解较大推

力的转移轨道；对动力学模型进行同伦，得到考虑

Ｊ２ 摄动的较大推力能量最优转移轨道；然后对推力

大小进行同伦，得到小推力的能量最优转移轨道；最
后对性能指标进行同伦，克服 Ｂａｎｇ⁃Ｂａｎｇ 控制不连

续的问题，最终得到所需的燃料最优转移轨道．

１　 考虑 Ｊ２ 项摄动的动力学模型

对于在近地轨道运行的航天器，其受到的地球

扁率所引起的 Ｊ２ 项摄动力比三体引力、太阳光压等

其他摄动力大数个量级，是主要的摄动力，在此仅考

虑航天器受到地球中心引力和 Ｊ２ 项摄动的影响．此
时，航天器的动力学方程为
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式中：ｒ、ｖ 分别为航天器在惯性坐标系中的位置和

速度矢量；ｍ 为航天器的实时质量；μ 为中心天体的

引力系数；Ｔｍａｘ为发动机推力最大幅值；Ｉｓｐ为发动机

比冲；ｇ０ 为地球海平面的平均重力加速度，其值为

９．８０６ ６５ ｍ ／ ｓ２；ｕ 为发动机工作时的推力大小，取值

范围为 ｕ∈［０，１］；α＝［αｘ，αｙ，αｚ］ Ｔ 为发动机单位推

力在 ３ 个坐标轴上的分量，满足 α ＝ １，ａＪ２为地球

Ｊ２ 项摄动所引起的加速度，其表达式为
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式中：ａＪ２ ＝［ａｘＪ２，ａｙＪ２，ａｚＪ２］ Ｔ；Ｊ２ ＝ ０．００１ ０８２ ６３ 为地球

扁率摄动常数；ＲＥ ＝ ６ ３７８ １３７ ｍ 为地球平均半径；ｒ
为航天器的地心距．

为方便计算以及保证计算精度，需要对动力学

方程中的变量进行归一化．在 Ｊ２０００ 坐标系中，长度

量、时间量和质量分别以 ＲＥ、 Ｒ３
Ｅ ／ μ 、航天器初始质

量 ｍ０ 进行归一化，同时需要对 Ｔｍａｘ、Ｉｓｐ和 ｇ０ 进行变

换．归一化后地球引力系数值为 １．
对于转移轨道设计问题，可将性能指标表示为

ｍｉｎ Ｊ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０
ｇ（ｕ）ｄｔ．

　 　 结合动力学模型（１），根据庞德里亚金极小值

原理，引入拉格朗日乘子，构造哈密尔顿函数，有
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ｒ ｖ ＋ λＴ

ｖ － ｕ
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式中：ｋＪＲ ＝ μＪ２Ｒ２
Ｅ，Ｂ１ ＝ ［３ ／ ２，０，０；０，３ ／ ２，０；０，０，９ ／ ２］Ｔ，

λ＝［λｒ，λｖ，λｍ］Ｔ 为拉格朗日乘子，也称为协态变量．
为使哈密尔顿函数取得极小值，对其求一阶偏

导，可得欧拉方程为：

λ·ｒ ＝ －∂Ｈ
∂ｒ

＝ ｕ
ｒ３

＋
ｋＪＲ

ｒ５
Ｂ１－

１５ｋＪＲｚ２

２ｒ７
æ

è
ç

ö

ø
÷λｖ－

３μ
ｒ５

＋
５ｋＪＲ

ｒ７
Ｂ１－

１０５ｋＪＲｚ２

２ｒ９
æ

è
ç

ö

ø
÷ （λＴ

ｖ ｒ）ｒ－
１５ｋＪＲ

ｒ７
（λＴ

ｖ ｒ）Ｂ２ｒ，

（２）

λ·ｖ ＝ －∂Ｈ
∂ｖ

＝ －λｒ， （３）

λ·ｍ ＝ －∂Ｈ
∂ｍ

＝ －
ｕＴｍａｘ

ｍ２ λｖ ． （４）

式中 Ｂ２ ＝［０，０，０；０，０，０；０，０，１］ Ｔ ．
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根据最优控制理论，可推导得到最优推力方向为

α∗ ＝ －
λｖ

λｖ
．

　 　 在对推力大小 ｕ 的最优控制律进行推导时，需
要考虑不同性能指标的影响：

１）当性能指标为能量最优时，其最小化性能指

标可以表示成

Ｊ１ ＝
Ｔｍａｘ

Ｉｓｐｇ０
∫ｔｆ
ｔ０
ｕ２ｄｔ，

将其代入到哈密尔顿函数，并对哈密尔顿函数取极

值，可得推力大小的最优控制律为

ｕ∗ ＝ １， ｉｆ Ｓ ＜ － １；
ｕ∗ ＝ ０，　ｉｆ Ｓ ＞ １；
ｕ∗ ＝ （１ － Ｓ） ／ ２， ｉｆ Ｓ ≤ １．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

其中 Ｓ 为开关函数，其表达式为

Ｓ ＝ １ － λｍ －
Ｉｓｐｇ０ λｖ

ｍ
．

　 　 ２）当性能指标为燃料最优时，其最小化性能指

标可以表示成

Ｊ２ ＝
Ｔｍａｘ

Ｉｓｐｇ０
∫ｔｆ
ｔ０
ｕｄｔ，

同理可得其最优控制律为

ｕ∗ ＝ １，　 ｉｆ　 Ｓ ＜ ０；
ｕ∗ ＝ ０，　 ｉｆ　 Ｓ ＞ ０；
ｕ∗ ∈ ［０，１］，　 ｉｆ　 Ｓ ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

　 　 推导得到推力大小和推力方向的最优控制律

后，可通过对动力学模型和欧拉方程进行积分，得到

状态量和协态变量的瞬时值，再根据控制律得到推

力大小和方向，从而将轨道优化问题转移成两点边

值问题．

２　 多次同伦方法

在将转移轨道优化问题转换为两点边值问题之

后，虽然理论上可通过打靶法对其进行求解，然而在

实际求解过程中，存在下列 ３ 个难点：
１）与只考虑地球中心引力的情况进行对比，由

于 Ｊ２ 项摄动的引入，动力学模型的非线性明显增

强，增加了打靶收敛的难度；
２）对于小推力转移轨道，其推力加速度一般为

１０－４ｍ ／ ｓ２ 量级，远小于地球引力，在轨道转移过程中

需要作用很长时间才能改变轨道完成转移，从而在

打靶过程中容易发散；
３）从式（６）可以看出，对于燃料最优的转移轨

道，其最优控制为 Ｂａｎｇ⁃Ｂａｎｇ 控制，推力 ｕ 在开关函

数 Ｓ＝ ０ 时刻存在突变，在对转移轨道进行积分过程

中推力发生阶跃，不利于打靶求解．
针对上述 ３ 个问题，本文提出一种求解方法，通

过多次同伦，依次解决存在的问题，从而得到最终的

转移轨道．
２．１　 动力学方程的同伦

针对包含 Ｊ２ 项摄动的动力学模型的复杂非线

性问题，从简单动力学模型出发，先对不包含 Ｊ２ 项，
且采用“线性引力”假设的动力学模型进行求解，得
到初始解，然后将动力学模型同伦到包含 Ｊ２ 项摄动

的真实引力的动力学模型．
“线性引力”近似是指将航天器受到的地球引

力近似为大小不变、方向变化的力．引入第 １ 个同伦

参数 ε１，在同伦过程中航天器的动力学模型为

ｒ· ＝ ｖ，

ｖ· ＝ （１ － ε１） － μ
ｒ３１
ｒæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ε１ － μ

ｒ３
ｒ ＋ ａＪ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｔｍａｘｕ
ｍ

α，

ｍ· ＝ －
Ｔｍａｘｕ
Ｉｓｐｇ０

．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（７）
式中：ｒ１ 为近似的航天器地心距，在转移过程中为常

值，不随航天器的位置变化而改变．式（７）中，第 ２ 式

的右边第 １ 项表示近似的线性引力，第 ２ 项表示地

球中心引力和 Ｊ２ 项摄动力，第 ３ 项为发动机推力．
针对同伦过程中的动力学模型，通过构造新的哈

密尔顿函数，推导得到同伦过程中新的欧拉方程为：

λ
·

ｒ ＝ （１ － ε１）
μ
ｒ３１
λｖ ＋ ε１

ｕ
ｒ３

＋
ｋＪＲ
ｒ５
Ｂ１ －

１５ｋＪＲｚ２

２ｒ７
æ

è
ç

ö

ø
÷ λｖ

é

ë

ê
ê

－

３μ
ｒ５

＋
５ｋＪＲ
ｒ７

Ｂ１ －
１０５ｋＪＲｚ２

２ｒ９
æ

è
ç

ö

ø
÷ （λＴ

ｖ ｒ）ｒ －
１５ｋＪＲ
ｒ７

（λＴ
ｖ ｒ）Ｂ２ｒ

ù

û

ú
ú
，

（８）

　 　 　 　 　 　 　 　 λ
·

ｖ ＝ －
∂Ｈ
∂ｖ

＝ － λｒ， （９）

　 　 　 　 　 　 λ·ｍ ＝ － ∂Ｈ
∂ｍ

＝－
ｕＴｍａｘ

ｍ２ λｖ ． （１０）

　 　 相比较于原来的欧拉方程式（２） ～ （４），推导得

到同伦过程中的欧拉方程式（８） ～ （１０）中，只有位

置协态变量 λｒ 的积分方程式（８）发生变化，而关于

速度协态变量 λｖ 的式（９）和质量协态变量 λｍ 的

式（１０）保持不变．
对于动力学模型式（７），在同伦初始时刻，即

ε１ ＝ ０时，航天器只受到线性引力，在对其进行优化

时不需要考虑 Ｊ２ 摄动，则此时式（８）可简化为

λ
·

ｒ ＝ －
∂Ｈ
∂ｒ

＝ μ
ｒ３ｌ
λｖ ．

　 　 与包含 Ｊ２ 项摄动时的欧拉方程相比，虽然只有
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λｒ 的积分方程的非线性明显降低，但由于 λｒ 和 λｖ

相互耦合，导致 λｖ 的非线性也相应降低，而最优推

力方向只与 λｖ 相关，推力又影响航天器状态量的变

化，因此，采用线性引力假设，大幅降低了整个动力

学系统的非线性，从而改善了初始问题的求解难度．
２．２　 推力幅值的同伦

对于推力值过小导致的打靶不收敛问题，先在

大推力幅值的情况下进行打靶求解，然后通过对推

力值的大小进行同伦，得到小推力下的转移轨道．
对动力学模型中的推力幅值，引入第 ２ 个同伦

参数 ε２，则在同伦过程中，推力幅值为

Ｔｍａｘ ＝ （１ － ε２）Ｔ１ ＋ ε２Ｔ２ ．
式中：Ｔ１ 为初始时的较大推力，Ｔ２ 为所需计算的小

推力幅值．
在对推力大小进行同伦时，推力从大到小变化．

若航天器的转移时间自由，则随着推力减小，航天器

改变轨道状态的能力减弱，完成相同的轨道转移需

要消耗更多的时间，转移轨道圈数也随之增加．文献

［９］中对于时间最优的小推力转移轨道进行研究，
在同伦过程中发现在圈数增加的某些时刻，同伦轨

迹会发生突变，一般的同伦方法不能顺利进行，因此

提出二次同伦方法，克服了该同伦过程中存在的

问题．
虽然二次同伦方法可以解决转移圈数发生变化

时产生的问题，但是所需计算时间较长，因此，在本

文中，对转移时间给定，在同伦过程中不改变转移时

间和转移圈数，则不需要进行二次同伦方法即可完

成该同伦过程．
在确定转移时间时，先根据 Ｌａｍｂｅｒｔ 算法确定

转移所需的速度增量 ΔＶ，再按照下式计算所需消耗

的燃料为

Δｍ ＝ ｍ０ １ － ｅｘｐ（ － ΔＶ ／ （ Ｉｓｐｇ０））( ) ． （１１）
　 　 根据动力学模型式（１），可以计算得到航天器

推力始终保持最大时的质量消耗率 ｍ·ｍａｘ ．相比于脉

冲推进，由于小推力推进时间长，克服地球引力所需

能量较多；航天器在推进过程中不是始终保持发动

机推力最大，其推力大小会发生变化，因此，在本文

中，选取的转移时间为

ｔｆ ＝ １．５Δｍ ／ ｍ·ｍａｘ ． （１２）
　 　 按照此原则选取得到的转移时间，航天器该时

间内能完成轨道转移，同时不会消耗过多时间．
２．３　 性能指标的同伦

针对燃料最优的 Ｂａｎｇ⁃Ｂａｎｇ 控制问题，根据

Ｂｅｒｔｒａｎｄ 等［１４］在 ２００２ 年提出的同伦方法，通过构造

从能量最优到燃料最优平滑过渡的性能指标，从而

降低求解难度．

通过引入第 ３ 个同伦参数 ε３，构造新的性能指

标为

Ｊ ＝
Ｔｍａｘ

Ｉｓｐｇ０
∫ｔｆ
ｔ０
（１ － ε３）ｕ２ ＋ ε３ｕｄｔ．

　 　 当 ε３：０→１ 过程中，性能指标从能量最优转变

为燃料最优．根据最优性一阶必要条件，推力大小 ｕ
的控制律为

ｕ∗ ＝ １， ｉｆ Ｓ ＜ － ｑ；
ｕ∗ ＝ ０， ｉｆ Ｓ ＞ ｑ；
ｕ∗ ＝ ０．５（１ － Ｓ ／ ｑ）， ｉｆ Ｓ ≤ ｑ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

式中：ｑ＝ １－ε３，当 ε３≠１ 时，ｕ 为连续控制力，且 ε３

趋近于 １ 时，即可得到燃料最优的转移轨道．
得到性能指标为能量最优的转移轨道之后，对

同伦参数 ε３ 按照一定步长进行迭代计算，最终可得

到燃料最优的转移轨道．
在实际求解过程中的同伦初始问题，单独采用

上述 ３ 种同伦的任意一种进行打靶求解，都存在很

大难度．同时设置 ３ 个同伦参数均为 ０，即采用“线
性引力”假设，不考虑 Ｊ２ 项摄动，发动机推力幅值较

大，性能指标为能量最优的情况下，打靶法才能快速

收敛，然后再对这 ３ 个参数进行同伦．多次同伦方法

的同伦过程如图 １ 所示，分别对同伦参数 ε１、ε２ 和

ε３ 依次同伦，最终得到原问题的小推力燃料最优转

移轨道．

采用线性引力假设(ε1=0)、大推力
(ε2=0)、能量最优(ε3=0)的转移轨道

含J2项的原动力学模型(ε1=1)、大推
力(ε2=1)、能量最优(ε3=0)的转移轨道

含J2项的原动力学模型(ε1=1)、小推
力(ε2=1)、能量最优(ε3=0)的转移轨道

含J2项的原动力学模型(ε1=1)、小推
力(ε2=1)、燃料最优(ε3=1)的转移轨道

图 １　 多次同伦过程流程

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｈｏｍｏｔｏｐｙ

３　 数值仿真

以第八届全国空间轨道设计竞赛的甲题为例，
航天器对位于太阳同步轨道的空间碎片进行交会，
其动力学模型需考虑地球扁率 Ｊ２ 项的摄动影响．航
天器初始质量为 １ ０００ ｋｇ，发动机最大推力 Ｔｍａｘ ＝
０．５ Ｎ， 发 动 机 比 冲 Ｉｓｐ ＝ １ ０００ ｓ． 以 半 长 轴 为

７ ２５０ ｋｍ，偏心率为 ０，轨道倾角为 ９８．５°的轨道为

例，航天器在该轨道上受到的地球中心引力加速度
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为 ａＥ ＝ ７．５８３ ４ ｍ ／ ｓ２，由 Ｊ２ 项摄动引起的最大引力

加速度为 ａＪ２ ＝ １．８５５ ２×１０－２ ｍ ／ ｓ２，发动机推力产生

的加速度为 ａＴ ＝ ５×１０－４ ｍ ／ ｓ２ ．对比可知，航天器的发

动机推力远小于受到的地球引力，甚至比 Ｊ２ 项摄动

力还要小两个量级，若直接求解该动力学模型下的

小推力最优转移轨道，打靶法难以收敛，因此采用本

文提出的多次同伦方法对其进行求解．
本文对航天器从前一个碎片出发，到后一个碎

片交会的转移轨道进行优化设计．对于本算例中的

交会问题，交会精度在计算过程中体现为打靶精度，
在对状态量进行归一化后，本文中的打靶精度设为

１× １０－８，即交会精度小于 ０． ０６３ ８ｍ 和 ７． ９０５ ４ ×
１０－５ ｍ ／ ｓ．本算例中的计算在 ＣＰＵ 为 ｉ５⁃４５９０，主频

为 ３．３０ ＧＨｚ，内存为 ８ Ｇ 的台式计算机上进行，计算

平台为 ＭＡＴＬＡＢ２０１５ａ，积分程序转换为 ｍｅｘｗ３２ 文

件后利用 ｆｓｏｌｖｅ 函数进行打靶求解．
经过初步选取，得到两个碎片的轨道要素见

表 １，其中历元时刻是指对应于该轨道要素的约化

儒略日．以碎片 ２ 的当前时刻为交会时刻，先将碎片

１ 积分到交会时刻，得到碎片 １ 在交会时刻的轨道；
计算碎片 １ 与碎片 ２ 的 Ｌａｍｂｅｒｔ 转移所需速度增量

ΔＶ，根据式（１１）计算得到 Δｍ ＝ ５．７９４ ３５ ｋｇ，再根据

式（１２）确定转移时间为 ｔｆ ＝ １．９７３ ０ ｄ；然后对碎片 １
积分，得到航天器出发时刻的所在位置，从而确定转

移轨道初始时刻的状态量、终端时刻的状态量和转

移时间．转移轨道初始状态量和终端状态量见表 ２．

表 １　 初步选取的两个碎片的轨道要素

Ｔａｂ．１　 Ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｄｅｂｒｉｓ

参数 历元时刻
半长轴

ａ ／ ｋｍ
偏心率 ｅ

轨道倾

角 ｉ ／ （ °）
升交点

赤经 Ω ／ （ °）
近地点

幅角 ω ／ （ °）
平近点

角 Ｍ ／ （ °）

碎片 １ ５８ ８６８．２９１ ７ ７ １７０．９７１ ３ ０．０１３ ７ ９８．６０２ ５ ２７６．０６１ ０ ７６．０７７ ２ ２８７．４１１ ８

碎片 ２ ５８ ８７３．５８３ ３ ７ １８０．５５６ ７ ０．００６ ５ ９８．７３６ ９ ２８１．３４２ ４ １２３．５２５ ４ １３８．２４０ ２

表 ２　 归一化后的转移轨道的初始状态和终端状态

Ｔａｂ．２ 　 Ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｚｅｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔａｔｅ ａｎｄ ｆｉｎａｌ ｓｔａｔｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ

初始状态量
［－０．１９０ ０７１，１．１１１ ７３０，０．０４４ ４５７，
０．１３０ ３９７，０．０７１ ６６４，－０．９２７ ５２１］

终端状态量
［０．１３６ ９８７，０．１８２ ８７３，－１．１０７ ９８９，
０．２０２ ０７５，－０．９０６ ７４９，－０．１２８ ８１２］

　 　 对于推力幅值的同伦，设初始时的最大推力为

Ｔ１ ＝ ３０ Ｎ． 当 ε１ ＝ ε２ ＝ ε３ ＝ ０ 时，利用 ＭＡＴＬＡＢ 的

ｆｓｏｌｖｅ 函数进行打靶，很容易得到收敛解．先对动力

学方程进行同伦，ε１ 从 ０ 增加到 １，得到原动力学模

型下的大推力能量最优转移轨道．在此同伦过程中，
同伦初始时（即 ε１ ＝ε２ ＝ε３ ＝ ０）的最优推力方向随时

间的变化曲线如图 ２ 所示，同伦结束时（即 ε１ ＝ １，
ε２ ＝ε３ ＝ ０）的最优推力方向如图 ３ 所示．从图中可以

看出，图 ２ 中的推力方向近似于周期变化，图 ３ 中的

推力方向变化更为剧烈，这是同伦过程中动力学模

型的非线性增强所导致的，同时这也可以解释采用

“线性引力”假设更容易得到收敛解的原因．
然后对推力最大幅值进行同伦．在此同伦过程

中，始终保持 ε１ ＝ １，ε３ ＝ ０，ε２ 从 ０ 增加到 １．对该同

伦初始时刻和结束时刻的转移轨道的推力大小随时

间的变化曲线进行对比，如图 ４ 所示．当 ε２ ＝ ０ 时，
Ｔｍａｘ ＝Ｔ１ ＝ ３０ Ｎ，由式（５）可知，在转移过程中发动机

推力在 ０ 和 Ｔｍａｘ之间变化，而优化得到的推力幅值始

终不大于 １ Ｎ；当 ε２ ＝ １ 时，Ｔｍａｘ ＝ Ｔ２ ＝ ０．５ Ｎ，在转移

过程中，推力多次达到最大值．
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图 ２　 ε１ ＝ε２ ＝ε３ ＝０ 时的推力方向随时间的变化曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｒｕｓｔ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ε１ ＝ε２ ＝ε３ ＝ ０
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图 ３　 ε１ ＝１，ε２ ＝ε３ ＝０ 时的推力方向随时间的变化曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｒｕｓｔ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ε１ ＝ １，ε２ ＝ε３ ＝ ０

最后对性能指标进行同伦，令 ε３：０→１，从而使

性能指标从能力最优转变为燃料最优．此同伦过程

中的位置协态变量初值λｒ０和速度协态变量初值λｖ０

随同伦参数的变化曲线如图 ５ 所示．从图 ５ 中可以看

出，协态变量的变化比较缓慢均匀，不存在突变跳跃

·９１·第 １０ 期 潘迅，等：考虑 Ｊ２ 项摄动的小推力燃料最优转移轨道设计



的情况，同伦过程比较顺利．同伦过程中航天器的燃

料消耗质量变化曲线如图 ６ 所示，从能量最优时需

要消耗 ７．４５４ ３ ｋｇ 减小到燃料最优时的 ７．２６０ ２ ｋｇ．
当 ε３ ＝ １ 时，得到燃料最优转移轨道，此时的推力为

Ｂａｎｇ⁃Ｂａｎｇ 控制，开关函数和推力变化曲线如图 ７ 所

示，发动机在转移过程中开机次数达到 ３３ 次．燃料最

优的小推力转移轨道如图 ８ 所示，航天器需要运行

约 ２８ 圈才能完成轨道转移，从而对碎片 ２ 进行交会．
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图 ４　 推力同伦过程中推力大小随时间变化曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｈｒｕｓｔ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ
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图 ５　 性能指标同伦过程中协态变量随同伦参数的变化曲线
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图 ６　 性能指标同伦过程中航天器燃料消耗质量变化

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｆｕｅｌ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｏｆ ｉｎｄｅｘ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

　 　 本算例计算过程中，共用时 １ ０５５ ｓ，其中在打靶

过程中对动力学模型的积分时间为 １ ０２３ ｓ，在 ３ 次

同伦过程中，同伦次数分别为 ２４６ 次、９９ 次、７２ 次．与
文献［１５］进行对比，其利用间接法进行优化，利用粒

子群法得到打靶初值，再通过同伦得到所需解，利用

Ｃ＋＋语言编译．其中水星交会的算例的转移圈数为 ４
圈，对于燃料最优的性能指标，粒子群法无法得到合

适的初始值；对于能量最优，粒子群法得到初始值所

需时间为 ３３８ ｓ，然后再通过同伦得到燃料最优解，
而本文中初始问题的打靶时间少于 ３ ｓ；对于文

献［１５］中的近地轨道长时间交会算例，转移时间为

１５ ｄ，计算用时为 ５．４５～ １１．０２ ｈ，该算例与本文的不

同之处在于其交会时间较长，在交会过程中未考虑

Ｊ２ 项摄动，而本文中的动力学模型的复杂程度要远

高于该算例．综合上述对比分析，本文所提出的多次

同伦方法具有更好的普适性及更快的求解速度．
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图 ７　 燃料最优时的开关函数和推力大小随时间变化曲线
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图 ８　 燃料最优的转移轨道

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ｆｕｅｌ⁃ｏｐｔｉｍａｌ ｌｏｗ ｔｈｒｕｓｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

４　 结　 论

１）对动力学模型及性能指标同伦的相关公式进

行推导，得到同伦过程中的最优性条件及最优控

制律．
２）同伦初始问题为采用“线性引力”假设的较大

推力转移轨道优化问题，由于其非线性较弱，容易收

敛，利用打靶法易于得到解，且得到的最优推力方向

近似于周期变化．
３）通过引入 ３ 个同伦参数，分别对动力学模型、

推力大小和性能指标进行同伦，可以克服由于推力

小、Ｊ２ 摄动引起的模型非线性强等原因所导致的求
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解困难，最终得到所需的燃料最优转移轨道．
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